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Hans Geiger +. 


1 24. September 1945 ist Prof. Hans Geiger kurz vor seinem 63. oe . 
‘tstage gestorben. Er war seit Jahren von einem schmerzhaften rheu- 
tischen Leiden heimgesucht, das ihn mehrfach monatelang ans Bett 
efesselt hat. Anfang 1945 war endlich eine entscheidende Wendung zur 
sserung eingetreten, Geiger schrieb wieder zuversichtlich an seine Freun- 
de es. nahm neben seiner bekannten literarischen Tatigkeit, der Heraus- 
dieser Zeitschrift und der Redaktion des Handbuches fiir Physik, eine 
1e Arbeit in Angriff, eine fiir Anfanger bestimmte Darstellung physi- 
ischer Arbeitsmethoden. 
Kriegsende hat alle Hoftmmgen zerstort. Geiger muBte Anfang Juni 
5 sein Hauschen in Babelsberg bei Berlin raumen, er verlor seine Habe 
u | fand x nur ein dirftiges Unterkommen i in der Nahe von | Potsdam. Den 


seigers wissenschaftliches Lebenswerk schlieBt an das seines geliebten 


ers Ernest Rutherford an, es ist allen Physikern gelaufig. Fiir weitere 
ise haben Geigers wissenschaftliche Leistungen anlaBlich seines 60. Ge- 
tages die gebiihrende Wiirdigung gefunden. Wir verweisen auf die 
fsatze, die im 30. Bande der Naturwissenschaften aus diesem festlichen 
AnlaB erschienen sind. 

_ Diese Zeitschrift hat Geiger vom 104. Bande an betreut, unter seinem 
; en sind insgesamt 20 Bande erschienen. Das Vertrauen, das man Gel- 
Pers6nlichkeit in den Kreisen seiner Fachgenossen entgegenbrachte, 

fiir die Zeitschrift ein groBer Vorteil. 
‘Seine Nachfolger werden sich bemiihen, seine Arbeit] in seinem Geiste 


M. v. Laue R.-W. Pohl: 


i) 


Die Temperaturerscheinungen 
bei der Diffusion in ruhenden Gasen und ihre 
meBtechnische Anwendung. 


Von L. Waldmann, jetzt in Tailfingen. 
Mit 11 Abbildungen, 
(Eingegangen am 9. Mai 1944.) 


Die Diffusion von Gasen ineinander ist von einem Warmestrom begleitet, der 
zu voriibergehenden Temperaturunterschieden fiihrt. Die Theorie dieser Er- 
scheinung wurde in zwei friiheren Arbeiten entwickelt. Exakt berechnen lieBen 


— . 
sich das Temperaturzeitintegral § = [ (7— 7) d ¢ und der asymptotische 


Temperaturverlauf (7 — Z))asympt- Ersteres ist proportional dem Thermo- 
diffusionsfaktor «, letzterer hangt auBer von der Hohe des GefaBes fast nur vom 
Diffusionskoeffizienten D ab. — In der vorliegenden Arbeit wird die Theorie 
experimentell gepriift und der Effekt danach zur Messung bisher unbekannter « 
und D angewandt. Die experimentelle Methode beruht auf der Bemerkung, dab 
man $ und (7— 7Z))asympt bei Messung mit dem Widerstandsthermometer 
aus dem registrierten Galvanometerausschlag richtig erhalt trotz Tragheit und 
Dampfung der Drehspule. Der benutzte Diffusionsapparat konnte auf ver- 
schiedene Kammerhéhen / eingestellt, die Temperatur an verschiedenen Stellen z 
gemessen werden. Die von der Theorie geforderte Abhangigkeit des $ von 7 
und z sowie des (7’— 75)asympt von ¢ wurde in zahlreichen Diffusionsversuchen 
mit 80% No», 20% H,<+N, bestatigt. Ferner wurden bei festem 7 und 2, aber 
fiir verschiedene Mischungsverhiltnisse die « von H,y/N,. A, CO,; N,/A, CO, 
und die D von H,/N,, CO,; N,/O,; O,/CO, gemessen und fast alle innerhalb der 
Versuchsfehler in Ubereinstimmung mit Literaturwerten befunden, die nach 
anderen Methoden gewonnen sind. Die kinetische Theorie und die Thermo- 
dynamik irreversibler Prozesse ist damit fiir den Fall der Diffusion und Warme- 
leitung in Gasgemischen wohl bestatigt. Auf Grund dieser Bestitigung der 
Theorie wurden sodann mehrere, bisher unbekannte « (von N,/O,; O,/A, CO,; 
A/CO,; Ha/D,) und D (von Hg, Ng, O2/A; Ny, A/CO,; H,/D,) mittels des Dif- 
fusionsthermoeffekts gemessen. Simtliche Resultate sind in gekiirzter Form in 
Tabelle 43 zusammengestellt. Thermodiffusionsfaktoren und Diffusionskoeffizien- 
ten werden durch die neue MeBmethode vielleicht mit zu den am einfachsten und 
genauesten bestimmbaren Gasdaten gehéren. 


Einleitung. 


Der Temperatureffekt bei der Diffusion’) wurde in zwei friiheren 
Arbeiten®) eingehend theoretisch behandelt. In der ersten kam das Grund- 


1) K. CLustus und L. WaLtpMANN, Naturwissensch. 30, 711, 1942. 

*) L. WaLpMann, Zs. f. Phys. 121, 501, 1943, als I zitiert, — 3) Infolge der 
Kriegsverhaltnisse erscheint eine Arbeit desselben Autors, ,, Thermodiffusions- 
effekt II‘ (als II zitiert), welche sachlich dieser und der folgenden Arbeit vor- 
ausgeht, erst im nachsten Heft (Anm. der Redaktion). 


ee zur iethe. aes zweite sollte vor allem auf Weroache yorborster 

che der quantitativen Priifung der Theorie sowie der Anwendung des 
Effekts zur Messung von Thermodiffusionsfaktoren und von Diffusions- 
koe effizienten dienen kénnen, Uber nunmehr vorliegende, experimentelle 
Ergebnisse wird in dieser Arbeit berichtet. 

_ Fir ein Diffusionsgefa8 mit idealisierten, adiabatischen Wanden wurde 
ae Temperaturfeld, welches bei der Diffusion vortibergehend entsteht, 

vollstandig berechnet (s. I). Auf die Durchfiihrung einer entsprechenden, 

ik omplizierteren Rechnung fiir zylindrische Kammern mit isothermen 
ea welcher Fall fiir die experimentelle Anwendung der wichtigste. 
st, konnte verzichtet werden. Denn es erwies sich das Temperaturzeitinte- 
. a welches dem Thermodiffusionsfaktor proportional ist, auch beim Zy- 
-linder als bequem exakt berechenbar und ferner konnte gezeigt werden, 

uf der asymptotische Temperaturverlauf praktisch stets in einfacher Weise, 
Ber von der Hohe des GefaBes, nur vom Diffusions-, nicht dagegen (oder 
héchstens schwach) vom Temperaturleitkoeffizienten abhangt (s. 1). Dies 
be cides geniigt aber, um an Hand von Gaspaaren, bei denen Thermo- 
d dif onsfaktor und Diffusionskoeffizient schon bekannt sind, die Theorie 
Zu | priifen und um in anderen Fallen diese Koeffizienten zu messen. 

s _ Wir werden im folgenden zunachst die nétigen, theoretischen Ergebnisse 
ca sammenstellen und die experimentelle Methode schildern (Teil A und B), 

ieBend Versuche zur Priifung der Theorie beschreiben (Teil C), 

% n iiber Messungen bisher unbekannter Koeffizienten berichten 
eil D) und schlieBlich einige Erganzungen bringen (Teil E). Es wurden 
r Versuche mit bindren Gasgemischen unternommen. Ein kurzer Be- 

_richt ist an anderer Stelle erschienen!). 

43 _ Durchwegs handelt es sich um Diffusion ruhender Gase. Die Temperatur- 
heinungen bei der Diffusion stationar stromender Gase sollen gesondert 
in werden?). 


A. Ergebnisse der Theorie. © 


. Das Temperaturzeitintegral und der asymptotische Temperaturverlauf. 
Jas DiffusionsgefaB bestehe aus zwei gleich groBen, zylindrischen Kam- 
m vom Radius R#, deren jede die Hohe / hat. Die Temperatur werde 


oA M itte der jeweiligen Kammer langs eines Durchmessers gespannt ist. (Fig. 1.) : ‘ 
_ Das langs eines er Durchmessers gemittelte Temperaturzeit- : 

R Y 
. ha oe dt 14Bt sich nach II, (6. 4b), (3. 3), (6. 2) i ae 
0 . 


La eae ig 
{22 evo Melb) 


Dabei bedeutet 7’, die konstante Temperatur der Kammerwande, « 
Thermodiffusionsfaktor, p den Druck, 4 den Warmeleitkoeffizienten, 
(9 bzw. oo den Molenbruch einer Komponente in der betreffenden Kammer 
zur Zeit t = 0 bzw. oo; g ist ein von der Gestalt der Kammer und der 
des MeBdrahtes abhangiger Zahlfaktor, der numerisch und anschau Ulich 
in II, Tabelle 2 und Fig. 3 gegeben ist. Aus gemessenen §-Werten kann 
man demnach bei bekanntem Warmeleitkoeffizienten « entnehmen. — “ 
Es sei noch das Vorzeichen in (4.1) er- 
lautert. Bei der gebrauchlichen Definition des 
Thermodiffusionsfaktors hat die Komponente 
welche die niedrige Temperatur bevorzugt (ir 
allgemeinen ist dies die schwerere), den. 0si- 
tiven -Wert. y mége im folgenden immer den 
Molenbruch dieser Komponente bedeuten. Be 
findet sie sich zu Beginn in der unteren Kam. 
mer, so ist in dieser y,, — Yo< 0 und daher 
§ unten <0, entsprechend einer Abkthlung 
Fig.1. Koordinatensystem inden in der oberen Kammer ist y,, — Yo = 01 un 
Siaee Ente ache (Achsial-  Gemnach foben-> 9, entsprechend einer erwar 
mung (vgl. I, Absch .6). Das gleiche Er 
nis erhielte man, wenn y auf die andere Komy onente bezogen und ce 
Vorzeichen von « umgekehrt wird. 
Wegen der Abhangigkeit des } und x vom Mischungsverhaltnis muB 
man in (1.1) irgendwelche Zwischenwerte fiir diese Koeffizienten neh 
men, Wir setzen stets die Werte ein, die zum mittleren, in der betreff n 
den Kammer herrschenden Molenbruch (yg + y..)/2 gehéren. Bei sta el 
y-Abhangigkeit von « und 4 kann man jedoch genaue Resultate nur ¢ Ts 
warten, wenn y, und y,, wenig verschieden sind. y 
Wir werden alle Messungen von § auf p = 1 Atm und die ‘Temperatut 
20° C reduzieren. Nimmt man }~ 7°? an, was bei allen in dieser Arbeit 
untersuchten Gasen in dem Temperaturbereich um 20° C_ hinreichend | 
nau gilt, und weicht der Druck nicht stark von 1 Atm ab, so erhalt m 
den reduzierten Wert aus dem MeBwert bei p Atm Druck und der ab 
luten Temperatur 7° A nach der Formel 


ape : , £— 2393 
$1 atm, 20°C = § pr 2— p+ 390 =}: 


Von der Temperaturabhangigkeit des « sahen wir dabei ab. og 
Ist speziell R = 2cm und p = 1 Atm =0,0243 cal/em3, so wird nach a ) 


$4 atm = 122 — ees °g (Gradsec). 


ra) 
&s 


acy toe Diffusion i in ‘rohenden deans usw ce 


hase Bat te! 

De bei st’ pormsyesciis, daB Rin calicen Gradsec ausgedriickt wird. Die 
; en Messungen wurden mit z = 0,1 = 3,33 em, d.h. 8 = U/R = 1,67 
cht. Dies entspricht der in II, (6. 11) angegebenen, giinstigsten 


ensionierung der Kammern. Nach II, Tabelle 2, ist in diesem Falle 


ar asymplotische Temperaturverlauf (fiir t—> ©) ist nach If, (7. 4) ese 


4 x 
(T— San e ae Oo = 


un? | (1. 4) 


ir die Giiltigkeit der Naherung (1. 4) ist Voraussetzung, daB die 
ingkonstante @, der Diffusion kleiner ist als die Abklingkonstante 


(1. 5) 


oS ae9 a 
r Warmeleitung (vgl. II, 7. 6): 


x (1.6) 
_bedeutet 
(1. 7) 


| Temperaturleitkoeffizienten des Gasgemisches (v¥ Molvolumen; 

folwarme bei konstantem Druck). Zwecks spaterer Diskussion ae 
ding ng (1. 6) sind in Tabelle 1 nach (1. 4) und (41. 5) berechnete 
hlenwerte zusammengestellt ; wieder ist R = 2cm angenommen, 


le 1. Berechnete Werte der Abklingkonstanten wp» und Zp‘ (sec?) 

mehrere Kammerhéhen /(cm) und ihr Verhaltnis bei verschiede- 

‘Verhaltnis des Temperaturleit- und Diffusionskoeffizienten 
(i 2 cm; KX und D in cm?/sec). 


2 3,33 6,67 

0,62 “9-22 | 0,056 
3,9 2,33 ~"f 6B. 2 
6,3 10,4 30 2-7 


21 3,5 9,9 


e e obige Gl. (1. 4) stellt eine Naherung dar. Wir werden spiiter eine 
ektur bendtigen, welche die langsame Veranderung von K wahrend 
Diffussionsvorganges beriicksichtigt. Die im Hinblick darauf ver- 


besserte Formel ist durch II, (7.13) gegeben: 


1 peed 
e. (T —T)asympt ~ i eer of, fk 8) 
rey Ls , 
y Wir werden auch alle Messungen von D auf p = 1 Atm und 20° ¢ 
umre rechnen. Wenn D ~ T%7/p angenommen wird, so lautet die Reduk- 


TA tein 


pee LDMANN, 


- tionsformel, in cate pin Atm einzusetzen ist und T Se absolute sis 


peratur in ° K bedeutet, 
T — 293 


— ate a. See ; 9) 
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B. Experimentelle Grundlagen und Versuchstechnik. 


2. Die Mefmethode. Die Betrachtung des Temperaturzeitintegrals undid ‘ 
asymptotischen ‘Temperaturverlaufs ist unserem Problem gut angepaB 
weil sich beide einerseits mit hinreichender Genauigkeit berechnen 
und weil sie andererseits mit den gebrauchlichen, apparativen Hilfsmit 
— Widerstandsdraht- bzw. Thermoelement in Briicken- oder Kompen 
sationsschaltung und Galvanometer — auch exakt zu messen sind. Wi 
werden namlich sehen, daB man gerade jene beiden GréBen aus dem Gal 
vanometerausschlag richtig erhalt, obwohl wegen Tragheit und ‘Dampfuny 
der Drehspule im einzelnen der Temperaturverlauf verzerrt wiedergegeben 
wird. 

Es sei g der Drehwinkel der Spule “A = 0 fiir T = T,), 0 ihr 
moment, pe ihr Dampfungskoeffizient, 5+ das Direktionsmoment un 
iy _ der statische Empfindlichkeitskoeffizient. Die eT hung di 

Spule lautet dann > 


ost +eS © +8-9=38-C(T—T)). 3 


Rechts steht das durch den Galvanometerstrom bewirkte Modal rc 
ist proportional der lings des ee herrschenden, ie Te : 


peratirdifferenz T— 7, = (41/R) / (J — T,) dr. Integration von (2. 1) 


added an ® daB exakt ed 


'. 


j= [or T,) at = +4 s [et Rot 


Ferner ist unmittelbar zu cehen, daB zu pais durch (4. 4) gegeb nen 
Temperaturverlauf die partikulare Lésung p 


9 asympt ~ e 


von (2. 1) gehért. Ihr wird im allgemeinen irgendeine Lésung -der Zu ( : 
gehorigen, homogenen Gleichung iiberlagert sein. Diese lautet im ap 
dischen Grenzfall, der durch 
ie Bh | “3 
X= 26 = V rh 
charakterisiert ist, wie folgt: 


a! 
wie 
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‘ 


allgemeine Lésung hiervon ist y 


p=ae™! + bte—*t, 
enn nun flr die aperiodische Abklingkonstante x des Galvanometers gilt 


. M<x, (2. 5) 
Beectierrit die Lésung (2. 3) allein den asymptotischen Verlauf des 
eho, ca In ganz analoger Weise gewahrleistete bereits. 
 Bedingung (1. 6), da8 eine beliebige anfangliche Temperaturverteilung 

sich im asymptotischen Abfall nicht bemerkbar macht. — An der Be- 
trachtung andert sich nichts Wesentliches, wenn man, statt von (1. 4) 
szugehen, die genauere Formel (1. 8) zugrunde legt. Dann bekommt man 


1 
? asympt ~ E ew. (2. 6) 


“Erwahnt sei schlieBlich, daB man mittels (2.1) aus dem Bekewnten 
9 (t) den wahren Temperaturverlauf durch graphisches Differenzieren 

stimmen kann. Wir gehen darauf in Abschn. 11 naher ein. 

3 4 pparatur. Den benutzten PEED zeigt im Schnitt Fig. 2. 
Der Mantel der beiden Kam- 


eiven Rohren A, (in der 
stark gezeichnet) vom 
nendurchmesser 22 =4cm 


Messingplatten P, 
P, eingelétet waren. In 
waren die Rohre RR; ver- 


Flansch F, bzw. F;, 
durch Stifte und die 


schh oe S,-. der Kam- 
mern in die gewiinschte Lage 
ge gebracht werden. Die gréBte 
ellbare Hohe einer Kam- 

; ae etwa 7 cm. Die Fiil- 


fone jeder Kammer geschah eae te aed 
; Fig. 2. Vertikalschni ureb den in der Fillste 
c ch Spiilen mit Gas ab is befindlichen Diffusionsapparat. 


Figur ist der arpaelt in der Fiillstellung gezeichnet. Um die Gase 
inander diffundieren zu lassen, bewegt man die obere Platte P, von 


ot Neb ai te . igs: y = 


ca. = ae ks an 


avere a “ ri’ rae 


aed 
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dem linken Anschlag a zum rechten. Die Kammern stehen sich dann reger 
iiber. Tote Volumen treten nicht auf, da die Rohre Z und A in der Dif 
fusionsstellung keine Verbindung mit den Kammern haben. Durch ie 
Stempel S, , fiihrten isoliert an zwei diametral gegeniiberliegenden Stelle 
nahe dem Umfang Kupferdrahte Ca. Zwischen den zwei im Innern jede! 
Kammer befindlichen Enden wurde je ein 15u dicker Platindraht Pt eich t 
gespannt angelétet. Die Kupferdrahte waren in ihren Isolierréhrchen 
vertikal zu verschieben und mittels einer in der Figur nicht gezeichnetet 
Halterung zu fixieren. So konnte jeder der beiden PlatinmeBdriihte i 
seiner Kammer auf beliebige Hohe eingestellt werden. Die Platindrahte 
waren 3,4 cm lang und jeder hatte etwa 19 Q Widerstand. ~3 
Die Temperatur wurde abwechselnd in der oberen und unteren Kam m 4 
gemessen. Dabei lag der jeweilige Pt-Draht in einer Wheatstone-Briicke 
die auBerdem aus einem variablen Manganin-Prazisionswiderstand von 
etwa 1900 Q und zwei festen ebensolchen Widerstanden von 1 und 100 Q 
gebildet wurde. Bei den meisten Versuchen flossen im MeBdraht etwa 
0,4 mAmp. Das benutzte Siemens-Standardgalvanometer hatte etwa 3 sec 
Schwingungsdauer und 7 Q Systemwiderstand. Der magnetische Neben- 
schlu8 wurde durch Probieren so eingestellt, da8 das Galvanomet 
wenn es in die Briicke geschaltet war, sich im aperiodischen Grenzzustane 
befand. Die Empfindlichkeit war dann etwa 1,6 - 10-’ Amp/mm/m. Die 
Galvanometerausschlige wurden durch einen photographischen Regis trier- 
apparat der Firma Kipp und Zonen aufgezeichnet. 
4, Eichung, Gasmischung, Gang und Auswertung eines Versuchs. 1 
die Temperaturempheidhichhes der MeBdrahte zu erfahren, mae 
Apparat in ein Wasserbad gesetzt, dieses auf verschiedene Temper a o 
zwischen 0 und 40° C gebracht und der jeweilige Widerstand gemessen 
Es ergab sich, da8 eine Widerstandsinderung des oberen Drahseda 
0,01 Q durch eine Temperaturiinderung von 0,149° hervorgerufen wut de c 


oben: 0,01 Q = 0,149°. (40 
Entsprechend galt 
unten: 0,04 Q = 0,147°. 


Fir die zahlreichen Versuche mit verschiedener Kainmerhdhe und. Mi feb 
drahtstellung (Abschn. 5 und 6) war eine groBere Menge von Gemisch 
aus 80°, Ny, 20°, Hy nétig, Zur Aufbewahrung wurden etwa 40 ite 1 
fassende, mit Wasser gefiillte Gasometer benutzt. Die Léslichkeit  ¢ i 
Gase in Wasser aindert deren Mischungsverhiltnis nicht in nennenswertem 
Ma. Z. B. berechnet man aus den bekannten Absorptionskoeffizienten, 
daB bei dem Gemisch von 80%, Ng, 20° Hy der Molenbruch des Wass 
stoffs sich um 0,2°, seines Betrages verringert, falls das Youn 
Wassers Ve gleich dem des Gases V, ist, und um 1,2%% seines Betrag S 
falls V.. = 5 V9, was etwa dem unginstigeten, vorgekommenen Fall ent. 
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— Fair die iibrigen Versuche wurden die Gasgemische i in 6-Liter- 
isfle laschen hergestellt. Simtliche Gase wurden direkt aus den andels- 
bli ch 1 Stahlflaschen entnommen. 
Zt Beginn eines Versuchs wurde der Apparat in die Fullstellung ge- 
bracht (Fig. 2) und jede Kammer mit der gewiinschten Gasmischung ge- 
. Das durch die Kammern gestromte Volumen war bekannt aus der 
Wassermenge, durch welche das Gas aus dem Gasometer bzw. der Glas- 
flasche verdringt worden war. Es wurde stets etwa mit einer Menge vom 
3 ‘iin ffachen Kammervolumen gespiilt. Die Stromungsgeschwindigkeit 
Ri-Cases war so eingerichtet, daB diese Menge durch die Kammer trat 
a. der dreifachen Zeit, welche der Diffusionsvorgang zwischen den 
en Kammern zum volligen Abklingen bendtigte. DaB auf diese Weise 
fe Kemer richtig gefiillt waren, wurde bestatigt durch Verdopplung 
-Durchstrémzeit und -menge. Es ergaben sich keine Unterschiede in 
r registrierten Diffusionstemperatur. Nach dem Strémen wurden die 
nd en Rohren Z, , (siehe Fig. 2) befindlichen Hahne geschlossen und kurz 
darauf die an den Rohren A, , so da® in beiden Kammern sicher Atmo- 
direndruck herrschte. 
cchdem der MeBdraht der oberen oder unteren Kammer in die Wheat. 
tone-Briicke geschaltet und der Motor des Registrierapparats in Gang 
et bracht war, wurde die Galvanometerbeleuchtung eingeschaltet und 5 sec 
er die obere Kammer in die Diffusionsstellung gezogen. Damit war die 
Bi peginn der Diffusion entsprechende Stelle auf dem Registrierstreifen 
yekannt. Die Dauer eines Versuchs war, je nach Kammerhohe und Gasart, 
3 Minuten. Gegen Ende, nachdem die Diffusionstemperatur abge- 
en war, wurde der veranderliche Briickenwiderstand von etwa 1900 Q 
einen bestimmten Betrag verstellt und der dadurch erzeugte Galvano- 
ausschlag mitregistriert. Da der Galvanometerstrom bei fast ab- 
reglichener Wheatstone-Briicke nur von der relativen Anderung eines der 
er er Briickenwiderstande abhangt, ist der durch Verstellung des genannten 
Widerstands um 1  hervorgerufene Galvanometerausschlag ebenso grofs 
wie der, welcher durch eine Anderung des MeBdrahtwiderstands um 0,01 Q 
b vir wiirde, und mithin nach (4. 1) bzw. (4. 2) einer bekannten Tem- 
we turdifferenz aquivalent. So gab der Ausschlag am Ende der Regi- 
strierkurven jeweils den Temperaturmafstab. 
sonderes Augenmerk wurde darauf gerichtet, das das Galvanometer 
dem Abklingen der Diffusion wieder genau in die Anfangsstellung 
ii “kkehrte. Der MeBstrom darf daher nicht zu groB sein (siehe auch 
n. 14) Dazu befand sich ferner der Diffusionsapparat in einem 
etieistens AuBerdem waren die Metallteile des Apparates so 
massiv iy gowkhlt, die Temperatur im MeBzimmer geniigend konstant und die 
er eines Versuchs so kurz, da es fiir unseren Zweck nicht notig war, 
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Die Versuche wurden in zweierlei Hinsicht ausgewertet. Zur B 
mung des Temperaturzeitintegrals ist es nach (2. 2) nétig, die Flach 
registrierten Kurven zu messen. Der Hauptteil der Flachen wurde d 
Bah Auszahlen von Quadraten bestimmt, und der asymptotische Teil — di 
Baek wie wir in Abschn. 6 sehen werden, tatsachlich einer Exponentialfu n : 
> an entspricht — nach der Flachenformel Fasympt = 4° //In 2 berech 
i wo a den Ausschlag bedeutet an der Stelle, von der an der asymptoti 
ae Teil gerechnet wird, und h die aus der Umzeichnung auf Millimeter} 
i _ leicht naherungsweise zu entnehmende Halbwertsbreite. Zur genaue! 
2 are stimmung des asymptotischen Abfalls wurden die Registrierk 
| tabelliert und auf logarithmischem Papier eingetragen. Das Weitere 
die Auswertung wird in Abschn. 5 und 6 gesagt werden. 
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Vig. 3. Obere Kammer. Diffusion von 80% Ng, 20 ¢ 
meterausschlage | bei verschiedenen Kammerhohen l (ois) nd Safwan Hone 
des MeBdrahtes iiber der Kammermitte. Linker OrdinatenmaBstab entspricht der sta 


Temperaturempfindlichkeit. Zeit vom Beginn der Diffussion an gerechnet 
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suche wurden bei ungefahr 20° C und etwa 1 Atm Druck ge-_ 


ck t. Die HGhen der Kammern waren immer untereinander gleich. © 


C. Experimentelle Priifung der Theorie. 


D Priifung der Theorie erfolgte in zwei Gruppen von Messungen. 
Die erste Gruppe hatte den Zweck festzustellen, ob die Abhangigkeit 
der Geometrie der Anordnung tatsichlich zutrifft, welche durch 
aktor g in (1.4) fiir das Temperaturzeitintegral und durch (1. 4) 
(1. 8) fiir den asymptotischen Temperaturverlauf gegeben ist. Dazu 
e eine Reihe von Versuchen mit derselben Gasmischung, aber ver- 
dener Kammerhéhe und Mefdrahtstellung gemacht. Bei der zweiten 

pe von Messungen waren Kammerhéhe und MeBdrahtstellung fest und | 
den eine Reihe von Gasgemischen untersucht, deren « und D schon 


weitig bekannt waren. 
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5. Das Temperaturzeitintegral bei verschiedener Geometrie der Anord wUng, 
Bei simtlichen, in diesen Abschnitt gehérigen Versuchen diffundierte 
ein Gemisch aus 80°% Ny, 20%, Hy (obere Kammer) gegen N, (un 
Kammer). Messungen wurden bei vier verschiedenen Kammerhéhen ge- 
macht, Die erhaltenen Registrierkurven sind in Fig. 3 und 4 wieder: 
gegeben. Jeder Versuch wurde 6fters wiederholt; die zugehérigen Kurven 
deckten sich in vielen Fallen vollstandig (wegen der MeBgenauigkeit 
s. Abschn, 15). Stets kiihlte sich das Ga’ in der unteren Kammer ab, wie 
es nach dem Vorzeichen der Thermodiffusion — der Stickstoff bevorzu 
Be die niedrige Temperatur — zu erwarten ist (s. Abschn. 1). Bei] = 1,05, m 

ess befand sich der MeBdraht in der Kammermitte, bei den Versuchen mit 

groBerer Kammerhohe wurde auch auBerhalb der Mitte gemessen. Einige 
weitere, fir / = 3,33 und 6,67 cm erhaltene Kurven sind der Klarheit 
wegen nicht in die Fig. 3 und 4 aufgenommen. Ferner ist zu bemerken, daf 
stets die Ausschlage in der unteren Kammer gréBer sind, als die in det 
oberen bei der entsprechenden Mefdrahtstellung. Der Grund dafiir i 
die Abhangigkeit des Warmeleitkoeffizienten und des Thermodiffusi ons 
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: Fig. 5. Diffusion von 80% Ny, 20% H.-N. MeBpunkte fiir das Temperaturzeitintegra 
$ 1 atm. 200 @ bei Verschiedener Kammerhdéhe I (em) und verschiedener Hohe z (cm) ‘ 
MeBdrahtes tiber der Kammermitte. Kurven berechnet aus (i. 3) mit Aantis = 0,67 -40-, 

Aven = 0,83 +10 cal/em Gradsec; a, 44, = 0,24, Sopen = 0,22. : . 


Wes - ; of: 7 ~| a + ayn 
tors vom: SMischungeverhaltais (Darum manne sich dies besonders be- ae 

kbar bei der Diffusion von reinem H,<> N, oder von anderen reinen ie 
en. mit stark verschiedenen us ) 


Fliche bestimmt cae diese mittels der bekannten, statischen Tem- 
aturempfindlichkeit (linker OrdinatenmaBstab in Fig.3 und 4) und ~ ey 
r bekannten Geschwindigkeit des Registrierstreifens in Gradsekunden <a 


r eae 
umgerechnet. Die daraus durch die Reduktion (1.2) erhaltenen Werte Sen 
fii ir das Temperaturzeitintegral bei 1 Atm, 20° C sind in Fig. 5 aufgetragen. 2 Ga 


1 Vergleich sind die theoretischen Kurven eingezeichnet, die man aus a 
3) erhalt durch Einsetzen der im Mittel fiir die betreffende Kammer “eae 
i 20°C giiltigen A-Werte (Aunten = dase), n, = 0,67 + 10-%, Agden Thea: 
5%, Ni = 0,83 - 10-4 cal/em Gradsec, s. Tabelle 3), und indem man 
ic eise @unten = = Oo59), Ny — a, (), 24. ton = X50), N, — Saal} 22 wahlt. - 
ivigen sind nur die g-Werte aus II, Tabelle 2 benutzt.: Wie man sieht, 

en sich die MeBpunkte in befriedigender Ubereinstimmung nach 
 osaiaeeer Kurven. Die Abweichung bei / = 1,05 cm ist wohl zu- 
ifiihren auf die bei sehr flacher Kammer stirker auftretende, turbu- - 

er nf ‘Durchmischung der Gase beim Ubereinanderziehen (s. Abschn. 12). 


Der asymptotische Abfall der Diffusionstemperatur bei verschiedener 
metrie der Anordnung. Alle im vorhergehenden Abschnitt besprochenen 
suche wurden auch im Hinblick auf den asymptotischen Temperatur- 
verlauf ausgewertet. Die in Fig. 4 wiedergegebenen Registrierkurven sind 
in Fig.6 in logarithmischem MaBstab aufgetragen. Der Zeitnullpunkt 


40 sek 


- Logarithmische Darstellung der in Fig. 4 abgebildeten Registrierkurven. Zeit vom 
Maximalausschlag an gerechnet. 
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wurde dabei jeweils an die Stelle des Maximalausschlags verlegt. e 
(2.3) zu erwarten, erhalt man in dieser Darstellung fiir geniigend | 
t Gerade, die sich in vier Gruppen mit verschiedener Neigung ord 
entsprechend den vier verschiedenen Kammerhdhen. Aus dem Diag 
liest man 1/@, ab, d. i. nach (1. 4) die Zeit, in welcher die Temper 
auf den e-ten Teil abklingt. Daraus bekommt man, wiederum nach (1. 4), 
den Diffusionskoeffizienten, der dann noch jeweils mittels (1. 9) auf 4 Atm, 
20° C umgerechnet wurde. In Tabelle 2 sind die bei verschiedener Kammer 
hohe erhaltenen Diffusionskoeffizienten angegeben. Trotz der stark unter- 
schiedlichen Neigung der zugehdrigen Geraden im logarithmi ie ) 
Diagramm — die w, fiir 1 = 1,05 cm und / = 6,67 cm verhalten sich ¥ 
40,5: 1 — bekommt man stets fast denselben Diffusionskoefizienten, 
2 
Tabelle 2. Diffusionskoeffizient D (cm/sec) von 80% Ng, 20% Hy/N, 
gemessen bei verschiedener Kammerhohe 2 (cm). 


¢ 
- 
>a 
2 3,33 6,67. 
0,76 0,76 0,79 


Wir wollen uns iiberzeugen, daB die fir die Anwendbarkeit vol 
(1. 4) notwendige Bedingung (1.6) erfiillt ist. Fiir ein Gemisch au: 
95% Ng, 5% Hg ist Agoog =0,67- 10-4 cal/em Gradsec (s. Tosa 
woraus man nach (1.7) Kyatm, 20°C = 0,23 cm?/sec berechne 
Dyatm, 20°¢ = 9,76 cm*/sec, gilt also in diesem Falle die letzte Zeile 4 
Tabelle 1. Aus ihr geht hervor, daB bei / = 1,05 cm die Bedingung (1 
zwar nicht zutrifft, und damit ist es erklarlich, daB die asymptotis| ch 
Approximation der zugehérigen Kurve in Fig. 6 durch eine 1d 
nicht besonders gut ist. Dagegen kann man bei den iibrigen Kammer 
héhen die Bedingung (1. 6) als erfiillt ansehen, was sich in Fig. 
in dem geradlinigen, asymptotischen Verlauf bestatigt. Dazu ist noch z u 
bemerken, da der Fall der Diffusion von 80° Ny, 20% H,-- Ng de 
ungiinstigste ist, der vorkommen kann, da bei zonshendeae -Gehalt K zu. 
nimmt — fiir ein Gemisch aus 59, No, 95% Hg ist Ky atm, 20° ¢ = 1,29 em?/se 
(berechnet mit A aus Tabelle 3) —, wahrend D nahezu unveran 
bleibt, das Verhaltnis y9/w» also wie K wachst, und da ferner bei ande 
Gaspaaren von weniger verschiedenen Molekulargewichten bei jed 
Mischungsverhiltnis K = D und daher von vornherein die vorletzte 
von Tabelle 1 anzuwenden ist. Wegen der weiteren Bedingung (2.5) 
auf Abschn. 11 verwiesen, i 

Bei genauerem Zusehen erkennt man an Fig. 6, daB die zur sel 
Kammerhohe gehérigen Geraden nicht exakt parallel sind, sondern d - 
ihre Neigung mit wachsendem z abnimmt. Dasselbe gilt bei den ents 
chenden Kurven fiir die obere Kammer, und zwar ist, wie sich gee die 
Neigung der Geraden nahezu die gleiche, wenn der MeBdraht dicht = ) palb 


: insamen Mittelebene der Kammern oder dicht tiber ihr sich befindet 
ist dies schematisch dargestellt. Die Beobachtung entspricht gerade 


i en 2 Formel (2.6) und in Wirklichkeit also 
) erfolgt, als es nach (2.3) der Fall 
- der unteren Kammer dagegen wiichst 


) exakt gelten wiirde. Auch innerhalb 
einzelnen Kammern macht sich der Ein- 
der veranderlichen Temperaturleitfahig- 
bemerkbar, und zwar um so starker, je 
er der MeBdraht von der Mittelebene ent- ao ete be See 
ist, weil dann seine Umgebung uum so. figs yer atebirhiialling et 
von der Diffusion erfaBt wird. Quanti- "™ oa, ee dar- 
1aBt sich alles verfolgen, indem man in 
) fiir K den Wert einsetzt, der sich nach MaBgabe des von Ort und 
abhangigen Molenbruchs aus der Mischungsformel ergibt. Nach II, 
gilt fiir den Molenbruch y von Gas ,,1“ 


is [ 1 
Yasympt = Yoo + (Yo — Yoo) — sin E bs +5 | ew, (6. 1) 


r veraturleitfahigkeit wird damit 


“< 
‘ aha = KyYasympt + K, (i— Yesrne) 


= Kot eA ire Te): * sin | (; + 
ei setzten wir 
Keo = KyYao+Ke—roo); 8K =Ky— Ky, 

Bldet man nun das Produkt 9: K aus den registrierten Galvanometer- 
sschliigen ? und den nach (6, 2) berechneten, zeitabhangigen K-Werten 
‘trigt es im logarithmischen Mafstab auf, so erhalt man wieder Ge- 

le, und zwar besitzen diese bei samtlichen Mefdrahtstellungen tat- 


ich nahezu dieselbe Neigung, wie es nach (2.6) sein soll. Die so: 
ndene Neigung liefert sitar das exakte wy. Es ist aber nicht notig, 
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wire es am einfachsten, dicht bei der Mittelebene zu messen (- Zoe = 

he unten — as |. wo ja nach (6. 2) Kasympt = Const = K,, ist. Dies ist jed ate 
wegen der Kleinheit der dort auftretenden Temperaturdifferenzen uchi 

<A empfehlenswert und auch nicht nétig. Denn es geniigt durchaus, weit 
im Innern der oberen und unteren Kammer zu messen, bei entsprechende: 

Drahtstellung, z. B. beidemal an der Stelle z = 0, und dann das Mitt el 
Se aus den zwei erhaltenen wy-Werten zu nehmen. Man sieht ja an Fig. 7 
ba daB die asymptotische Gerade fiir die Mittelebene symmetrisch zwis 
a den Geraden fiir z = 0 liegt, so da® wir also durch die Mittelbildung mi 
"5 guter Naherung das richtige @g bekommen. Auf diese Weise | sin 
“i die in Tabelle 2 wie auch alle spater angegebenen Diffusionskoeffizienten 
gewonnen. Sie wurden jeweils der gesamten, mittleren Relativkoni zen 

tration y,. zugeordnet. Als Beispiel sei angefiihrt, daB der in Tabelle ; 


fiir ] = 3,33 cm angegebene D-Wert als Mittel entstanden ist aus den We 
: ten 1/w» = 6,1, bzw. 5,7; sec fiir die obere bzw. untere Kammer. , 
Wir wenden uns nun der zweiten Gruppe von Versuchen zu, we C 
of ebenfalls der Priifung der Theorie dienten und in der Messung | un 
am Reihe schon bekannter Koeffizienten bestanden. ‘ cell 
ae y 7. Messung bekannter Thermodiffusionsfaktoren. Bei den in diesem Ak 
a schnitt zu besprechenden Versuchen war die Kammerhohe / = 3,33 
aed und der MeBdraht befand sich stets in der Kammermitte. Unters 
z wurden Mischungen aus H,/N,; H2/A; H,/CO,; N/A; N,/COg, be 
eS: denen allen der Thermodiffusionsfaktor schon friiher aus der Entmischun 
im Temperaturgefalle bestimmt worden ist. . 
a? Zunachst sei festgestellt, daB das Vorzeichen des Effekts in jcc ® 


das zu erwartende war. Es ist bekannt, daB bei simtlichen angefiih b 
Gaspaaren die schwere Komponente die niedrige Temperatur bev 
+a Damit ist die Beobachtung im Einklang, daB sich bei ihnen allen wah 
i, der Diffusion das schwerere Gas abkiihlte. “ 
Von H,/Ng wurden vor allem die in der Reihe yy, = 0; 0,25 
0,6; 0,8; 1 nebeneinanderstehenden Gemische zur Diffusion gebra oy 
} wurde aus den registrierten Galvanometerausschlagen fiir die obere 
und untere Kammer einzeln bestimmt und nach (1. 2) auf 1 Atm, 20°C 
umgerechnet, Mittels der Warmeleitkoeffizienten Agg>¢ (s. Tabelle 3) 
welche zu den in der betreffenden Kammer herrschenden, mittleren Mo = 
briichen Yrs, = 0,05; 0,15 usw. gehéren, wurden dann nach (1. 3), 
Yo — Yo = 40,1 zu setzen ist fiir die obere (untere) Kammer, die 20" 
gewonnen, Diese wurden jeweils demselben mittleren Molenbruch zt 
geordnet und sind in Tabelle 3 sowie in Fig. 8 gegeben. SchlieBlich w 
auch noch in der gleichen Weise die Diffusion von H, <> 10% Yo Ne, 20% : 


untersucht. Auch das Ergebnis hiervon ist in Tabelle 3 und Fig. 8 auf. ; 
genommen, 


SS hadnt aS 
‘der Diffusion in 
i nate > me ao 
‘lle 3. ee Molenbiach von ‘Stickstoffer ¢ tetions ee Fie: 
agente des. H,/N,- -Gemisches!); « -Thermodiffusionsfaktor 
giee HuINe Sikibtes mittels pc eeennane bpmaatiaks ' 


et ‘ * 


se “Jo.025)0,05 | 0,075]0,15 0,25 0,35 0,45 0,55 10,65 10,75 10,85 |0,95 
408 3,99 3,76 3,54 }2,96 12,42 ]2.03 1,72 |1,44 [1,20 ]1,04 0,83 0,67 

++ [0,475 10,476}0,42, [0 404), 326]0,32,]0,28,]0,274}0 24s] 0,23,]0,24,]0 20, . 
ine ‘Fig. 8 2 zum Vergleich eingetragenen Littesturwerte VON 4, /N, 
entnommen aus den Arbeiten von Ipps?), Iprs, Grew und Hirst?) 
Lyon Buin). Die aes der englischen Autoren stimmen mit den 


: OS wottabrach > Ny 

ermodiosionstaton yon HAIN 2 bei 20° © fiir verschiedenen Ny-Gehalt. * IBBS 

is Oo IBBS, GREW und FIRS? (1929); O Bluh 4994); 3 pigene Messungen. — 
r Diffusionswarme gefundenen’ gut ‘iiberein; die ‘Abwectang der 
von. Buin fallt wohl nicht so sehr ins Rewicht: da die BLUusche 
mehr den Zweck verfolgte, eine interferometrische Analysenmethode 
twickeln. Zu bemerken ist noch, daB die Messung der Endwerte von 
= >0 oder —> 1) mittels Thermodiffusion unsicher ist, da bei Seltenheit 
r Komponente die Entmischung, welche proportional ay (1 —y) 
in wird. Dagegen hangt bei der Diffusionswirmemethode die MeB- 
a gkeit nicht von y ab. Die damit oj seaperaa: Endwerte sind daher 

ohl besser als frithere. 


LAND OLT-BORNSTEIN, Physik.- Sheri Tab., 5. Aufl., Erg.Bd. 1b, $.1279; 
auf 20° C mittels A~ 77.’ 
Bae: Proc. digs Soc. London A, 107, 470, 1925. 


6. und O. Bion, ‘Zs. f. ies 90, 12, 1934. 
¢ fir Physik. Bd.124 
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Tabelle 4. yy Molenbruch von Argon; A (calfem Gradsec) Warmeleit- — 
koeffizient des H,/A-Gemisches';) « Thermodiffusionsfaktor von ¥ 
H,/A, gemessen mittels Diffusionsthermoeffekt. 


EN EE no aT eT 
a a 0,05 0,15 | 0,25 | 0,35 |0,45 |0,55 |0,65 | 0,75 | 0,85 |0,95 
one o* 108 | 3,82 | 3,14 }2,60 2,16 |1,80 | 1,47 |1,19 | 0,94 | 0,70 | 0,50 
tone g.. «« | 0,479 | 0,416] 0,370] 0,342] 0,31; | 0,28 | 0,279 | 0,2K_| 0,22, | 0,19, = 
46 : 
45 3 
: fd 
g st 
Sor ; 
§ -_ 
9 } 
S ps 
SS) ; 
¥ a 
S % 
Pod mes 
bi 
se iss 
‘* 
: 


0 a ar © ar a6 a7 @ a9~«0 
(Ho) Molenbruch 7, (A) - 


Fig. 9. Thermodiffusionsfaktor von H,/A bei 20° C fiir verschiedenen A-Gehalt. 
* IBBS (1925); @ eigene Messungen. 
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~ In analoger Weise wurden Mischungen von H, und A untersucht. Das Er- 
gebnis ist in Tab. 4 und Fig. 9 wiedergegeben. Zum Vergleich stand ein MeB- ’ 
wert von Ipps®) zur Verfiigung, welcher ebenfalls in Fig. 9 eingetragen ist. — 

Bei den Mischungen aus H,/CO, macht es die Absorption des Kohlen- ~ 
dioxyds im Wasser nétig, zum Verdrangen des Gases aus den Vorrats- — 
gefaBen Ol zu benutzen. Wegen der damit verbundenen Unbequemlichkeit é 
wurden nur die Endwerte gemessen, durch Untersuchung der Diffusion von — 
Hy <> 6,25% COs, 93,75% Hy und von 93,75% COg, 6,25% H, <> COs. | 
Ferner wurde die Diffusion der reinen Gase ineinander untersucht und das © 
Mittel aus den daraus erhaltenen, zu y =0,75 bzw. 0,25 gehérigen 
a-Werten dem Molenbruch y = 0,5 zugeordnet. Das Verfahren ist aber — 
wegen der starken y-Abhangigkeit von A und « in diesem Fall mit gréBerer — 
Unsicherheit behaftet. Die Ergebnisse sind in Tabelle 5 angegeben. Der e 
fiir y = 0,5 geschatzte Wert pat zu den von Ipps und WAKEMAN?) bzw. — 
Buin‘) gefundenen Werten « = 0,26, fiir yoo, = 0,47 bzw. a = 0,22, ‘ 
fiir yoo, = 0,52. ; 

1) Siehe S.17, Anm.1, — 2) T. L. Ins, l.c. —3) T. L. Inps und A. C. R. WAKE-" 
MAN, Proc. Roy. Soc. London A, 134, 613, 1932. — 4) G. und O. Briin, 1. c. 


> > 


=" 
otra Oe 


£ 
> 


ingen bei der Diffusion i in habanlee Gasen usw. 49 gen 

eis ment Mblanbrneli von K ohlendioxyd; A (cal/em Gradsec ' 
‘ a eleitkoeffizient des H,/CO,y-Gemisches!); « Rit amer 
~ ‘tor von H,/CO,, gemessen mittels Diffusionsthermoeffekt. 


0,031, | 0,093, | 0,25 0,5 | 0,75 | 0,905 | 0,96, 
-| 3,96 3,36 *| 2.36 O82" 10,58" Okay © ioe 
0,415 0,40, (0,27) | (0,24) | (0,24) | 0,49, | 447, 00 Se 


ei NifA wurden die in der Reihe ya =; 0,335; 0,66,; 1 nebeneinander- 5 ee 
tehenden Gemische zur Diffusion gebracht. In Tabelle 6 ist das Ergebnis a, 
Iten. « erweist sich in diesem Falle als von y nahezu unabhangig. Der i 
stimmt fast iiberein mit dem Ergebnis von Ipps, Grew und — 
* welche bei 0° C fanden « = 0,075 ftir Var O.32"e = 0/073 fir 
= 0,375; « = 0,074 fiir y, = 0,54. ; 


Ya 7 


I le 6. ya Molenbruch von Argon; A (cal/em Gradsec) Warmeleit- 
effizient des N,/A-Gemisches*); « Thermodiffusionsfaktor von 
Ja N,/A, gemessen mittels Diffusionsthermoeffekt. , 


0,083, | 0,25 0,41, 0,58, 0,75 0,91, 
0,57, &] 0,54; 0,519 0,47, - |. 0,44, 0,41, 
0,071, 0,970 0,072, | 0,068, 0,063, 0,069, 


E ei dem letzten, untersuchten Paar N,/CO,- diffundierten die reinen 
se ineinander. Die Auswertung mit 4 = 0,53, -10-* bzw. 0,43, - 10-4 
Grader fiir Yoo, = 0,25 bzw. 0,75 ergab die Werte agg = 0 on 


. es mit pohbtgierdes Gehalt an schwerer Komponente gchar, in 
<ehrtem Sinne wie etwa bei H,/N,. Jedoch wurde die Abhangigkeit 
m ein: elnen nicht untersucht. Fir y = 0,5 darf man wohl das Mittel 
= 0,039 annehmen. Der von Isps') fiir yoo, = 0,4 gefundene Wert 
0,082 und das von Ings und WAKEMAN?) fiir ye. = 0,49 gefundene f 
= 0,056 liegen auBerhalb der Fehlergrenzen der Diffusionswarme- ey 
hode. Angesichts der Verschiedenheit der Thermodiffusionswerte unter- a 
ader braucht man aber die Diskrepanz mit dem nach der neuen : 
e gefundenen Wert nicht als endgiiltig anzusehen. te 


M essung bekannter Diffusionskoeffizienten. Von zweien der im vorigen  ° A ? cf 
schnitt behandelten Gaspaare, namlich von H »/N, und H,/CO,, sind nt 
D iffusionskoeffizienten bekannt; dasselbe gilt fiir die Paare N./O, und 


he S. 19, Anm.1. — *) T. L. Ines, K.E. Grew und A. Hist, lic.— ae: 
LD T- -BORNSTEIN, < c., HW Bad. I, _S- 1304; ee auf 20° C ee 
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ergab sich D = 0,21, cm?2/sec fiir 1 Atm, 20° C. In der Literatur sind hie 


< : Sa mae : 

O,/CO,, deren ifeminskoetamenten zum Vergleich darum ebenfall 
nach der neuen Methode gemessen wurden. ; 

Dazu waren die Registrierkurven, welche in den im vorigen D 
schnitt besprochenen Versuchen erhalten worden sind, logarithiniseliot un 
zuzeichnen und nach der im Abschn. 6 begriindeten Methode das Mittel 
aus den fiir die obere und untere Kammer gefundenen @» zu bilden. 
daraus gewonnene Diffusionskoeffizient wurde der Relativkonzentra 
Yo. Zugeordnet, welche am Schlu& in beiden Kammern herrschte. 
Ergebnis fiir H,/N, ist in Tabelle 7 enthalten, welche die bekannte Un- 
abhangigkeit des Diffusionskoeffizienten yom Mischungsverhaltnis zeigt). 
Auch zahlenmaBig stimmt es mit dem Literaturwert D = 0,76; c cm? /sec 
fir 1 Atm, 20° C iiberein?). ap m, 


Tabelle 7. Yy,; Molenbruch von Stickstoff; D (cm/sec) Diffusio 
koeffizient von H,/N,, gemessen mittels Diffusionsthermoe 


SENT sVeRas Ramen oe Le 0,1 | 0,3 
dD, At 202 Case = 28 


Bei H;/CQ, ergaben sich in derselben Weise fiir 1 Atm, 20°C die 
Werte D = 0,61, bzw. 0,595 cm?/sec fiir yogg = 0,062 bzw. 0,998, al 
im Mittel etwa D = 0,60, cm?/sec, wahrend aus der Literatur D, Atr 
= 0,61 cm?/sec bei mittlerem y bekannt ist). 

Die Messungen an N,/O, wurden mit den reinen Gasen 


0,5 07° 


Werte Dy atm.20°c = 0,19, und 0,21, cm*/sec angegeben®), ag 

Bei O,/CO, diffundierten ebenfalls die reinen Gase und es wurd 
= 0,16) cm?/sec gefunden gegeniiber dem Literaturwert D = 0,2 
je sec, beides bezogen auf 1 Atm, 20° C%). 


D. Messung bisher unbekannter K sae 


Theorie des Diffusionsthermoeffekts in Gasen wohl als bestatigt a 
und es steht nichts im Wege, den Effekt zur Ermittlung noch unbekann 
Thermodiffusionsfaktoren und Diffusionskoeffizienten anzuwenden, — ae 


9. Messung bisher unbekannter Thermodifjusionsfaktoren. Es v 
a-Werte gemessen, welche nach der Thermodiffusionsmethode vor al 
wegen ihrer Kleinheit bisher nicht bestimmt worden sind, namlich die \ von 
N,/O; Og/A; Og/CO,y; A/CO, und ‘auch x von H,/D,. Bei allen diesen 


im folgenden angegebenen «-Werte béziehen sich auf 20° C, 


1) Lanpo.r-Bornstein, |. c., Erg, Bd. Ila, S. 202. eee % 
*) Lanpoit-Bornstetn, 1.c., HW. Bd.I, S. 250; Umrechnung auf 20° rs 
nach (1. 9). a 


ae Ots 


, cl a 2p 
RA eT Oe ae ny 
rT sson in ruhenden i ~ 


5/03 Si dundiertan: die. ‘reinen Gue airantee ‘Die eee 

+ oberen Kammer war in diesem Falle — im Gegensatz zu allen 

ren — etwas grofer als die Abkiithlung in der unteren, was zum Teil 

r riihrt, daB der Warmeleitkoeffizient von Oy, trotz dessen gréBeren 

Vv ekulargewichts etwas gréBer ist als der von Ng. Es ergaben sich mit 
104 = = 0,58, bzw. 0,58, cal/em Gradsec fiir yo, = 0,25 bzw. 0,75 die 

V Verte « = 0,019, bzw. 0,017,. Die y-Abhangigkeit des ist also von der 
ven Art wie z. B. bei HNy Fir y = 0,5 wird man den Mittelwert 


eneinanderstehenden Gemische. Das Ergebnis ist in Tabelle 8 ents 
n. Fiir y =0,5 kann man « = 0,048; annehmen. « hingt, wie bei. 
Naf/A 6 Tabelle 6), kaum von Y ab. 


ee: -Ya Molenbruch von Argon; atcdllon Gradsec) Warmeleit- 
ffizient des O,/A-Gemisches!); « Thermodiffusionsfaktor von 
---O,/A, gemessen mittels Diffusionsthermoeffekt. | , 


0,375 0,625 0,875 


0,52, Te Aoen Fen Oe 
0,048, 0,048¢ 0,048, 


50,)C0, diffundierten - wieder die reinen Gase ineinander. Mit 


04 = 0,53, bzw. 0,43, cal/em Gradsec fiir yon, = 0,25 bzw. 0,754) | 
ich « = 0,038, ‘torte 0,041,. Die y-Abhangigkeit des « ist also, wie 
10n fiir N,/CO, gefunden Chiechit 7), umgekehrt wie bei H4/No. bes ; 
= 0,5 kann man den Mittelwert « = 0,040 annehmen. 
ic} Ye A/CO, diffundierten die reinen Gase. Mit 4+ 104 = 0,39, baw. 
cal/em Gradsec fiir yo, = 0,25 bzw. 0,754) ergab sich « = 0,015, 
0; 022, also eine ziemlich Starke ea nina sh ey im gleichen Sinne 


rt a = = 0, 020 annehmen. 
“& von H,/D. wurde gemessen durch Diffusion der reinen Isotope 
einander. Mit 4 + 104 = 3,94 bzw. 3,44 cal/em Gradsec fiir yp, = 0,25 
0 ai wurde « = 0,14, bzw. 0,145 gefunden. tiaras mest also a 


peat bisher s slelecobiaze Diffusionskoeffizienten, Fiir die in den 
n; gehenden Abschnitten besprochenen Gaspaare H,/A; N,/A; O,/A; 
xe D9 ; A/CO, und H,/D. wurden in der Literatur keine Angaben iiber 


Siitear stecaalion? aus AQ, = 0,59 10-4, Ag = 0,41-°10-4 bzw. ACOs 
0,38, 10-4. — 2) C. T. Arcuer, Proc. Roy. Soc. London A, 165, 474, 1938; 
n rechnung auf 20° C mittels 4 ~~ 70.7. — *) S. Cuapman, z. B. Proc, Roy. 


i ee ondon A, 177, 38, 1941. 
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Diffusionskoeffizienten gefunden. Die hierfiir nach der neuen Methode 


bestimmten D-Werte stellen wir zusammen. 
Das Ergebnis fiir H,/A ist in Tabelle 9 enthalten. D hangt kaum von 


ab, wie schon in Abschn. 8 bei H,/N, und H,/CO, festgestellt. Dasselbe E 


gilt fiir die iibrigen Gaspaare, deren Diffusionskoeffizienten in Tabelle 10 
aufgefiihrt sind. Denjenigen yon H,/D, kann man auch theoretisch ab- 


Tabelle 9. Y4 Molenbruch von Argon; D (cm*/sec) Diffusionskoeffizient 
von H,/A; gemessen mittels Diffusionsthermoeffekt. 


0,7 


> 


0,78, 


0,9 
0,755 


D1 atm,20°C ---- 


Tabelle 10. Diffusionskoeffizienten in cm*/sec, gemessen mittels 
Diffusionsthermoeffekt. 


GaSpaal.-nn ea ter 
D, atm, 20°C ----- 


N,/A 
0,20, 


O,/A 
0,20, 


N,/CO, 
0,16, 


A/CO, 
0,13, 


H,/D, 
1,24 


schatzen aus dem bekannten Selbstdiffusionskoeffizienten Dy,/—, = 1,44 
cm2/sec bei 1 Atm, 20° C4), mittels der von Enskoe fiir starre Molekiile 


(Massen mj 9) gleichen Durchmessers (d) aufgestellten Formel D,, = 0,22 ~ 


/(m, + ms)/2m,m, (kT)? / pd?. Danach sollte bei 1 Atm, 20° C sein:®) 
es pe 
Dy, jp, = V 3/4° Diya, = 1,25 cm/sec. 


E. Ergdnzende Versuche und kritische Bemerkungen. 


11, Ermittlung des wahren Temperaturverlaufs durch Entzerrung der 
Registrierkurven. Es war fiir die Messung der Thermodiffusionsfaktoren 
und Diffusionskoeffizienten nicht nétig, den wahren Temperaturverlauf 
‘zu kennen, da, wie in Abschn, 2 dargelegt, die Verzerrung durch Tragheit 
und Dampfung der Galvanometerspule ohne EinfluB auf die Gesamtflache 
und den asymptotischen Abfall der Registrierkurve ist. Gleichwohl er- 


scheint. es lohmend, an einem Beispiel den wahren Temperaturverlauf zu” 


ermitteln, was mit Hilfe yon (2. 1) méglich ist. 
Dazu wurden zuniachst die in (2,1) vorkommenden Koeffizienten be- 


stimmt durch Auswertung von zwei Registrierfilmen, auf deren erstem _ 


die freie Schwingung des Galvanometers, ohne Verbindung mit der 
Briicke, aufgenommen war, wiahrend der zweite die aperiodische Ein- 


1) P. Harteck und H. W. Scumipt, Zs. f. phys. Chem. B 21, 447, 1933. 

*) Zusatz bei der Korrektur: Nachtraglich wurde ich auf die Arbeiten auf- 
merksam von H. R. Heatu, T. L. Inps und N. E. WiLp, Proc. Roy. Soc. Lon- 
don A, 178, 380, 1941 sowie von K. E. Grew, ebenda 178, 390, 1941. Diese 
Autoren finden « = 0,17; und D = 1,24 cm/sec fiir H,/D, bei 1 Atm, 15° C. 


ean “Fir 
eine Schering Ganesetuss ergab sich 2 90 sec = 2 6/8, fiir 
pfung x = p/2 8 = 2,40 sec, Also war x = 1,11 //3/0; das be- 
_tatsichlich fast den aperiodischen Grenzfall (2.4), Die Gl. (2.1) 
peeiaeent (t in sec): 


015244 032 24 9= CTT) (LL. 4) 

m aus @ o den Verlauf der mittleren Temperatur T — me zu be- 

en, haben wir also dg/dt und d*g/dé zu bilden und mit @ gemaB 
zu tiberlagern. Dies ist in Fig. 10 geschehen fiir die oberste der _ 


4 


a 


cS 


mperatun 


IS 
= 
“= 


10. Fruutitiong der wahren mittleren Temperaturdifferenz T— T) T aus dem fee 
Galvanometerausschlag g nach der Gl. (11.1). 1,03 de/dt; 


i 0, 
oe: pe Kammer mit / = 1,05 cm, z = 0; Diffusion yon 80% Ni, 20% H, - — Ni. 


aR erheblich verindert sath Wir lesen ab: (T — Ty)max = 0,43°; 

=~ 0 ,68 sec. Da es sich um eine flache Kammer handelt, bei melehes 
radiale Warmeleitung keine groBe Rolle spielt, kénnen wir fiir die 

ahe der Mittelebene die Formel I, (12.2) anwenden, welche mit Ty 
293° °K, Rlep =7/2, x = 0,22 und dy =0,1 ergibt (T— To) extrem 
0,44°. DaB die beiden Werte so gut iibereinstimmen, ist Zufall, denn 
nal. ist die graphische Differentiation nicht so genau und auBerdem 
ch die benutzte Forme] nicht exakt giiltig fiir die Kammermitte, wo sich 
IS . der MeBdraht befand. Die Lage des Maximums ist nach I, (10. 5) 
echnen. Aus tm,x = 1 folgt mit D =0,76 cm?/sec, daB tax =0,58 sec. 


Die in Fig. 10 von der Abszissenachse und den Kurven ¢ bzw. T—T) 
chlossenen Flachen sowie die Halbwertszeiten des asymptotischen 

ofalls beider Kurven sind gleich, wie es nach Abschn. 2 sein soll. 
_ SchlieBlich wollen wir nun auch die Diskussion der Bedingung ey 5) 
n len. Mit D a = 0, 76 cm#/sec ergibt sich nach (. 4) oy = 1 Sei sec! 


“ et ” w read tae ate 

die nach ebiaee x= 2,40 sect ‘einzusetzen ist. a S 
Kammer mit | =1,05cm ist die Abklingkonstante des Gah c 
etwas zu klein, obschon auch da @»< x. ; + See 

12. EinfluB einer in der Mittelebene der Kammern angebrachten B Ble 
auf das Temperaturzeitintegral. In 11, Abschn. 3, Anm. 1 wurde betont, ¢ 
die Temperaturrandbedingung ungedndert bleibt, wenn man in der \ 
ebene der Kammern, wo ja aus Symmetriegriinden T = const sa 
beliebig geformte Blende anbringt, und da letztere daher auf das- 
peraturzeitintegral ohne EinfluB ist. o ee 

Es wurden Messungen gemacht, bei denen sich in der Mi 
einmal ein Drahtnetz befand und zum anderen eine Lochblende von | 
innerem Radius, welche also nur ein Viertel der po goa ne fin ia 
frei lieB. Dabei erhaltene Registrierkurven sind in Fig. 11 abgebildet 
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He. oe pate cohabit Galvanometerausschlage ; mit voller Offaurg, — t 
Se Lochblende in der Mittelebene. Obere Kammer mit 1 = 3,33 cn 
Diffusion von 80% N,, 20% H,+-— N,. _ 


Drahtnetz war von verhiltnismaBig geringem Einflu8 auf den Ten peratui 
verlauf, aber in dem erwarteten Sinne, daB die Di di 
gleiche blieb, Ausgepriigter ist der Einflu8 der Blende, und zwar ) pe 
derart, da8 der anfiingliche Verlust an Temperaturflache spater fast gen: 
kompensiert wird, Das Ergebnis der Auswertung ist in Tabelle Bs 
halten und mit Tabelle 3 zu vergleichen. Die Abweichungen_ te% Ver 


Tabelle 11. Yrs Molenbruch von Stickstofit x Thermodiffusions: 
von Hy/Ng, gemessen mit Drahtnetz bzw. Lochblende in der Mi 
ebene des Diffusionsapparats. = 


ve oa , 


A ‘ Yx Aa ON wh AR ip wea N iC Oe, 6 ia eee eee 0.85 0,95 © ‘ > 

a Na EQ) 

oe, , a of Nets =. SOV ER eae ae 0,23 0,19. 
Sone a0".S tenlt Blenides 2: fsck ee eee 0.2 0,21" — 

Ne = 
s. ve 

xt ’ untereinander. sind vermutlich auf den EinfluB der Halterung von } 

; - 


und Blende zuriickzufiihren sowie darauf, daB die Temperaturdiff ere! 
in beiden Kammern bei voller Offpung wegen der oben und unten et 
Ay verschiedenen A und « nicht genau entgegengesetzt gleich-sind und C 


Beats, Panter Tiebacaias in Pies icelebens nicht aan | 
it ist. Man darf aber wohl trotzdem sagen, daB die Versuche die Un- 
n igigkeit des Temperaturzeitintegrals von der Anwesenheit einer | 
de bestatigen. Nicht davon unabhingig ist dagegen der asymptotische- 
:peraturverlauf; (1. 4) gilt nicht mehr. 
LD arch das Netz ist wohl jede turbulente Vermischung zu Beginn der 
13 ffusion ausgeschaltet, welche bei dem in dieser Arbeit benutzten Apparat 
‘ichst = ast erscheint. DaB sie dies wirklich ist, psclaseers spricht 


von ihr der Maximalausschlag betrachtlich ab, jedoch ist ales nis 


rbulenz zu verstehen: offenbar wirkt langsames Ubereinanderziehen ahn- 


wie eine anfangs vorhandene Blende. 


dab wegen des vertikalen Gradienten von y wahrend der Diffusion 
‘Schicht des Gases im stabilen Gleichgewicht ist. Dadurch ist ferner’ 
Schyverekonvektion infolge der horizontalen Temperaturgradienten unter- 

. mden. In der oberen Kammer z. B. wird zwar das erwirmte Gas langs. 
der eNchse aufsteigen, die am kithlen Zylindermantel anliegenden Partien 

\ rden absinken. Diese’ Zirkulation kommt aber. zugleich zum Stillstand, 
ei Gas von gréBerer Dichte gehoben wird und solches von kleiherer 

hte intl unten gelangt. Die Verschiebung, die nétig ist, damit in jeder 

ZO talebene wieder konstante Dichte herrscht, ist vernachlassigbar 

, wie eine Abschatzung zeigt. — Hier ist noch eine Beobachtung zu 
wahnen, die beim Vertauschen der Kammerfiillungen gemacht wurde 
oben; 80% N», 20° H, unten). Das Galvanometer schlug zunachst 
‘im entgegengesetzten Sinne aus, dann aber bis zu zwei Drittel des” 
jalen Maximalausschlags nach der richtigen Seite (einer Abkiihlung — 

n Ny » entsprechend). Die Kurvenflache allerdings: war noch mehr ver- 
nert. Der Versuch zeigt, daB selbst bei solch extrem instabiler Schich- 

g keineswegs innerhalb einer Zeit, die kiirzer als die Diffusionszeit ist, 
eits eine vollige turbulente Durchmischung stattfindet. Trotzdem wiirde 

h wohl bei spateren Versuchen die ganzliche Ausschaltung von Turbu- 
le z durch die oben erwahnte MaBnahme empfehlen. 
€ bs Messung des Temperaturzeitintegrals mit dem ballistischen Galvano- 
mete FO der Anwendung der Registriermethode zur pesencoens des 
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eingestellt (ohne magnetischen Nebenschlu8). Wenn es in die Briicke ge-_ 
schaltet war, betrug die Halbwertszeit der (kriechenden) Einstellung etwa _ 
50 sec. Die ballistische Empfindlichkeit wurde bestimmt, indem in der 
abgeglichenen Briicke der 1900 Q-Widerstand 10 sec lang um 10 Q ver- ; 
stellt wurde. Das ist aquivalent einer gleichlangen Anderung des MeB- 
drahtwiderstands um 0,1 Q; der zugehérige Ausschlag von 6,4cm an 
einer 2 m entfernten Skala bedeutete also nach (4. 1) bzw. (4. 2) im Mittel ~ 
14,8 Gradsec. Der Strom im MeBdraht war etwa 0,5 mAmp, woraus man — 
die Empfindlichkeit von etwa 1,5 - 10-7? Coulomb/mm/m berechnet. 

Damit ist die Anordnung geeicht und man kann das § direkt am Gal- 
vanometer ablesen. Versuche wurden gemacht mit reinem H, <—> Ng, der — 
Kammerhéhe | = 3,33 cm und verschiedenen MeBdrahtstellungen. Es er- 
gab sich ein der entsprechenden Kurve aus Fig. 5 ahnlicher Verlauf. L 


Tabelle 12. Vergleich des Temperaturzeitintegrals § Atm, 20°c (Gradsec), b 
gemessen mittels der ballistischen und der Registriermethode. — 
Diffusion von H, ~~ Ng, / = 3,33 cm, z= 0. *. 


%. 


Ballistischer 
Ausschlag 


Pyallist “hallist | ®regist | “regist 


0,25 2,7 cm 6,3 0,26 7,3 0,30 * 
14,2 


Trotz ihrer Einfachheit wurde diese Methode nicht weiter verfolgt. — 
Erstens waren die Ausschlage zu klein (s. Tabelle 12), um eine geniigend 
genaue Messung bei Diffusion, z. B. von 80% Ny», 20% Hy<—> Ng, zu er- © 
moglichen. Ferner ware an den ballistischen Ausschligen eine unsichere — 
Korrektur anzubringen gewesen, da die Dauer des Diffusionsprozesses — 
z. B. von Hy <-> Ng bei / = 3,33 cm, schon etwa halb so grof ist wie Halb- 
wertszeit der Galvanometereinstellung. Daher sind die mit der (unkorri- — 
gierten) ballistischen Methode gewonnenen Werte durchwegs kleiner als 
die mit der (exakten) Registriermethode gefundenen (s. Tabelle 12)¥). Bei — 
gréBerer Kammerhéhe oder bei Gaspaaren von kleineren Diffusions- — 
koeffizienten hatte die ballistische Methode aus diesem Grund iiberhaupt : 
_ versagt. Endlich bestand der Wunsch, auch Diffusionskoeffizienten mittels ~ 
des Effekts zu messen, wozu nur das Registrierverfahren geeignet ist. i 


1) a wurde aus § fiir jede Kammer einzeln berechnet mittels der in Tab. 3 ; 
enthaltenen, zu yx, = 0,25 bzw. 0,75 gehérigen A-Werte. Wegen der starken _ 
y-Abhangigkeit von 4 und « und der groBen Anderung des Molenbruchs ist unsere _ 
Methode der Mittelung in diesem Fall nicht mehr genau. Darauf ist es zuriick- 
zufiihren, da die Werte von apegist aus Tab. 12 nicht mit den richtigen, aus Fig.8 . 
zu entnehmenden iibereinstimmen. Der Vergleich der ballistischen und der 
Registriermethode bleibt aber davon unberiihrt. 
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i4. Diskussion der Temperaturmessung. Um nachzupriifen, ob das benutzte 
iderstandsthermometer richtige Angaben liefert, fragen wir: a) wie stark 
erwarmt sich der Platindraht durch den MeBstrom, b) in welcher Zeit nimmt er 
die Temperatur des umgebenden Gases an, c) wie wirkt sich die longitudinale 
armeleitung im Draht auf dessen Temperatur aus, und d) wie beeinfluBt der 
raht durch seine Warmekapazitaét das umgebende Gas? 


a) Zur Vereinfachung der Rechnung nehmen wir an, der Draht von der 
Lange Z = 4cm und dem Radius 7 = 0,75-10-%cm sei in der Achse eines 
ohlzyliders fester Temperatur von Ry = 1,5 cm Radius gespannt, was ganz 
roh der am haufigsten benutzten Anordnung (/ = 3,33 cm, z = 0) gleichkommt. 
Der Hohlzylinder sei mit emmem Gas gefiillt vom Warmeleitkoeffizienten (in 
cal/cm Gradsec gemessen). 

Die sekundliche Warmeabgabe des um 87° gegeniiber der Hohlzylinderwand 
erwarmten Drahtes infolge Warmeleitung betragt 


Q = 2xZi- 8 T/Im (R,/r9) (cal/sec) = 13,8 %- 8 T (Watt). (14. 1) 


Der Drahtwiderstand war W = 19 Q, der MeBstrom meistens 7 = 0,4 mAmp. 
Aus 7?7W = Q folgt fiir N, mit A= 0,58-10-4, daB die ,,Eigentemperatur“ 
es Drahtes infolge der Stromwarme 3 7 = 3,6 - 10-° Grad betragt; fiir das Ge- 
misch 90% N,, 10% 'H, mit A = 0,75 -10-4 ergibt sich 8 7 = 2,8 - 10-8 Grad. 
Bei der Diffusion von 80% N,, 20%, H, —— N, Andert sich also in der unteren 
Kammer die ,,Eigentemperatur®* des MeBdrahtes um 0,8 - 10-% Grad. Das be- . 
eutet bei der Temperaturempfindlichkeit unserer Anordnung (siehe z. B. Fig. 3), 
daB das Galvanometer nach der Diffusion praktisch véllig in die Ausgangslage 
riickkehrt. In anderen Fallen ist die ,,Eigentemperatur‘‘ bzw. deren Anderung 
bei der Diffusion noch kleiner. 


b) Mittels (14.1) berechnet man, daB die Temperatur des nicht vom Strom 
durchflossenen Drahtes, die anfangs von der des umgebenden Gases etwas ab- 
weichen mége, sich dieser ungefahr mit der Halbwertszeit von 0,024 sec angleicht. 
Diese ist geniigend klein gegen die kiirzeste Halbwertszeit der Diffusion, welche 
etwa 0,6 sec betrug bei H,/N, und / = 1,05 cm (s. Fig. 3). 


c) Wir nehmen an, das Gas sei in der Nahe der Drahtmitte. durch Diffusion 
um A 7° gegeniiber der Kammerwand erwarmt. Der Draht, der an den Enden 
auf Wandtemperatur ist, wird dann infolge longitudinaler Warmeleitung in 
der Mitte eine etwas niedrigere Temperatur als das Gas haben. Die Temperatur- 
differenz 37’ zwischen Draht und Gas ist bestimmt durch die Forderung, dab 
der longitudinale Warmestrom im Draht Qjongit ~ 75%‘ Apt’ 2 A 7/L gleich sein 
muB8B der Warmemenge, die je Sekunde nach (14.1) (mit 67” an Stelle von 87) 
aus dem Gas in den Draht hineinstrémt. Man findet daraus, daB 3T’ ~ 0,75 - 10-3 
A T. Der Draht nimmt also praktisch die Diffusionstemperatur vollstandig an. 


d) Wahrend der in b) berechneten Halbwertszeit ¢ = 0,024 sec dringt eine 
-Temperaturstérung in Stickstoff (K = 0,20 cm/sec) die Strecke 7 = /2 Kt 
= 0,4. cm vor. Die Gasmasse in einem Zylinder von diesem Radius um den 

MeBdraht besitzt etwa die zehnfache Warmekapazitat des Drahtes. Sie ist also 
ohne starke eigene Abkiihlung bereits imstande, den Draht in 0,024 sec fast 
auf die richtige Temperatur zu erwarmen. 


«15. Mebgenauigkeit. Die in TeilC und D angegebenen Mebwerte fiir 
-Thermodiffusionsfaktoren und Diffusionskoeffizienten sind durchwegs 
“Mittelwerte aus mehreren (bis zu zehn) Versuchen. Schwankungen der 


= T. 


% 


aii 
wer 
i 


-wihnt aus ka&uflichen Stahlflaschen stammten, ist nicht vorg 


. t Ciege Eee “a ; 
ohare: es b Seaiiae: sein durch fagenintehe , der Gas. 
mischung, durch turbulente Vermengung beim Diffusionsversuch s selbst 
und durch den Fehler bei der Auswertung der Registrieraufnahmen, 
Die groéBten bei der Bestimmung yon « auftretenden Abweich 
eines Einzelresultats vom Mittelwert betrugen bei N,/O, und ae CO. 
etwa 10%; in allen iibrigen Fallen waren sie nur etwa 4%. Di aes 
gegebenen Resultate sind als Mittelwerte durchwegs genauer. Bei N,/O; 
und A/CO, mag der Fehler des Mittelwerts etwa + 4% betragen un er 
Voraussetzung zufalliger Fehlerverteilung, in den iibrigen Fallen wire 
etwa + 1,5%. DaB die Schwankungen der Ergebnisse i in den beiden e 
genannten Fallen am gréBten sind, wird auBer von dem Uessinnd ee al 
die zugehérigen « die kleinsten iiberhaupt gemessenen sind, daher ruhren 
daB bei diesen Gaspaaren wegen des geringen relativen Massenuntel 
schieds noch am leichtesten Stérungen durch konvektive Vern ischu 
vorkommen. 
Fiir den Fehler bei der Bestimmung der D gilt BES das gleic che, 
Die angegebenen MeBwerte sind aber wohl prozentual etwas ur ie 
als die x-Werte, da nicht alle jeweils erhaltenen Registrierkuryen auch Id 
arithmisch umgezeichnet wurden. 
Eine Nachpriifung der Reinheit der verwendeten Gase, ae wie 


worden. Es wurde nur festgestellt, daB innerhalb der MeBgenau 
kein deutlicher Unterschied besteht, ob trockenes oder feuchtes Gas bi 
wird. Kleine Verunreinigungen werden praktisch ohne EinfluB ar 
Diffusionswarme sein. 


Zusammenfassung der Ergebnisse. 


Wir fassen alle in dieser Arbeit erhaltenen MeBergebnisse in gekii 
Form in Tabelle 13 zusammen, Die eingeklammerten Zahlen sind Liters 
turwerte. Nichtvorliegen von Literaturangaben ist durch * angedeutet}), — 
Rechts oben stehen Thermodiffusionsfaktoren. Bei allen untersuchten 
Gaspaaren kiihlte sich stets die schwere Komponente ab, Bei H,/No, 
CO, sind die Endwerte angegeben (das sind die « zu den Molenbriicl 
Yschwer = 9 und 1). « nimmt in diesen Fallen mit wachsendem Geha : 
schwerer Komponente ab. Hy/O, wurde nicht gemessen. Die « von N,/O 
A sowie von O,/A sind fast, « von H,/D, wohl exakt y-unabhangig. | 
von Ng, Os, A/CO, nobiles mit wachsendem Gehalt an schwerer Ko: 
nente zu; die hierfiir angegebenen Werte beziehen sich auf y = - 0,5. 
Links unten stehen Diffusionskoeffizienten, welche in allen Fallen in nerh 


der Fehlergrenzen als vom Mischungsverhiltnis unabhangig befian 
wurden, — 


1) Siehe aber S.22 Anm. 2. 


: oe ci es a wnat Miieascciee 
ec), Eeomesser mittels jDaefusionstherm cetfekt (1 Atm, 20753), 


020 050-099 | 0430.17 
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D 
~ Ubereinstimmung mit den Literaturwerten bei mittlerem y. 
> Theorie! des Diffusionsthermoeffekts erwies sich, soweit ein Ver- 
1 mit den Ergebnissen von Thermodiffusions-. bzw. Diffusions- 
en pprench war, innerhalb der Versuchsfehler als oe fiir fast 


r nur fiir einatomige Gase. sritwickelt die iantaseisoretiachs mene 

d d die Versuche zeigen aber, daB bei mehratomigen Gasen derselbe Zu- 
g zwischen Thermodiffusion und Diffusionswarme besteht. 

ti etisch manne diese Verallgemeinerung bereits yon MEIXNER?) be- 


aor der ‘Warmeleitung und Difusionsd in Gasgemischen durch die 
eser Arbeit geschilderten Versuche wohl bestatigt ist. Thermodiffu- 
sfaktoren (in der Verbindung «/A mit der Warmeleitfahigkeit) und 
ffusionskoeffizienten werden durch die auf den Diffusionsthermoeffekt 
riindete MeBmethode vielleicht mit zu den am einfachsten und ge- 
esten bestimmbaren Gasdaten gehoren. 

ae Deutschen Forschungsgemeinschaft danke ich fiir eine Sachbeihilfe 


nd die Uberlassung von Instrumenten. 4 
© Berlin-Datlen, Kaiser, Wilhelm-Institut fiir Chemie. 


3 ‘ara Ann. d. Phys. 43, 244, 1943. — 9) L. Onsacer, Phys. Rev. 37, 
1931; ; 38, 2265, 1931. 


Der stationire Diffusionsthermoeffekt 
in str6menden Gasen. 
Von L. Waldmann, jetzt in Tailfingen. 
Mit 9 Abbildungen. 
(Eingegangen am 7. Oktober 1944.) 


In stationar stromenden Gasen kann ein dauernder Diffusionsvorgang stattfinden, | 
und dementsprechend bewirkt der Diffusionswarmestrom in diesem Fall ein 


zeitlich konstantes Temperaturfeld. Zunachst werden die Grundgleichungen des 


+Ey ity 


Effekts, bei dem Warmeentwicklung durch innere Reibung praktisch keine Rolle ~ 


spielt, zusammengestellt und auf eine idealisierte Versuchsanordnung mit ebe- 


nen, adiabatischen Wanden angewandt. Bei nicht zu klemer Stromungsgeschwin- ~ 


digkeit entstehen Temperaturdifferenzen von derselben GréBe wie bei der (nicht- F 
stationaren) Diffusion ruhender Gase. Einfacher als die vollstandige Berechnung 


des Temperaturfelds ist die des Temperaturlinienintegrals =f(r — T5) dz, 


welche fiir eine praktisch realisierbare Anordnung — bestehend aus zwei Rohren, 


die langs einer gemeinsamen Mantellinie durch einen schmalen, geniigend langen 


Diffusionsschlitz in Verbindung sind — durchgefiihrt wird. Y erweist sich als pro- 
portional dem Thermodiffusionsfaktor « und der reduzierten Geschwindigkeit 
W = Wy wy1/(M + HI), wows 1 die Geschwindigkeiten der beiden Gasstréme sind. 
Mit emer solchen Versuchsanordnung wurde an H, —— N, der Effekt experi- 


mentell nachgewiesen und naher untersucht. Wie erwartet, erwarmt sich der ~ 
H,-Strom, wahrend der N,-Strom sich abkihlt. Der Zusammenhang VY ~ @ © 
konnte bestatigt werden. Aus Messungen an 80% Ng, 20°, H,—— N, und H, =~ 
20% Ny, 80% H, wurde iiberdies x entnommen und in Ubereinstimmung mit 
den fritheren, aus dem nichtstationdren Effekt erhaltenen Werten befunden. — 


Einleitung. 


In mehreren vorangehenden Arbeiten wurden die Temperaturerschei- — 


nungen bei der Diffusion ruhender Gase!) theoretisch®) und experimentell) 
untersucht. Die auftretenden Temperaturunterschiede sind voriibergehend 


und klingen in dem MaB ab, wie sich die anfiingliche Konzentrations- — 


differenz ausgleicht. Wir wollen diese Erscheinung, die friihere Bezeich- 


x 


nungsweise prazisierend, den nichtstationaren Diffusionsthermoeffekt — 


nennen. Bei stationir strémenden Gasen hingegen, wo ein dauernder — 
Diffusionsvorgang stattfinden kann, sind die im nichtstationaren Fall ~ 


1) K. CLusius und L. WaALpMANN, Naturwissensch. 30, 711, 1942. 

*) L. WaLpMANN, Zs. f. Phys. 121, 501, 1943; siehe S. 2, FuBnote 2 und 33) als 
I bzw. II zitiert. — *) L. WaLtpMaAnn, Naturwissensch. 32, 222, 223, 1944; Zs. f. 
Phys. 124, 2, 1947, letztere Arbeit als III zitiert. Zusatz bei der Korrektur: Auf 
einen inzwischen erschienenen, zusammenfassenden Bericht in der Z. Naturfor- 
schung 1, 59, 1946 sei hingewiesen. 
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nacheinander folgenden Temperaturdifferenzen im Raum nebeneinander 
und zeitlich unveriinderlich vorhanden. Dies wird man als stationiren 
Diffusionsthermoeffekt bezeichnen. 

Im Teil A dieser Arbeit bringen wir die phinomenologische Theorie, 
deren Grundlage schon in einer der fritheren Arbeiten enthalten ist. Fiir 
eine idealisierte Anordnung wird das zu beobachtende Temperaturfeld 
diskutiert. Sodann wird die Methode des Temperaturlinienintegrals ent- 
-wickelt und auf eine praktisch realisierbare Apparatur angewandt. Der 
Effekt konnte ferner experimentell nachgewiesen und mit ganz einfachen 
Mitteln gemessen werden. Dariiber wird im Teil B berichtet. 


A. Theorie. 


1. Grundgleichungen fiir die Temperaturerscheinungen 
in strémenden, diffundierenden Gasen. 


Die Grundgleichungen des Effekts kénnen wir den allgemeinen Be- 
ziehungen (1.38) und (1. 39) aus II entnehmen. Indem wir in (4. 38) das. 
Thermodiffusionsglied, als in unseren Fallen vernachlassigbar, weglassen, 
und uns auf binare Gasgemische beschranken, erhalten wir die folgenden 
Gleichungen, die bis auf die Glieder, welche die mittlere Teilchengeschwin- 
digkeit &%, enthalten, mit (6. 1) und (6. 2) aus I iibereinstimmen, 


y + lip grad y = div (D grad y) (1. 4) 


oe = div (A grad T + a pD grad y). (41. 2) 


; 
| Die Bedeutung der iibrigen Grdfen ist: ~~ der Molenbruch einer Kompo- 
-nente, D der Diffusionskoeffizient, ¢, die Molwarme des Gemisches bei 
_konstantem Druck, v das Molvolumen, 7 die absolute Temperatur, p der 
Druck, 4 der Warmeleitkoeffizient, « der Thermodiffusionsfaktor. 
Im stationaren Zustand und unter der Annahme, daB D, cy, A und « 
“nicht yom Mischungsverhiltnis abhangen, haben wir 


up grad y= DAY (1. 3) 
Pip grad T=2AAT + ap uy grad y. (41. 4) 

Mit der Abkiirzung 
Meese (1. 5) 


fiir den Temperaturleitkoeffizienten kénnen wir statt (1. 4) auch schreiben 


- up grad T= KAT + 8T- iy grad y. (1. 6) 


wy 7 LAs 
ins aoe 
; aes eee 


te as =< 
aia a nd 


Dabei ist 


gesetzt (R = Gaskonstante). 
Einige Bemerkungen hinsichtlich in (1. 2) Heanelawenke Glider 
noch zu machen. Im AnschluB an (1. 25) aus II wurde erwahnt, 
diesem Ausdruck fiir den Energiestrom die bei nicht zu groBer Strom un 
geschwindigkeit vernachlassigbare Reibungsarbeit und der Transport on 
kinetischer Energie fortgelassen sind. Letzteren haben wir seinerzeit 1 
der Kiirze halber unterdriickt; wir kénnen ihn jetzt ohne weiteres hi 
; fiigen. Die Vernachlassigung dex Reibungsarbeit steckte in der A ane 
_ Op/é@x = 0, welche wir bei der Herleitung der Gl. IT, (1. 25) und peasy 
auf binare Gemische spezialisierten, sonst didichbedantindat Gl. L & 
benutzten. Um die mit dieser Annahme verbundene Beschrankung n 
traglich aufzuheben, schreiben wir uns zunachst den bekannten, ex 3 
‘Ausdruck fiir die i-te Komponente (i = 1, 2,3) des Energiestroms 
einem eipigtathichen, einatomigen cas auf: ; 


Nees °) y Pu + 3) Ponte + Bain te 


PN Sin) Ue + Exin ti 


i) aoa 


Darin bedeuten u; die Komponenten der Gasgeschwindigkeit, Pin ¢ di 
Drucktensors cre Ein die kinetische Energie je Volumeneinheit. Ye 
zweiten Schreibweise fiir qg; stellt das Summenglied den durch die : 
bungskrafte je Zeit- und Volumeneinheit bewirkten Energietransport: dar 
Wir wollen nun (1.8) auf Gemische tibertragen. Nach I, (5. 4), auf drei 
Dimensionen erweitert, lautet im binaren Fall die genaherte sea rid 
den Energiestrom : D 


gin =X 


eT bi 
7 epD ae | 3 PAP, i- es 


: ee: Der Vergleich mit (1. 8) zeigt, daB in dem Enthalpieglied, ads a 

fo der zweiten Schreibweise von (1.8) der zweite Term, jetzt. “oe 
Sin» mittlere Teilchengeschwindigkeit zu stehen hat, und da im. iibriy rer 
noch die Reibungsglieder und der Transport der kinetischen Ene 
icone fehlen. Diese lauten aber fiir ein Gemisch ebenso wie fiir ein einheitl ot 


r Gas, wenn wir an Stelle von uw, in (1. 8) die Komponenten Ug; der lok 
i ay Schwerpunktsgeschwindigkeit einfiihren, welche nach dem mechanis isch 
apa. Energiesatz fiir die Kraftwirkung maBgebend ist. Somit liefern Sr 
Pf: (1. 9) fiir das binare Gemisch 
: 


* a Ae 
x pee yg bes : 
Ne RSS Noes 


bs a eetapy 
(Pik — P Sin) Us, re + Exin Us, i, 


4 


“ 


_ Damit gehen wir nun in die Energieerhaltungsgleichung ein: 
SON LE 
Bil? + Fun} +37 50. 
: = L 
r 
en Umformung mit Hilfe des mechanischen Energiesatzes 


@Exin 7+ @ Pix 
= + 2 ax, Fai us, + Doz, us, p= 0 
S, i,k ; 


po! der Erhaltungsgleichung der Gesamtteilchenzahl 
ha : 
7 
é(n+ WN) é 
Baer Peas + Dag, +N) ur, i= 0 
i 


_ wenn wir den Druck gemaB p = (n + N) KT ersetzen und, auf ; 


- 


ratomige Gase verallgemeinernd, c¢,/¢ statt = (n + N) k schreiben, 


é 0u : 
+ D'885z + D0 din — Pir) ree hed 
t 1, 


ei wurde allerdings die Anderung der Molwarme des Gemischs mit 

- Zusammensetzung nicht exakt beriicksichtigt und ferner der in 

(1. 10) bei Gleichheit der Molwarmen verschwindende Enthalpietransport 
irch die Diffusionsstréme unbeachtet gelassen. Beides zusammen ergibt, 
wie die nahere Durchrechnung zeigt, links in (1.11) noch das Glied 
5 toe €y,2) Ja grad T, worin c, 4,2 die Molwarmen der beiden Kompo- 
aten (Molenbriiche + bzw. 1—+y) und /, den einen Diffusionsstrom be- 
uten. j, ist dabei in Molen je Zeit- und Flacheneinheit verstanden und 
ein mit der Geschwindigkeit w, bewegtes System bezogen. In den 
ktischen Rechnungen, welche stets konstante Koeffizienten vorausset- 

werden Glieder wie das eben erwahnte unterdriickt. 


3 


me zt “3 | 


Me gh 


ty: oun Pee a 
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sowie “die Ate cumuseleabeng: welche im asta beat Zustand w 
Tragheitsglieder lautet: 


Aus (1.13) und (1.12) ist evident, daB® die zwei letzten Terme auf de i 
rechten Seite von (1. 11) proportional 7 und quadratisch in den u;, also bei 
ae geniigend kleiner Geschwindigkeit zu vernachlassigen sind. Und nacl 
. Weglassung dieser Glieder erhalt man gerade Gl. (1.2), deren Giiltigke sits: 
bereich damit prazisiert ist. Im Abschn. 3 werden wir uns an Hand ine: 
Zahlenbeispiels iiberzeugen, daB die in (1.2) fehlenden Rabanne me 
praktisch ohne EinfluB sind. oa 


‘2. Berechnung des Temperaturfelds im speziellen Fall 
ebener, adiabatischer Wande. 


Wie schon friiher beim nichtstationaren Effekt (siehe I, Abschn. Di is 
die vollstandige Berechnung des Temperaturfelds nur einfach bei glei = 
be Randbedingung fiir Diffusions- und Warmestrom. Wir beschranken v 
ie ua 2 daher in diesem Abschnitt auf eine idealisierte Anordnung mit ad % 
c batischen Wanden. E, . 

a) Die Randwertaufgabe. ' Be . 
Die beiden Gase mégen mit der iiberall gleichen Geschwindigkeit win le 
positiven z-Richtung strémen. Fiir z< 0 seien sie durch eine die Ha LIb- 
ebene x = 0 einnehmende Scheidewand voneinander getrennt; im 


Os __ biet z > 0 sollen sie ungehindert ineinander diffundieren kénnen (Fig. 1) 

ae i. 
es ' 

| Eintrittnetz 


at? 


Fig. 1. Schnitt durch die idealisierte Strémungsanordnung. 45) & 


An er Eintrittsstelle z = 0 mdge jedes Gas durch ein feinmaschiges Net tz 
str6men, mit lokal stark erhdhter Geschwindigkeit derart, daB sich die 
Diffusion nicht in die Raume z< 0 erstrecken kann. Endlich sollen si oh 
beia = + 1 ebene AbschluBplatten befinden, welche die seitliche Be- 
grenzung der Gasstréme bilden, 

Nach (1.3) und (1. 6) gilt dann a 


Pip te (= = 
x. oz Ox? ' O22 
a? pel pl aT, er 
y = heel 
ss oo @z «(FF az? +38T:- wor 


ates : * 


Tus sions ther O 
as 


r=0: Y=Yo3;T=Ty, 


ee 
wobe:  dijenigen fiir « = 0 aus Symmetriegriinden otgen, Dazu kommen 


(2. 4) 
xt 
e Bezeichnung Y—co (statt y 9) fiir den Molenbruch beim Rimnomen 
Gases i in den Raum z> 0 haben wir gleich im Hinblick auf eine in 
n. 3 behandelte Anordnung ohne Eintrittsnetz gewahlt, bei der nicht 
sondern y,.-. gegeben ist. y_,, ist fiir x = 0 verschieden, aber 
s konstant zu denken. 


Ei ig " partikulare Losung von (2. 9) erhalt man. durch den Ansatz 


ae const - y. Einsetzen in (2. 2) und Vergleich mit (2. 1) ergibt 


“i ms 


D 
T partik = Boparee 2, D). a 3) 


ei haben wir fiir nachher in y die Variablen und den Picusneter D 
rii klich sf amps Die Lésung (2. 5) besitzt Berets das richtige 


en, iberlagern wir eine geeignete Lésung der aus (2. 2) durch > 
en von. 38T entstehenden, homogenen Gleichung. Eine solche 


” nund y é z, K) dic tied OS apis geniigende Losung von 
: bezeichnet, i in welcher D durch K ersetzt ist. Diese Losung addieren 
in in der folgenden Weise zu (2. 5): 


T= T+ 87-5 ly @2%D)—y@,z, K)]. Sar F365) 


s 4chlich sehen wir, daB diese Funktion alle Randbedingungen erfiillt. 
Fal sD = K ist, bekommt man aus (2. 6) durch Grenziibergang 


T=T,+87T-Do. (2. 7) 


ie beiden letzten Gleichungen, welche (8.10) und (8. 11) aus I ent- 

a e erméglichen es, sofort das Temperaturfeld zu berechnen, wenn 
der Konzentrationsverlauf bekannt ist. Wir werden daher nun zunachst 

eine exakte Darstellung von y aufsuchen und daraus dann ohne Miihe 
di ates von 7 finden. 
3* 


c) Exakte Lésung durch Reihen. — 
Wir gehen mit dem Separationsansatz — 
| 1 = f(x) g (2) 
in (2. 4) ein und erhalten 


fit =(—8" + 5 8’) /e = const. 


Wegen (2, 3) ist also 
j=fv =sin[| Qv+4)F7] =O... 


Damit folgt 
s re : Kaas Be = (2v + 1)? = be 
und daraus ergibt sich mit dem Ansatz 


gy —— WF ed 8,2 


. nach Ausscheiden der fiir groBe z anwachsenden Lésung 
8 =s5L|V 1+ v4 1x? D4 «2P |—1](v=0,1,..). 
Die ie ite Darstellung von y erhalten wir nun, indem wir in 


Y = Yoo + & dy fy (x) gv (2) 


die Koeffizienten a, so bestimmen, daB auch (2. 4) erfiiilt ist. ete 
gleich mit I, (8. 1) zeigt, daB ah 


s 4 e 82 : rx 
Ei . Teen SSE infer n3E], a 
wo wir ba 
8X = Y-co — Yoo at 


gesetzt haben. 
SchlieBlich ergibt sich gemaB m2 6) aus (2. 12) 


. 4D gg 
T=T+8P- dy 7? Se “sin [(2v-+4) 34 ap 4 
v=0 : 


wobei (vgl. 2. 11) 
= oR] LV 1+ Qv+ 12x? K2/a8P |—1](=0,4,..). 


Falls D = K ist, hat man nach (2. 7) und (2. 12) 


T=T,—s8Tsy:- Cy 


grr: 


Svan [(2¥4+ Be al 6 


yes oe 


©. ty; > 
ist der aaa fiir die weitere Diskussion gewonnen. 
eniigt, wenn wir uns bei dieser auf den Fall K = D beschrianken sowie auf 
: peel hinreichend groBer bzw. kleiner Strémungsgeschwindigkeit. 
l) Diskussion des Grenzfalls groBer Strémungsgeschwindigkeit. 
Wit nehmen zunichst an, daf 


wo >? 


+ (2.17) 


etd 


= (2v + 1) (2. 18) 


; bedeutet, daB die Diffusionstemperatur sich in der z-Richtung gréBen- 


_ Pw 
x ant Ee 
yemerkbar macht. — Die Reihe (2. 12), zusammen mit (2. 18), wird. mit 
8 4) und (8. 3) aus I identisch, wenn man dort 
Bo 3- t durch z/w (2. 20) 
tzt. Dies war zu erwarten. (2. 17) besagt ja, daB die Diffusion, welche 
fahr auf die Strecke D/w gegen die Strémung vordringen kann, in 
Richtung kaum zur Geltung kommt. Wir hatten demnach in diesem 


(2. 19) 


B (2. 20), von vornherein die Gl. (7. 1) aus I benutzen kénnen. Ent- 
hendes gilt fiir (2. 2). Bei geniigend groBer Strémungsgeschwindig- 
it ist also das beim stationaéren Diffusionsthermoeffekt bestehende 


af a*le 


yl’w 
x2. Kurven 6 = (T,— T)/6T -d5y = const des stationaren Temperaturfelds 
Ser bei groBer Stroémungsgeschwindigkeit. D = K. 


speraturfeld gleich demjenigen des nichtstationaren Effekts, wenn man 
gon, statt nacheinander, sich raumlich Bape et denkt ; so dah 


rn sTaty A Eas Pi me 


a. 


differenz, welded nach (1. 7) und (2. 13) sowie I, (10. 1) und Ae oy et 


in 


(x = 1/2 vorausgesetzt) : 


aw 
“a 
aie 


(T — To)extrem = 0,47 r= & (Y¥ co— Y—co) sin = aE = bei z= =D° 


e) Diskussion des Grenzfalls kleiner Strémungsgeschwindigkett. 
Nun setzen wir 


ae 


voraus und haben dann statt (2. 11) naherungsweise 


w 


dy ~ (2v+ A aK 


ASI In diesem Fall macht sich die Diffusion auch in der Strémungs: ichtun 
bemerkbar und es 1aBt sich die Gl. (2. 1) nicht auf die in I behandelte Aut 
gabe zuriickfiihren. Wir bekommen aber rasch einen Uberblick iiber d 
Konzentrations- und Temperaturverlauf durch Betrachtung der Gebie' 
Z = l. 1. Gebiet: z >>I. Hier geniigt es, in (2.12) das erste Reih on gli 
zu nehmen und wir haben nach (2. 23) 3 


1 © Yo + syste 


Fiir die Temperatur gilt nach (2. 7) 


T~T,—3T- dy =" 


Mit den Abkiirzungen 


ny lautet (2. 25), unter Weglassung des klein angenommenen Glieds o:/2D1 D i 
os ; . Exponenten, 


- 4 a 
>= — Ct e sin 3 
Danach hat > fiir festes — den grdBten Wert 
aes : 
> max ~ =ach +e bei € max * 1. 


Die Beschrinkung auf das erste Reihenglied in (2. 24) ist also in ler 
Gegend des Maximums eigentlich nicht mehr: zulassig; gleichwohl gib 
| ‘ (2, 28) einen guten Anhaltspunkt, wie die genauere Rechnung zeigt. E Ein 
te setzen von (2. 26) in (2. 28) gibt den mit (2. 21) zu vergleichenden aise uc 


2 Sas T)) extrem =p 0,47 T Xa (yo — y- os) sin bei s= 1 a 9) 


~~ 


et ¥ 4 
; § stro men nden 
a2< lL. Cte Sas Naeguastonine eoneeeks wir in @. Ls | 
summenglieder nehmen. Da sich jetzt aber benachbarte Summanden 
2 unterscheiden, kénnen wir zum Integral ubergehen. Ohne groBen 
ehler diirfen wir dabei 2 v + 1 =~ 2v setzen und bekommen damit unter 
enuteung von 1 (2. as 


schreiben wir 


=a ‘ __ tay me 
me) raya By pew a T cos = dy 


et 
wT 


Sore (—z+12')ry/l 
i dy = Realteil | e- ; dy 


ee -y, 


las ; Doppelintegral eingesetzt, ergibt dies 


WZ 


T~T,—35T- sy He deg? = (2. 31) 


. e 
kénnen wir den Verlauf der Hohenlinien § = const fiir §,C< 1 
n. Falls £->U, wird 9%, also sind die Hohenlinien parallel zur 
se. Falls © >> £, wird $= 4, also sind dann die Hohenlinien parallel 
Achse (s. Fig. 3). 
it haben wir in beiden Grenzfallen, bei groBer und kleiner Stré- 


sgeschwindigkeit, ein Bild vom Verlauf der Diffusionstemperatur, 
llerdings nur fiir eine idedlisierte Versuchsanordnung. ; 


Pxl-= = arctg 3 5 (2. 32) 


0 2 7 


Mz 
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ee 


Fig. 3. Kurven 0 = (T,—T) 2 D/dT - dy -wl = const des stationaren Temperatur 
bei kleiner Stromungsgeschwindigkeit. D = 


3. Das Temperaturlinienintegral. ‘a 
Um die Theorie mit Experimenten vergleichen zu kénnen, bendti 
wir exakte Aussagen fiir eine realisierbare Anordnung. Zu diesem Zw 
erleichtern wir uns die Rechnung in ahnlicher Weise, wie wir dies 
(I, Abschn. 11) durch den Ubergang zum Temperaturzeitintegral g 
haben. 
Wir setzen voraus, daB die Str6mung nur in der z-Richtung erfolgt,m n 
der Geschwindigkeit w (x, y). (1. 4) lautet dann 


CPS WAVE LX NER gt se ot ey 
== ay? + =~ itapw 
Es sei 


T=T,; as T =0 fiir z =+00. 


Mit der Abkirzung fiir das Temperaturlinienintegral 
Y (x,y) =f (T—T,) dz 
—co 
ergibt sich aus (3.1) durch Integration 


OP Ot SF, x 
Ox — ey? =) x (Yc. — Yoo) Ww. 


Das Gas stréme in einem Zylinder, dessen Mantel parallel zur z-Rich HL ne 
sei und die feste Temperatur 7) habe. Der Zylindermantel schneide aus 
der w-y-Ebene eine gewisse Rabdiores aus. Durch (3.3) und die Be- 
dingung 


ps Randkurye = 0 (3 4 


ist dann Y" festgelegt. 


a 3 Die Gl. (3. 3) ist ahnlich (3. 1) aus II, jedoch mit dem Unterschied, da ak 
3 in (3. 3) die rechte Seite nicht konstant yas aaa werden kann. Fir w ¥ 


ae es be: r ait ‘1 PraNen pga 
a per, Nee ey . ye cS e ee tr 
: ; inte s) bg Seek Nh den Binur e : 
mehr nach (1. 13) die Gleichung?) 


wet kee ew) dp 


dy? sytl ae (Se 5) 


gt 2 7) é ; 
Mi der Abkiirzung j53 + i ee A’ laBt sich (3.3) also auch so schreiben 


LAr d 
AAP = SF oe (1-2 — Yo)- (3. 6) 


in ist nun die rechte Seite gebietsweise konstant, da die beiden Gase 
3 = — co unvermischt einstré6men und bei z =-+ © gleiche Zu- 
nensetzung haben. Dafiir liegt jetzt aber eine Gleichung 4. Ordnung 
r. Deren Lésung ist auBer durch (3. 4) durch die weitere Bedingung 


®Randkurve = 9 ag (3. 7) 


Um die damit im allgemeinen verbundene Komplikation zu _ver- 

jen, betrachten wir im folgenden eine spezielle Versuchsanordnung, 

i der sich (3. 3) elementar integrieren lat. Dazu lassen wir die Gase in 

| Kreisrohren strémen, welche sich in einer Mantellinie beriihren: und 

lurch einen schmalen, geniigend langen Schlitz langs dieser Mantellinie, 

durch den die Diffusion erfolgt, in Verbindung sind (Fig. 4). Der Schlitz 
} Scheidewaond Schlitz ohril 


Gasstrom HM 


Fig. 4. Schema der exakt berechneten Versuchsanordnung, 


sginne bei z = 0); fiir z< 0 seien die Rohre voneinander getrennt. In 
em der Rohre, welche der Einfachheit halber gleichen Radius # haben 
S herrsche PotseurLtesche Strémung in der positiven z-Richtung, 
die nach (3.5) durch 
tony 7 ae a: a 


U Ss * f 


= Abstand von der jeweiligen Rohrachse). Die Lésung 


(3. 9) 


(3. 10) 


~ 4 Ow 
) Das Kompressibilitatsglied = 15 welches links in (3.5) streng genom- 


er | noch zu stehen hatte, kann man bei den kleinen, in Betracht kommenden 


a 6 : din <a Yee ree peat: ! 
die mittlere Gasgeschwindigkeit im Rohr ist. Die brau nt nich 
beide Rohre dieselbe zu sein’). Wir setzen nun (3: 9) in (3. 3) ein. ¥ 
ebenfalls eine Funktion nur von 7 sein: - 


glee: fae hee 4 ab Mes a os a l1— | 
Lo (rS] =27F (yo Yoo) W | R]° 
Unter Benutzung von ea 


(S Ba, Say 
r= 


dr /r=0 


ergibt die Integration die fiir jedes Rohr bei Einsetzen der darauf bez tig: 
lichen Gr6éBen giiltige Beziehung 


be 
3 a w Se et 

“5: 
Das Temperaturlinienintegral ist demnach extremal jeweils in der Rohr 
achse. Indem wir ausdriicklich die auf das untere bzw. obere Rohr beziig- 
lichen Daten mit dem Index I bzw. II kennzeichnen und im Hinblick au 
die Anwendung zulassen, daB auch «/A unten und oben verschieden, abe 


jeweils konstant sind, bekommen wir 


oe 


= 3 — oS + 
ne Nie tran = see (<) T(11) (Yoo 1-00 I an) @ray- (3. 13) 


Es sei noch darauf hingewiesen, daB die Gestalt des Diffusionss 
bei unserer Uberlegung keine Rolle spielt; er muB lediglich geniigen 
schmal sein, so da8 sich in jedem Rohr in hinreichender Naherung di 
Strémung (3.9) ausbildet, und geniigend lang, so daB die beiden 
wahrend des Vorbeistrémens ihren Konzentrationsunterschied vollstandis 
ausgleichen. Uber die GréBe der Strémungsgeschwindigkeit oder die A r 
des Eintritts der Gase in den Diffusionsraum brauchten wir keine Annahm« 
zu machen (vgl. dagegen Abschn. 2, a). Dadurch, daB wir in (3. 2) \ or 
Z==—oo bis +o integrierten, haben wir den Umstand mitberiicl 
sichtigt, daB sich bei kleiner Geschwindigkeit die Diffusion auch schon in 
dem Gebiet z< 0 bemerkbar macht, wo die Rohre noch gar nicht durch 
‘den Schlitz in Verbindung stehen. uae 

An eine Verfeinerung von (3. 13) ware zu denken mit Riicksicht aut 
die Anwendung, bei der wegen des langs der Achse gespannten -m- 
peraturmeBdrahts (Radius Rp) nicht genau das PoiseurLLEsche Profil ver- 
wirklicht ist), Die Annahme, daB die Strémung durchwegs laminar ist 
und am Draht haftet, und die Bedingung, da8 an der Drahtoberflache 
die Normalkomponente des Wirmestroms verschwindet, ergeben rechts 


in (3. 13) bei diinnem Draht den Korrekturfaktor 1 — 


1). Se 

a 3 (In R/Rp —1)° 
‘) Siehe dazu das auf S. 48 Gesagte. — *) Herrn Prof. M. v. Lave verdanl € 
ich den Hinweis, da® man den Einflu® des MefSdrahts diskutieren muB. — 


Diente oeffekt “ rors 


| al 


ur abe sites: nicht ‘eS ane Die peecchae gelegte eeone 
mung wirde namlich bei jenem Radienverhaltnis einen Gesamtdurch- 
bedeuten, der um 31,6% kleiner wire als derjenige oline Draht bei 
chem Druckgefalle, wiihrend nach Versuchen mit Wasser der Unter- 
sck ied nur 5%, betragt’). Die richtige Korrektur an VY’ wird vermutlich 
noch kleiner sein, so da8 wir ganz davon absehen und (3.13) beibehalten, 
Zumal bei unseren Versuchen R/Rp = 200 war. 
—Bevor wir mit der Betrachtung von (3. 13) fortfahren, wollen wir den 
ppeshe vernachlassigten Einflu8 der Reibung auf die. Gastemperatur 
‘kutieren. (1. 11) besagt, daB wir statt (3. 1) genauer zu schreiben haben 


eT @T eT ow 
(3+ 5+3 a2 +apwit sw =p Shes. Pyspe: By 14) 


Nach (1. 12) ist 
> 2, 


Ow 


ow. 
Pxz =>} Oa? Paes ae 


h lauten die drei letzten Terme in (3. 14), welche eine zusatzliche, 
nicht beriicksichtigte Warmeentwicklung je Zeit- und Volum- 
-einheit geben, auch 


wet | | |" a4 i ‘| = QReibung. (3.45) 


ir Erlauterung koénnen wir folgendes bemerken. Wenn ein Gas mit 
innerer Reibung in der + z-Richtung strémt, so muB ein Druckgefille 
dp ip/dz< 0 vorhanden sein. Alle Substanzelemente des Gases expan- 
die en wahrend des Strémens. Damit verbunden ist eine Abkiihlung, 
we a demnach indirekt eine Folge der inneren Reibung und durch das 

e Glied in (3. 15) gegeben ist. Das zweite Glied stellt die direkte Er- 
warmung durch innere Reibung dar. Speziell bei PortseurLiescher Stro- 

; smu ng ist nach (3. 9), (3. 10) und (38. 15) 


Ad 


1 — 16 
a ee ee 


In ‘der Achse des Rohrs ist also Oreibung << 9, da hier nur Expansion, aber 

ne direkte Erwarmung durch Reibung stattfindet; am Rand dagegen, 
wo keine Stromung, aber maximales Geschwindigkeitsgefalle herrscht, 
i - Qreibunge> 0. Im Mittel iiber den Querschnitt kompensieren sich die 


1) F, C. Lea und A. G. Tapros, Phil. Mag. (7), 11, 1235, 1931. Die geringe Her- 
absetzung des Durchsatzes infolge des achsialen Drahts wird von den Autoren 
di urch Turbulenz der Stromung in unmittelbarer Drahtnahe erklart. Diese Tur- 
ea bewirkt aber praktisch keine Abweichung von der ohne Draht, bei durch- 
wees laminarer Stromung herrschenden Temperaturverteilung, da ja 6 7T/dr 


= 0 ist funr— 0; 


gs Siege § 
ae 


Fie ie 
1, Wana wy at ees + 


Abkithlung durch Expansion und die divette need carck ee 3 
gerade. Wir verifizieren dies sofort im Beer srax fs der PoIsEUILLEsct 


Stromung, fiir die man aus (3. 16) entnimmt, daB i Qreibung 7 dr = 0. Das s 


mu sein, da sich die mittlere Temperatur Sies idealen Gases bei ge: 
drosselter Entspannung nicht andert. 

Indem wir uns wieder der Anordnung der Fig. 4 zuwenden, gehen w 
von (3.14) unter Benutzung von (3.15) und (3.16) zum Tempera’ ie 
linienintegral iiber und erhalten so an Stelle von (3. 11) x z 
( 4/) 


ss 
aod is wa pals 
tors = (y- 2 ~ Ya) (4 m)t— a (1— ‘5 


Die Integration (3. 2) haben wir dabei diesmal nicht von — co bis oo ¢ T- 


streckt, sondern nur langs einer zur z-Achse parallelen Strecke L — V wil 
kénnen uns auf ihr einen TemperaturmeBdraht gespannt denken —, wel ch e 
so lang und so gelegt sei, daB auBerhalb in ihrer Verlangerung praktisch 
keine Diffusion stattfindet. Wir muBten dies tun, da sonst das in (3. 17) 
gegentiber (3. 11) neue Glied unendlich wiirde. Im tbrigen erhalten wit 
aus (3.17) nach kurzer Rechnung die an Stelle von (3. 12) tretende, ge- 
nauere Formel (3. 18) 


3 <p BN ro 4 ee i 
HS RY co Foe) w [1+ Fe—F tort p+ eel : 


wobei 


e = 8yWL/ap (y- 2— Yoo) R. ea 49) 


Wenn ¢< 1, so spielen also die Zusatzglieder keine Rolle. Dies ist nun 
tatsachlich der Fall. Wir nehmen als praktisches Beispiel, wie es ungefah 
bei Versuchen vorgekommen ist, an: 7 = 10-* g/cm sec (etwa H, en t- 
sprechend), # = 10 cm/sec, L = 40cm, « = 0,3 (etwa H,/N, ents 
chend), p = 1 Atm = 10® dyn/em?, y_,.—y~.=0,5 und R = 05c om 
Damit wird ¢ = 0,85 10-5, womit die Vernachlassigbarkeit der Reig ung 
bewiesen ist. 


Wir kehren nun zu (3. 13) zuriick und haben als Letztes die Eliminati on 
von Yo, welches nicht unmittelbar bekannt ist, vorzunehmen. Zu dies er a 
Zweck stellen wir die Mengenbilanz fiir die Stromung auf. Die in der Zeit F 
einheit insgesamt eintretende Teilchenzahl einer Sorte muB gleich sein 
der insgesamt austretenden; d.h., wenn wir mit dem Rohrquerschni 


und der Gesamtteilchendichte gleich wegdividieren, daB 


Se 


2 


WY Y-c0y + PIT Yoo, 11 = (Wr + Wy) Yoo 
oder 


tes BO nied | ae 
® 4 wy 


? nae ons ee 
a 
Eu sionsthermoeffet ra eee Gasen. 


- 


(Yo—Y-0; )® = (Yoo — Yo» 11) Prt = (Y— 00) I — Y— coy 11) ®, 


(3. 22) 
haben, Einsetzen der Ausdriicke (3. 21) in (3. 13) ergibt 


Y¥ian= ne : PR p(® ids: ee 20) IL — Yoo : W. (3. 23) 
Falls (a/A)r = (a/A)zr, wird also 
—VPi= TH. (3. 24) 


‘ir wollen uns seth den unmittelbaren Grund von (3. 24) vergegen- 
‘ vail tigen. Es sei beispielsweise >> Wy. Dann wird im unteren Rohr VY 
inerseits groB, weil das Temperaturfeld stark in die Lange gezogen ist, 
ind dererseits aber klein, weil das Gas aus dem Rohr fast mit der urspriing- 
iichen Zusammensetzung wieder austritt und daher die auftretenden Tem- 
peraturdifferenzen klein bleiben; im oberen Rohr ist es umgekehrt. 
Tatsachlich zeigt eben (3. 23), daB es auf #, und yz, einzeln gar nicht an- 
kommt ean nur auf die reduzierte Geschwindigkeit. 
_ Mit (3. 23) haben wir den Ausgangspunkt fiir den Vergleich der Theorie 
mit Versuchsergebnissen gewonnen. 
3 B. Experimente. 
ts Sag Abschnitt 2 wurde gezeigt, daB die bei geniigend groBer Strémungs- 
hwindigkeit der diffundierenden Gase auftretenden  stationaren 
rch rdifferenzen yon derselben GréBenordnung sind wie die des 
nic chtstationiren Diffusionsthermoeffekts. Deshalb war von vornherein zu 
warten, daB der stationare Effekt sich ebenso leicht wiirde nachweisen 
assen wie der nichtstationare. Die Auswertung der Messungen dagegen 
sollte sogar noch einfacher sein, da das im nichtstationaren Fall notige 
gistrieren von Galvanometerausschlagen jetzt unterbleiben kann. 


res 
om 


4. Apparatur und Versuchstechnik. 


<4 m die Verstiche exakt beurteilen zu kénnen, wurde ein nach dem 
am der Fig. 4 gebauter Apparat benutzt. Er bestand aus zwei dick- 
oo horizontalen Rohren I und II von 0,5 cm Radius und 50 cm 
ange (s. Fig. 5). Der Schlitz war 0,5 cm breit, 40 cm lang und mit einem 

“ einen Netz iiberdeckt, so daB gewiB in jedem Rohr PotseuiLLEsche 
-Strémung herrschte. Die von den Netzdrahten eingenommene Flache war 
ungefahr ebenso groB wie die offen gelassene. Die beiden Gase traten 
den Stellen Z; 1; ein und bei A vollig vermis cht — falls die Geschwindig- 


ee ~ pi ameee tt 

yale keit nicht zu gro® war — wieder aus. Zur Temperaturmessung befa1 
Mie in der Achse der Rohre je ein 45 cm langer, 50 u dicker, isoliert eingefi 
¥ Platindraht Pt. Beim Einsetzen desselben wurden die Rohre vertikal 
stellt und der Draht durch ein Gewicht so gespannt und dann fixiert, 
bei horizontaler Lage ein storendes Durchhangen mit Sicherheit vermieden 


Rohrit 


Pe / | 


Fig. 5. Der Strémungsapparat. 


war. Die MeBdrahte ragten einige cm auch in das Gebiet z< 0 (s. Fig. 4) 
hinein, wo die Gase noch nicht durch den Schlitz diffundieren kénnen. 
. Dadurch waren etwaige Temperaturdifferenzen in diesem Gebiet, welch 
bei langsamer Strémung auftreten kénnen, mitberiicksichtigt. aay. 
Die Gase wurden aus etwa 401 fassenden, wassergefiillten Gasometern 
entnommen und ihre Strémungsgeschwindigkeit durch Drossell 
variiert. Zur Messung der Str6mungsgeschwindigkeiten wurden die 
stréme abwechselnd in einer pneumatischen Wanne aufgefangen und die Zeit, 
in der eine bestimmte Menge ausstrémte, festgestellt. Die Gasgeschwindig- 
keiten lagen zwischen etwa 1 und 10 cm/sec. Turbulenzist bei dem benutzten 
Rohr und einem Gemisch aus 50° N., 50°, H, erst bei 3 m/sec zu erwarten 
> Zur Messung der mittleren Temperaturdifferenz T — T, langs der Ach 
wurde der jeweilige Platindraht in eine fiir T= 7, abgeglichene Whea i 
stonebriicke geschaltet. Fiir den Galvanometerausschlag 9 gilt nach (3. 2) 


wo L die Linge des MeBdrahts und C einen durch Eichung zu besti mmen- 
den Koeffizienten bedeutet. Geeicht wurde der Apparat durch Eintauchen 
in Wasserbider verschiedener Temperatur. Nachdem so die Temperatur 
empfindlichkeit bekannt war, konnte aus den Galyanometerausschla gen 
das Temiperaturlinienintegral lings der Achse entnommen werden. ‘5 

Auch bei den Diffusionsversuchen selbst befand sich der Apparat stets” 
in einem Wasserbad von etwa 20° C. — Alle gemessenen ‘P- Werte wurden 
auf p = 1 Atm reduziert. 


i? 
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2 i 5. Nachweis des Effekts und erste Versuche zur Priifung der Theorie. } 

Fur den ersten Nachweis war es wiinschenswert, mdglichst grok a 
Temperaturdifferenzen zu haben. Deshalb wurde zuniachst das Gaspaar 
H,/N, untersucht, welches einen besonders grofen Thermodiffustonits 


b eae Sear eer) 
t. Nachdem > Taek Rae ‘fiir eee Peete 
\ asserbads, das die Diffusionsrohre umgab, gesorgt war, wurde 
der Gasstréme eingeschaltet, einer der MeBdrahte in die Briicke 
und diese abgeglichen. Beim Einschalten des zweiten Gasstroms 
te das Galvanometer eine allmihliche Temperaturanderung an, im 


en 1 Zeit ging nach Abichalten eines ae beiden Cossrtine der Galvano- 

: erzeiger wieder in die Anfangsstellung zuriick, womit bewiesen war, 
die Gasstréme mit gleicher Temperatur in die Rohre eintraten und die 
Bee in vab-rschicde tatsachlich erst durch Diffusion. hervorgerufen 


Nach dem gelungenen Nachweis wurde versucht festzustellen, ob die 
0] on (3. 23) behauptete Proportionalitat des Temperaturlinienintegrals mit 
d Er duzierten Geschwindigkeit zutrifft. Die Ergebnisse sind in Fig. 6 


ee 


; 45 
cm/sec 


(, II bei verschiedener, reduzierter Geschwindigkeit w. Diffusion von H, (Gas II) 
, <+— N, (Gas I). 


em er opestionalitatsfalior fiir beide Rohre. Gerade dies ist aber nach 
zu erwarten, wenn man, entsprechend der starken Abhangigkeit 

E a und 2% vom Mischungsverhiltnis in diesem Fall, dem Faktor «/A ver- 
l edene, aber jeweils (einigermaBen) konstante Werte gibt. Dann sollte 
= bei jedem Verhdaltnis #1,,/@ stets dasselbe Verhaltnis Be ke a 

en. Wie weit dies erfiillt ist, zeigt Fig. 7. Der nicht sehr starke Anstieg | 

n — WiFi mit wachsendem #1,/#, ist durch eine gewisse Abhangig- 
der i in (3. 23) einzusetzenden Mittelwerte («/A) 17 vom Geschwindig- 
sverhaltnis zu erklaren. Auf eine nahere Diskussion verzichten wir, 
ie Theorie die Veranderlichkeit der Koeffizienten nicht beriick- 
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Wir wollen aber noch sehen, was eine ungefahre Berechnun 
—W*/PF, ergibt. Dazu gehen wir, was bei > yy plausibel ersck 
versuchsweise aus von den zu {; = 0,75 bzw. yz; =0,251) nach III, * 


gehorigen Werten a, = 0,24, a7 =9,33; Ay = 1,04 - 10-4, Aq, = 2,42- 
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Fig. 7. Verhaltnis der Temperaturlinienintegrale 41 bei verschiedenem Verha nis 
Geschwindigkeiten w, ,. Diffusion von q, (Gas II) ~> N, (Gas I). ng 


cal/cm Gradsec. Mit diesen ergibt sich —V3/¥}; = 1,65. Oder wir neh 
men > wie vorher, aber ay = ayy = %)— 9,5 = 0,28 an. Diese Wahl kann 
ebenso gerechtfertigt erscheinen, da ja die gesamte Diffusionswa 
wicklung in beiden Rohren genau entgegengesetzt gleich ist. Damit rgib 
sich —‘¥’¢/‘V#, = 2,40. Der fiir Wy, /#, =~ 1 beobachtete Wert liegt na 
Fig. 7 etwa in der Mitte zwischen den beiden berechneten. = 

Die naiherungsweise Unabhingigkeit des ‘’ von dem Geschwindigkeit 
verhaltnis ist wohl als Beweis dafiir anzusehen, daB die Str6mung ing 
fahr so, wie in der Theorie angenommen, verlauft und jeder der Ga 
stréme auch bei stark verschiedenen Geschwindigkeiten gréStenteils | 
demjenigen Rohr, durch das er eintritt, verbleibt. Streng genommen is 
Contd die Strémung lings des Schlitzes durch die Forderung gleichen Drue 
ae abfalls in beiden Rohren gekennzeichnet. Die exakte Berechnung au 


foe é dieser Grundlage ist aber wohl kompliziert und es scheint nach den E; 
pee perimenten, da8 wir mit unserer einfacheren Annahme auskommen; di 
eat vollige Trennung der Gasstréme vor dem Eintritt wirkt eben auf sin 
iar geniigend lange Strecke nach und das Ubertreten eines Stroms in da 
my andere Rohr wird wohl auch durch das Netz etwas behindert. R 
Regs : SchlieBlich wurde gepriift, ob bei den Versuchen etwa stérende Kon 
at MN vektion zu berticksichtigen wire. Solche kénnte auftreten, da, falls =. B 
| 


; oe a c 
‘) Wir verstehen wie in den friiheren Arbeiten unter y den Molenbruch dei 
schweren Komponente. a,” 
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bei waagrecht gestelltem Apparat das schwere Gas, wie wir es bisher vor- 
aussetzten, in das untere Rohr einstrémt, sich in diesem infolge der Diffu- 
sion in gleicher Héhe niher bei der Ausstrémstelle leichteres Gas befindet, 
also kein Schweregleichgewicht herrscht. Nun wurde aber beobachtet, daB 
Vertauschen der Gaszufiihrungen oder etwa auch Aufrechtstellen des 
Apparats an den gemessenen Y’-Werten fast nichts andert. Daraus schlieBen 
wir, da8 Konvektion keine Rolle spielt. 

Da8 dem so ist, kann auch durch Rechnung gezeigt werden. Bei dem 
benutzten Rohr ergibt sich nach (3.10) mit #1; = 10 cm/sec und x 
= 1, 3-10~4 g/cm sec, entsprechend einem Gemisch von 50% Ng, 50°% Ha, 
fiir die PorseurLLesche Druckdifferenz zwischen den Rohrenden etwa 
2 dyn/cm*. Fiir den infolge der horizontalen Dichteunterschiede in jedem 
Rohr herrschenden konvektionserzeugenden Druckunterschied dagegen | 
schatzt man einen etwa 10mal kleineren Wert ab. Bei der obigen Stré- 
mungsgeschwindigkeit ist also Konvektion nicht zu befiirchten. Bei 
#111 1 cm/sec kénnte sie sich bemerkbar machen. Auch in diesem Fall 
wird sie aber vermieden, wenn z. B. 80% N,, 20% H,<+>N, diffundiert. 
Die PotsEuILLEsche Druckdifferenz ist nun 10mal, diejenige infolge des 
Dichteunterschieds 5 mal kleiner als vorher, so daB immer noch die erstere 
stark iiberwiegt. 


6. Weitere Versuche zur Priifung der Theorie. 


Ebenso wie aus dem nichtstationaren sollte man auch aus dem statio- 
naren Diffusionsthermoeffekt den Thermodiffusionsfaktor entnehmen k6n- 


Fig. 8. MeBwerte des mittleren Temperaturlinienintegrals Y* (1 Atm, 20° C) bei Diffusion 
an 80% Na, 20% H.<—+N; (obere Kurve) und von H.<-+20% N., 80% H, (untere Kurve), 
w = reduzierte Geschwindigkeit. ‘ : 


nen. Wir haben die im vorigen Abschnitt beschriebenen Versuche nicht in 

diesem Sinn ausgewertet, da es bei der Diffusion von reinen Gasen H, <> Ny 

zu unsicher ist, welche Mittelwerte fiir ) und @ in (3. 23) einzusetzen sind, 

Es wurden vielmehr, um Beispiele fiir eine solche Bestimmung von « zu 
Zeitschrift fir Physik. Bd. 124. 4 
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= 0,0243 cal/cem und R = 0,5 cm wahlen, > 
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Tabelle 1. yn; Molenbruch von Stickstoff; **/@ (Gradsec) die aus F y. 8 
entnommene Geradenneigung; & (cal/em Gradsec) Warmeleitfahigkeit 
des H,/N,-Gemischs!); astat bzw. onichtstat Thermodiffusionsfaktor 
von H,/N,, gewonnen aus dem stationaren bzw. nichtstationaren 

Diffusionsthermoeffekt. . an 


3 vrs |e | Aaorc= 10" | zona | atenttat 


re 
Darin ist Y_.,1— Y—co, 1 = 0,2 einzusetzen; 2 kann aus Tab. 1 entno nmen 
werden. Mit den ebenfalls dort angegebenen experimentellen Daten von 
‘Y*/@ findet man fiir « Werte, die mit den Ergebnissen aus dem nicht- 
stationaren Effekt (nach III, Fig. 8) gut iibereinstimmen, wie Tab. 1 zeigt. 
Bei der Diffusion von Ns<—> O, wurde, umgekehrt wie bei Hy <— Ng, 
im oberen Rohr (N,) eine gré8ere Temperaturdifferenz als im unteren 
(Og) beobachtet. Die Verschiedenheit war merkwiirdigerweise bede 
starker, als auf Grund der nichtstationaren Messungen (s. III) zu erwarten 
gewesen wiire. In der Fig. 9 ist wieder der Mittelwert "* aufgetragen. Die 
Figur zeigt deutlich — was man in schwacherem MaB auch an Fig. 6 
und 8-erkennt —, daB “4 nur bei hinreichend kleinem @ linear anste gt. 
Der Grund dafiir ist, daB sich die Gase bei zu groBer Geschwindigkeit 
nicht vollstandig mischen kénnen. Dies wird sich deutlich bemerkbar 
machen bei einer charakteristischen Geschwindigkeit, deren GroBenord- 
nung man aus (2. 19) entnehmen kann: 


f ‘ w, = L,D/P, ‘ rs 7 


a indem man darin Ly = 40 cm (Schlitzkinge) und 1 =2R = 1 cm sett. 
Dabei haben wir nicht beriicksichtigt, daB die Diffusion in Wirklichkeit 


1) Siehe z. B. III, Tab, 3. : a 
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nur durch den schmalen, mit einem Netz iiberdeckten Schlitz erfolgt 
w, also sicher zu groB abgeschitzt. Fiir H,/N, mit D = 0,76 esitisee 
finden wir w, = 30 cm/sec, fiir N,/O, mit D = 0,22 cm®/sec dagegen 
nur #, = 8 cm/sec. Damit ist das Verhalten von “ bei wachsendem 
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Fig. 9. Diffusion von N, ~— O,. Sonst wie bei Fig. 8. 


7 ‘5 cm/sec 6 


. w in den beiden Fallen verstandlich; aus der optimalen Geschwindigkeit 

_ — 4,5 cm/sec in Fig. 9 — lieBe sich, wenn auch wohl nur ungenau, der Dif- 

_fusionskoeffizient entnehmen. (Zusatz bei der Korrektur: Besser eignet 

sich dazu der asymptotische Abfall der Diffusionstemperatur in der 

 Strémungsrichtung. Diesbeziigliche Versuche sind im Gang.) 

_ SchlieBlich berechnen wir « fiir N,/O,. Aus der Anfangsneigung Y*/# 
= 0,52 Gradsec der Kurve in Fig. 9 ergibt sich mit 4 = 0,58 - 10-4 cal/cm 
Gradsec und y_..1 — Y-2,11 = 1 aus (6.1) « = 0,013. Dieser Wert weicht 
merklich von dem in III gefundenen « = 0,018 ab. Letzterer diirfte rich- 
tiger sein. Die MeBgenauigkeit bei den gegenwartigen Versuchen, die den 
Zweck hatten, einen prinzipiellen Uberblick zu verschaffen, war geringer. 
Trotzdem ist der Unterschied iiber Erwarten groB; die Entscheidung muB 
anderen Versuchen vorbehalten bleiben. 

Im ganzen gesehen wird man aber sagen diirfen, da sich die Theorie 
der Temperaturerscheinungen in diffundierenden, stro6menden Gasen be- 
statigt hat. 

Der Deutschen Forschungsgemeinschaft danke ich wieder fiir die Uber- 
lassung von Instrumenten. 


Berlin-Dahlem, Kaiser Wilhelm-Institut fiir Chemie. 


Uber das Absorptionsspektrum 
des Neodymfiuorids NdF,,. 


Von Y. K. Chow in Géttingen. 


Mit 4 Abbildungen. 
(Eingegangen am 10. Juni 1944.) 


Das Absorptionsspektrum des NdF, wird photographiert. Es treten Gruppen 
von reinen Elektronensprunglinien auf und Linien, bei denen gleichzeitig Gitter- 
schwingungen angeregt werden. Die Schwingungsfrequenzen sind gréBer als in 
wasserhaltigen Nd-Salzen. Die Liniengruppen entstehen durch Aufspaltung der 
Terme im elektrischen Kristallfeld. Im auBeren Magnetfeld spalten die Limien 
weiter auf, wahrend die des PrF, nicht mehr aufspalten (KrRAmMERSsche Ent- 
artung). Aus der Komponentenzahl der Liniengruppen wird die innere Quanten- 
zahl / der angeregten Terme bestimmt. 


1. Einleitung. 


Die médglichen Terme des Nd***-Ions, das drei Elektronen in der 
4 f-Schale besitzt, sind von Gipps, WiLBeR und Wuite?) berechnet 
worden. Seine Spektren sind aber so kompliziert, daB aus den Spektren 
bisher kein einziges Multiplett sich erkennen 148t. Trotz der vielen Unter- 
suchungen, die an verschiedenen Salzen und in verschiedenen Richtungen 
durchgefiihrt sind, hat sich keine zuverlassige Termzuordnung ergeben. 
Als gesichert anzusehen ist nur der Grundterm */,,, der, von Hunp?) auf 
halb empirischem Wege bestimmt, durch magnetische Untersuchungen 
bestatigt war. Eine Zuordnung der iibrigen Terme wurde von MuKHERJI?) 
gebracht indem er nach Hunp*) annahm, daB die Energien der Terme 
in der Reihenfolge 47< 4G< 4F< 4D<4S und *L< *K<"J<"H<*G<2F 
<?D<*P zunehmen. Solche geordnete Termfolge ist nach allgemeiner 
Erfahrung nicht sehr wahrscheinlich und kann fiir die /§-Konfigu- 
ration auch durch eine Berechnung der Termenergien nach einer von 
SLATER®) entwickelten Methode widerlegt werden (Abschnitt 4). Ferner 
setzt MUKHERJI, da weniger Terme als die Zahl der theoretisch méglichen 
beobachtet werden, Quadrupolstrahlung voraus, um die notwendige Aus- 
wahl zu treffen. Gegen diese Voraussetzung spricht eine Polarisations- 
untersuchung von HELLWEGE®) an Nd Zn3(NO,),9 * 24 H,O, wobei es sich 

1) R. C. Gipss, D. T. Winser und H. E. Warts, Phys. Rev. 29, 790, 1927. 
— *) F. Hunn, Zs. f. Phys, 33, 855, 1925. — 8) P. C. Muxnerst, Indian Journ. of 
Phys. 11, 123, 1937, — 4) F. Hunp, Linienspektren und periodisches System der 


Elemente, 1927. — 5) J. C. Suater, Phys. Rev. 34, 1293, 1929. — 6) K.-H. HELt- 
wecn, Zs. f. Phys. 117, 198, 1944, 
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herausstellte, daB es sich bei den von ihm untersuchten Linien um elek- 
‘trische Dipolstrahlung handelt. Gegen die yon MuKHERIJI angegebene 
Termzuordnung des Nd**+-Ions sprechen also theoretische und experimen- 
telle Griinde. Sie mu8 damit als unsicher angesehen werden, 

In der vorliegenden Arbeit werden das Absorptionsspektrum des 
Neodymfluorids, dessen Kristallstruktur bekannt ist, und sein Zeeman- 
Effekt untersucht. Besonderer Wert wird auf die Termaufspaltung im 
Knistall in Abhangigkeit von der inneren Quantenzahl J und der Symmetrie 


des Kristallfeldes gelegt. Es war beabsichtigt, die mit der ungeraden 


Elektronenzahl verbundene Entartung der Terme, die sogenannte Kra- 
MERSsche Entartung, nachzupriifen und auf Grund des Zusammenhangs 
zwischen der Zahl der Aufspaltungskomponenten eines Terms einerseits 
und der Kristallsymmetrie und der inneren Quantenzahl J andererseits, 


unter gewissen Annahmen iiber die Ubergangswahrscheinlichkeit, aus den 


Linienzahlen der einzelnen Liniengruppen die /-Werte der entsprechenden 


_ Terme zu ermitteln. 


Das Raumgitter des Neodymfluorids NdF; wurde von OrTeEpa.?) 
neben der von Tysonit und einigen Trifluoriden anderer seltener Erden 
durch Pulver- und Laue-Aufnahmen untersucht und spater durch Schaukel- 
aufnahmen gepriift. Nach seiner Feststellung hat im NdF;-Kristall das 
elektrische Feld am Ort eines Nd***-Ions eine zweizahlige Symmetrie, 
und die Abstande des Nd**~-Ions von den benachbarten F -Ionen zeigen 
betrachtliche Unterschiede, d.h. das umgebende elektrische Feld weicht 
stark von kubischer Symmetrie ab. Andererseits ist das Kristallfeld fiir alle 
Nd*++-Ionen im NdF, dasselbe. Wir haben also nur eine Ionensorte im 
Kristall. Diese beiden Tatsachen sind die Voraussetzung fiir unseren Ver- 
such, aus der Termaufspaltung im Kristall die /-Werte zu bestimmen. 

Die Theorie der Termaufspaltung im Kristall wurde von Betrue?) und 
von Kramers?) entwickelt. Aus der BetHeschen Theorie geht allgemein 
hervor, daB die Zahl der Aufspaltungskomponenten eines Terms von der 
Symmetrie des Stérfeldes um das einzelne absorbierende Ion und von der 
inneren Quantenzahl J des Terms abhangig ist und mit absinkender 
Kristallsymmetrie zunimmt. Im Falle von halbzahligem J (ungerade 
Elektronenzahl), wie er beim Nd*++-Ion vorliegt, spaltet ein Term nach 
BetHE im Feld hexagonaler, tetragonaler und rhombischer Symmetrie 
in J + 1/, doppelt entartete Komponenten auf, wahrend im kubischen 
Feld die Aufspaltung niedriger ist und z. B. beim Term mit J = #/, noch 
vierfache Entartung vorkommt. Nun hat Kramers ganz allgemein ge- 
zeigt, da® im Falle von halbzahligem J jede Komponente eines ‘Terms in 
einem rein elektrischen Feld einen geradzahligen Entartungsgrad, also 


1) I. OrrEDAL, Zs. f. phys. Chem. (B) 5, 272, 1929; (B) 13, 190, 1934. — 
— *) H. Berne, Ann. d. Phys. (5) 3, 133, 1929. — *) H. A. Kramers, Proc. 
Amsterdam 32, 1176, 1929; 33, 962, 1930. 
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mindestens doppelte Entartung haben muB, d.h. ein Term mit halb- | 
zahligem J kann durch ein elektrisches Kristallfeld selbst beim Fehlen 
jeglicher Symmetrie héchstens in J + 1/, doppelt entartete Komponenten 
aufgespalten werden. Die héchste Aufspaltung beim halbzahligen J ist 
also beim hexagonalen Feld schon erreicht. Durch Kombination der 
Betueschen und der Kramersschen Theorie kommen wir zu dem SchluB, 
daB jeder Term mit halbzahligem J in einem beliebigen elektrischen Feld, 
mit Ausnahme des kubischen, in J + 1/, doppelt entartete Komponenten 
aufspaltet. Nur im kubischen Feld kann hohere, z. B. vierfache Ent- 
artung vorkommen. 

Uber die Ubergangswahrscheinlichkeit liegt eine am optisch ein- 
achsigen Kristall entwickelte Theorie von Berne’) vor. Nach BETHE ist 
jedem Zustand des Ions im einachsigen Kristall eine GroBe w zuzuordnen, ~ 
fiir die die Auswahlregel: A w = 0, + 1 gilt, wobei im speziell behandelten 
tetragonalen Fall |w| < 2 und w halb- oder ganzzahlig ist, je nachdem, ob 
J halb- oder ganzzahlig ist. Diese GréBe w entspricht der magnetischen 
Quantenzahl m fiir ein Atom im homogenen oder mindestens zylindrisch 
symmetrischen Feld. Sie kann bei halbzahligem J nur die Werte + 1/2 


+2 
~-4/2 


Aw=0 Aw=*1 


—+1/2 


Fig. 1. Klassifizierung der Ubergange nach w. 


und + 3/, annehmen. Da nach Betue die GréBe w fiir zwei Zustande, die 
einem und demselben doppelt entarteten Niveau zugehéren, denselben 
Betrag und umgekehrtes Vorzeichen hat, so kénnen alle méglichen Uber- 
gange in drei Gruppen zusammengefaBt werden (Fig. 1), wobei in der 
Zeichnung die doppelt entarteten oberen und unteren Niveaus jeweils 
durch zwei dicht aneinanderliegende, getrennte Niveaus veranschaulicht 
werden. Es sind jeweils vier Kombinationen méglich, Im Falle w = + 1/, 
<—> w= + 1/, sind alle vier Kombinationen nach der w-Regel erlaubt, 
wahrend in den beiden anderen Fallen zwei erlaubt und zwei verboten 
sind, Die w-Auswahlregel kann daher im Falle von halbzahligem J wegen 
der doppelten Entartung der Terme nie zum vélligen Verbot eines Uber- 
gangs fihren, Dasselbe gilt fiir Kristalle niedrigerer Symmetrie, da mit 
abnehmender Symmetrie auch die Zahl der symmetriebedingten Uber- 
gangsverbote abnimmt. 

Uber die wirklichen relativen Intensitaten der Linien einer Gruppe 
laBt sich allgemein nichts aussagen. Speziell beim NdF, zeigt aber das 


1) H. Berue, Zs. f. Phys. 60, 219, 1930. 


, daB die Riventaeck Bex zu Be se Ae cehtngen Linien alle 


vol n derselben GréBenordnung sind. Daraus diirfte zu entnehmen sein, 
dab | bei den spektroskopischen Aufnahmen keine Linie wegen zu ge- 
= nger Intensitat der Beobachtung entgangen ist. 
Nach diesen Ausfiihrungen ist anzunehmen, daB die Nd+++-Terme im 
ba NdF; jeweils in J + 1/, doppelt entartete Komponenten aufgespalten sind, 
_ und daB die Ubergiinge von den Aufspaltungskomponenten des Grund- 
terms nach denen eines beliebigen oberen Terms keinem Ubergangsverbot 
_ unterliegen. Die Zahl der in Absorption (gemeinsamer Grundterm) be- 
chteten Linien in einer Gruppe sollte also gleich der Zahl der Auf- 
s Eetaiskivoponentea des oberen Terms sein und damit gleich J + 1/y. 
zt Grund dieser Uberlegung sollen aus den Linienzahlen der einzelnen 
Aniengruppen J-Werte der auftretenden Terme ermittelt werden (Ab- 
- schnitt 4). 


2. Experimentelles, 


Das untersuchte NdF,-Salz war aus einem reinen Nd,O,-Praparat 

eh Herrn Prof. v. WARTENBERG hergestellt. Es wurde im Platin- 

ffchen in reinem Fluorwasserstoffstrom bis zu 1410° C (Smp.) gegliiht 

und war daher nur in der Form von Vielkristallen zu erhalten. Das Pri- 

_ parat war so rein, daB die starksten Pr-Linien in dem Spektrum nur schwach 
ybachtet wurden. 

_ Das Praparat wurde, wie bei Ewatp1), in dicken Schichten bis zu 

(5 mm (Vielkristallmethode), in diinnen Schichten und in Form von 

vischen mattierten Glasplattchen zerriebenem Kristallpulver (Pulver- 

schichtmethode) benutzt. Die gewonnenen Absorptionsspektren waren 
--daber uber alle Kristallrichtungen gemittelt. 

_ Um scharfe Absorptionslinien zu erzielen, wurde das Praparat wahrend 

, z er Aufnahme in ein Dewar-GefaB mit fliissiger Luft getaucht. Bei den 

Zeeman-Aufnahmen wurde ein kleines Dewar-GefaB mit einem nach 
; unten laufenden Fortsatz benutzt, dessen 4uBerer Durchmesser nur knapp 

4mm betrug. In diesem schmalen Fortsatz wurden die Praparate in den 

Rte thleorang zwischen die Pole eines groBen Elektromagneten gebracht. 
i _ Als Lichtquelle diente eine mit etwa 5 Ampere brennende selbstregu- 

erende Bogenlampe. Der Krater wurde auf das Praparat und dieses 
auf den Spalt des Spektralapparates abgebildet. 

: Um eine groBere Dispersion zu erzielen, wurden die Aufnahmen der 
-scharferen Absorptionslinien (Abschnitt 3) und die Zeeman-Aufnahmen 
~ an einem Woopschen Konkavgitter von 3m Kriimmungsradius gemacht. 

Das pee (Gesamtstrichzahl 75 000, Gitterkonstante 1,6933 w) ist in 
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Linien wurde ein Steinheil-Glasprismenspektrograph mit Lichtstarke 
1:10 benutzt. Die mittlere Dispersion betrug bei 7000 A ungefahr 50A/mm 
und bei 5000 A ungefahr 15 A/mm. 

Fiir die Aufnahmen im nahen Ultrarot wurden Agfa* Infrarot- Platten 
950 und 850 hart benutzt, welche jeweils kurz vor dem Gebrauch mit 
Soda-Ammoniaklésung iibersensibilisiert wurden!). Im sichtbaren Gebiet 
wurden Agfa Spektral-total hart- und Isopan F-, ferner fiir schwache Ab- 
sorptionsspektren auch Isopan ISS-Platten wegen ihrer groBen Empfind- 
lichkeit verwendet. 

Das Magnetfeld lieferte ein Dusorsscher Halbringmagnet von Hart- 
MANN und Brawn. Bei einem Polabstand von 4 mm und einer Stromstarke 
von 20 Ampére wurde eine Feldst arke von annahernd 40000 GauB erzielt?. 

Die Wellenlangen der Absorptionslinien wurden mit emem ZeiBschen 
MeBmikroskop mehrfach ausgemessen. Als Vergleichsspektrum diente 
das Spektrum eines Eisenbogens. Im nahen Ultrarot wurde das Spek- 
trum einer Quecksilberlampe iiber dem Eisenbogenspektrum mit auf- 
genommen. Die MeBgenauigkeit betrug in Aufnahmen mit dem Spektro- 
graphen fiir die scharfen Linien etwa + 0,5 A und fiir die diffusen etwa 
+2A. Bei Gitteraufmahmen waren die MeBfelder fiir die scharfsten 

-Lnien kleiner als + 0,2 A. 


3. Ergebnisse. 


Von dem Absorptionsspektrum des NdF, wurden 7 Liniengruppen im 


Sichtbaren und 2 im Ultraroten aufgenommen und ausgemessen,. Fiir die ~ 


7 sichtbaren Gruppen sind die willkiirlichen Bezeichnungen A, B, ..., G 
von Ewatp’) beibehalten, wahrend die 2 Gruppen im Ultraroten will- 
kiirlich mit UR, und UR, bezeichnet wurden. Jede Liniengruppe besteht 
aus einer Anzahl von starken, scharfen Linien, an deren kurzwelliger Seite 
zahlreiche schwache, diffuse, dicht zusammengedrangte Linien anschlie- 
Ben, die allerdings nur bei dickeren Absorptionsschichten beobachtet 
werden. Die ersteren sind in bekannter Weise als reine Elektroneniiber- 
giinge zwischen denim Kristallfeld aufgespalteten Termen des Nd*+*+-Ions zu 
deuten, wahrend die letzteren nach der Vorstellung von Joos und Ewarp4)5) 
als Uberlagerung von fuBeren Gitterschwingunger iiber Elektronen- 


libergange aufzufassen sind. Das NdF3-Spektrum ist deshalb verhaltnis-’ 


maBig einfach, weil dieser Kristall weder Komplexionen noch Kristall- 
wasser enthalt und somit nur duBere Gitterschwingungen fiir eine Uber- 
lagerung in Frage kommen. 


*) Rezept der Agfa: 80 cm? Ammoniak konzentriert, 80 g Soda kristallisiert 
werden in 1000 cm* destilliertem Wasser gelést. Die Lésung wird 1:40 mit 
eisgekiihltem Wasser verdiinnt, die Platten werden 6 Minuten darin gebadet, mit 
Methylalkohol abgespiilt undim kalten Luftstrom getrocknet. — 2) A. SCHMILLEN 
Ann, d. Phys. (5) 39, 502, 1941. — %) H. Ewatp, a. a. O. — 4) G, Joos und 
H. Ewaxp, Gottinger Nachr. I, 3, H. 6, 71, 1938. — 5) H. Ewatp, a. a. O, 
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; Die reinen Elektronensprunglinien zeigen durch das ganze Spektrum 
hindurch zwei konstante Frequenzintervalle. Fast in allen Fallen liegt 
auf der langwelligen Seite ciner starken Linie im Abstand von 46 cm! 
eine etwas schwiichere Begleitlinie. In manchen Fiillen ist im Abstand 
von 148 cm eine zweite, ganz schwache vorhanden, Da dieselben kon- 
stanten Frequenzintervalle in allen Liniengruppen auftreten, lassen sie 
sich nur auf Aufspaltungen des gemeinsamen Terms, also des Grundterms, 
zuruckfihren. Diese Linien sind also Ubergiingen von zwei Aufspaltungs- 
komponenten im Abstand von 46 und 148 cm iiber der tiefsten Kom- 
ponente des Grundterms nach einer jeweils gemeinsamen Aufspaltungs- 
komponente eines hdherliegenden Terms zuzuschreiben, Eine direkte 
Priifung dieser Deutung durch Verfolgung der Temperaturabhangigkeit 
der Intensitatsverhaltnisse konnte deshalb nicht durchgefiihrt werden, 
weil bei Zimmertemperatur die Absorptionslinien ganz diffus und somit 
fir nahere Untersuchung ungeeignet wurden und zur Erlangung von 
Temperaturen unter 80° abs. wiederum kein fliissiger Wasserstoff zur Ver- 
fiigung stand. Trotzdem ist die Deutung der Grundtermaufspaltung sicher 
zutreffend, denn sonst ist das Auftreten der konstanten Frequenzinter- 
valle nicht zu verstehen. 

3 In der Tabelle 1 finden sich die Wellenlangen und die Wellenzahlen 
‘ 

: 


a ee ee ee 
_ ~~ 


samtlicher beobachteter Linien. Die reinen Elektronensprunglinien, die 
aus der tiefsten Komponente des Grundterms hervorgehen, sind durch I 
_ gekennzeichnet, die von den um 46 und 148 cm~ hoherliegenden Kom- 
ponenten ausgehenden durch II und III. Die Linien 6737,3 A (I) und 
- 6758,0 A (II) der Gruppe B, die bei sehr diinner Absorptionsschicht breit 
~ sind, zeigen bei dickerer Schicht einen deutlichen Sattel in ihrer Mitte und 
_ bestehen also aus zwei eng benachbarten Linien. Einige Linien, die in der 
Tabelle 1 durch Sternchen gekennzeichnet sind, scheinen bei dicken Ab- 
sorptionsschichten unbewaffneten Augen jeweils einen schwachen dunklen 
Strich in ihrer Mitte zu haben, der aber in der Photometerkurve nicht fest- 
zustellen ist. Eine Verschiebung des Schwerpunktes solcher Linien beim 
Ubergang von diinner zu dickerer Schicht war im Verhiltnis zur Linien- 
breite sehr gering, wenn tiberhaupt vorhanden. Ob diese Linien wirklich 
doppelt sind oder nicht, ist an Hand unserer Aufnahmen bei der Tempe- 
ratur der fliissigen Luft nicht sicher zu entscheiden. Sie sind im folgenden 
zunichst als einfache Linien gezahlt. 

Fig. 2 zeigt die reinen Elektronensprunglinien der C- und £-Gruppen 
und ihre Deutung. Auf der Aufnahme der #-Gruppe sind noch keine 
Linien III zu sehen. Die Aufnahme der C-Gruppe zeigt deutlich die Inten- 
sitatsverhaltnisse der drei jeweils zusammengehorigen Linien I, If und III, 

die natiirlich auf die Besetzungszahl der Komponenten des Grundterms 
nach dem Bortzmannschen Gesetz zuriickzufiihren sind. Wie auch bei 
allen anderen Liniengruppen, treten in der C-Gruppe nur solche Linien III 


Tabelle 1. Die Elektronensprunglinien ‘ia EA auBérea sche ngung 
linien des NdF;. : ; 


4 a ae a 

; ae 

Linien- I ist IIL mamta 
gruppe 


zin A vin em—} Zin A | vin em 2zinA |vinem= iin A yin em: 


Uk, 8823 11331] 8862 11281 

(11500 cm~) | 8697 11495 | 8733 11448 
8657 11548 

8589 11640] 8626 11590 

8576 11657] 8615,5| 11604 


UCR, 7937,0| 12596} 7966,3 4 12450 
(12700cm-*) | 7927,4| 12611] 7956,5 12464 
7920,0| 12623] 7948,8 5) 12477 
7886,3 | 12677} 7915,0 12531 
7872,7 | 12698] 7901,3 
7831,7 | 12765 
7777,5 | 12854] 7805,0 
7740,0| 12916] 7768,0 


A 7398,3| 13543 |*7423,1 

(13600cm-) |*7352,7 | 13596 |*7377,1 
7304,4| 13687| 7330,7 
7287,6| 13747] 7311,6 
7284,9| 13723] 7309,1 
7280,6| 13732 


B +6737,3| 14839 |+6758,0 
(14900cm-1) | 6725,6| 14865] 6746,6 
6708,1 | 14903} 6728.5 

6694,2| 14934] 6714.5 

6679,8 | 14966] 6700,2 


See 6249,5 | 15997] 6267,0| 15952 | 6308,0| 15849 | 6170 
(16100cm=!) | 6235 | 16034] 6252,5| 15989 | 6299.5] 15888 | 6158 | 
6229 | 160501 6246 | 16006 | 6286.5) 15903 | 6146 
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Tabelle 1. (Fortsetzung.) 
<a Schwi S- 
Petia | mm [Sta 
Zin A | vin em] Zin A vinem~] din A | yin em— ain & vin cn 
6225 | 16060] 6243 = 16014 | 6283 | 15912 | 6133 | 16301 
6208 | 16104] 6225 16060 6118 | 16341 
6182 16172] 6199 16127 6107 | 16370 
6100 | 16389 
6082 | 16437 
6074 | 16459 
6058 | 16503 
D 9776,3 | 17307] 5790,6 | 17264 5648 | 17700 
(17400cm-) | 5773,4| 17316] 5788,0| 17272 | 5822 7| 17169 | 5628 | 17763 
5759,7 | 17369] 5770,6; 17324 | 58 iy 1 9 SOLZ ay 81a 
5708,4| 17513 5575 17932 
9704,3 | 17526] 5718,9| 17484 9971 | 17945 
5688,6 17574 5560 19980 
5676,5 | 17612] 5691,3| 17566 55514 | 18010 
| 5533 | 18068 
E 9222.3; 19143] 5234,6| 19098 | 5262,1) 18998 ac 
(19200cm-*) |*5197,6 19234] 5210,1| 19188 | 5238,2) 19085 
*5191,8 | 19256] 5204,2| 19210 
9171,0 | 19333] 5183,3| 19287 | 
Et 5106,8 19576] 5118,9 | 19430 | 5145,3, 19430 ae 
(19600cm-?) | 5099.3) 19606] 5110,7) 19561 
5087.5 19651] 5099,3 19606 | 5162,0) 19503 
5079,2| 19683] 5090,5| 19639 | 
5073,2 | 19706] 5085,3 |) 19657 
5062.9 19746] 5074,5 19701 
G 4726,5 | 21151] 4749,5 | 21049 | 4749,6) 21004 re | 
(21200cm-) | 4721,5 | 21174] 4731,8 | 21128 | 4754,6, 21026 
4716,8 | 21195] 4726,5 | 21151 | 4749,5|) 21049 
4708,5 | 21232 4741,7, 21084 
4£704,2| 21252) 4714,1 | 21207 | 4736,5) 21107 
4686,2 21333] 4694, 21290 
4682,2 | 21352] 4691,8 | 21308 


*) Scheint verdoppelt (siehe S. 57). 


| 


+) Verdoppelt, Komponentenabstand dv = 9 cm-?. 


Die angegebenen Werte von 4 und wsind die des Schwerpunktes. -— **) Die Schwingungs- 

linien der E-Gruppe sind von den Elektronensprunglinien der Gruppe F und die der F- 

und G-Gruppen von den Linien der *P,- und *P,-Gruppen des als Verunreinigung ent- 
haltenen PrF, storend iiberlagert und konnten deshalb nicht ausgemessen werden. 


auf, deren zugehérige Linien I und II die langwelligsten innerhalb der- 
selben Gruppe sind. DaB sie bei den kurzwelligen Linien I und II nicht 
beobachtet wurden, ist auf ihre geringe Intensitét und ihre ungiinstige, 
zwischen die langwelligen starken Linien I und II derselben Gruppe fal- 
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lende Lage zuriickzufiihren. Das fast immer gleichzeitige Auftreten der 
zusammengehorigen Linien I und II und in vielen Fallen auch der ZU- 
gehorigen Linie III zeigt, daB die Ubergangswahrscheinlichkeit jeweils 
fiir die drei Ubergainge praktisch gleich ist. Dies entspricht der oben 


etna 
Nyon fe ot 


Fig.2. Reine Elektronensprunglinien, oben Gruppe C, unten Gruppe E. Die von ver- 
schiedenen Grundtermkomponenten ausgehenden Linien sind durch I, II, III 
gekennzeichnet, Gitteraufnahme. » wachst nach rechts. 


(S, 55) gemachten Annahme iiber die Ubergangswahrscheinlichkeit. 
Durch das stets gleichzeitige Auftreten der jeweils zusammengeh6rigen 
Linien ist die Deutung der Linien sehr erleichtert und Verwechslungen 
von Linien I mit II, die wegen des geringen Intensitatsunterschiedes 
denkbar waren, erscheinen ausgeschlossen, 

Die Tatsache, daB das ganze Spektrum dieselbe Grundtermaufspaltung 
zeigt, liefert auBerdem einen Beweis dafiir, daB der Kristall nur eine Sorte 
von Nd*++-Ionen mit immer demselben umgebenden Kristallfeld ent- 


halt, was mit der réntgengenographisch bestimmten Struktur iiberein- 


Fig. 3. Schwingungsiiberlagerung, Gruppe B. Oben dicke, unten diinne Schicht. 
Prismenspektrograph. » wachst nach rechts 


stimmend ist (S. 53). Das beobachtete Spektrum ist also das Spektrum 
eines Ions, nicht etwa die Summe der Spektren mehrerer beztiglich der 
umgebenden Kristallfelder verschiedener Ionen. Es ist also zulassig, aus 


dem Spektrum ohne weiteres Schliisse auf das absorbierende Ion zu ziehen. 


ver ern 
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Die auBeren Schwingungslinien einer Gruppe sind gegeniiber den 
Elektronensprunglinien so schwach, daB sie erst bei Schichtdicken auf- 
| treten, bei denen die Elektronensprunglinien vollig in ein Band zusammen- 
_laufen (Fig. 3). Sie sind im Vergleich zu den reinen Elektronensprung- 
_linien schwicher als bei den kristallwasserhaltigen Nd+++-Salzen, Sie er- 
strecken sich, an ihrer langwelligen Seite in den Bereich der reinen Elek- 
tronensprunglinien hineinlaufend, in einem Frequenzbereich bis etwa 
460 cm™. Wegen ihrer groBen Diffusitit und schwachen Intensitit im 
Vergleich zu den reinen Elektronensprunglinien kénnen sie mit den 
_letzteren nicht verwechselt werden. Da sich iiber eine reine Elektronen- 
_ sprunglinie mehrere verschiedene Schwingungsfrequenzen uberlagern k6n- 

nen und die entsprechenden Uberlagerungslinien nicht panz die Scharfe 
der reinen Elektronensprunglinien haben, bildet die Gesamtheit aller 
_zu einer Liniengruppe gehérigen Uberlagerungslinien eine sehr enge und 
nicht mehr auslésbare Anhaufung von Linien. Es ist also nicht méglich, 

die Uberlagerungslinien eindeutig den Elektronenspriingen zuzuordnen 
-und die Frequenzen der iiberlagerten Gitterschwingungen zu bestimmen. 
Die mit Sicherheit beobachteten Schwingungsfrequenzen liegen jedoch 
im Bereich zwischen 130 und 460 cm™?). Sie sind also gréBer als z. B. 
beim Nd,Zn,(NO3),2 ° 24 H,O (50 bis 290 cm~)?), was wegen der geringen 
Masse der Gitterbausteine und der fehlenden Verdiinnung durch Kristall- 
wasser zu erwarten ist. 

Die Zeeman-Aufnahmen der reinen Elektronensprunglinien zeigten 
nur bei zwei im Abstand von 6 cm™! nebeneinanderliegenden Linien der 
Gruppe A (7284,9 und 7287,6 A) und bei den ihnen zugehdrigen Linien II 
eine Linienaufspaltung. An Stelle der zwei urspriinglichen Linien traten 
jeweils drei Komponenten auf, die einen Gesamtabstand von 13 cm™ haben 
und deren mittlere Komponente schwacher als die 4uBeren ist und zwischen 
den beiden urspriinglichen Linien liegt. Mit absinkender Feldstarke 
nimmt die Gesamtaufspaltung ab, wahrend die mittlere Komponente 
immer breiter wird und schlieBlich wiederum in zwei duferst schwache 
Komponente aufspaltet. Es ergibt sich daher, daB bei der errcichbaren 
hoéchsten Feldstarke die beiden Linien in Dubletts (Abstand etwa 6 cm~) 
aufgespalten sind und die kurzwellige Komponente der einen Linie mit 
der langwelligen der anderen zusammenfallt. Bei allen Ubrigen Linien 
wurde ausnahmslos eine symmetrische Linienverbreiterung im Magnet- 
feld beobachtet. In Fig. 4 sind zwei Zeeman-Aufnahmen, namlich fiir die 
Liniengruppen E und G, reproduziert. Die Aufnahmen mit und ohne 


1) GroBere Frequenzen kommen sicher nicht vor. Dagegen ist es moglich, dah 
kleinere Frequenzen sich der Beobachtung entziehen, da sie die langwelligsten 
Uberlagerungslinien sind und von den kurzwelligsten Elektronensprunglinien 
iiberdeckt werden. Wahrscheinlich sind auch diese Frequenzen nur wenig kleiner 
als 130 cm-!, — #) H. Ewatp, a.a. O. 
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Magnetfeld wurden mit demselben Praparat und derselben Belichtungs- ‘ 
zeit auf ein und derselben Platte gemacht, so daB die Linienverbreiterung 
im Magnetfeld durch Vergleich deutlich zu sehen ist. Auf der Aufnahme 
fiir die G-Gruppe liegen links davon die Linien der 3P,-Gruppe und rechts 
davon die der 3P,-Gruppe des als Verunreinigung enthaltenen PrF,. Sie 


ohne Feld 
; : mit Feld 
i 4 
; ca. : dy 
Piag ~ 
; bi} ; ohne Feld 
: : : : - a ¥% 
3 sit : -< 
a Sees ae = a. : 
a ° 
7 4 : 
; - mit Feld 
, . 
4 _ 4 : > : = 
Pr-Linie Pr-Linien 
Fig. 4. Linienverbreiterung im Magnetfeld (Feldstarke etwa 40 000 GauB). 
Oben Gruppe E, unten Gruppe G und Pr~ ~*~ ~-Linien. » wachst nach rechts. 


haben wegen der geraden Elektronenzahl als einfache Linien zu gelten 
und zeigen auf der Zeeman-Aufnahme auch weder Linienaufspaltung 
noch Linienverbreiterung. Die Pr-Terme haben also tatsachlich im Kristall 
keine Entartung mehr. 


4, Diskussion der Ergebnisse. 


Die Linienverbreiterung der reinen Elektronensprunglinien im Magnet- 
feld weist darauf hin, daB jede Linie im Magnetfeld aus mindestens zwei 
Komponenten besteht, deren Wellenlangen so wenig voneinander ver- 
schieden sind, daB die Trennung solcher Linienkomponenten mit dem 
benutzten Spektralapparat nicht erzielt werden konnte. Dies ist auf eine 
iiuBerst kleine magnetische Aufspaltung der Terme!) und die bei der Tem- 
peratur der fliissigen Luft noch ziemlich groBe Linienbreite zuriickzu- 
fuhren, Da die samtlichen Linien im Magnetfeld entweder eine Aufspal- 


) Oder die Aufspaltung kénnte einen beliebigen, aber im oberen und unteren 
Term gleichen Betrag haben, und auBerdem miiBten Auswahlregeln dafiir 


sorgen, daB nur die praktisch mit der unaufgespaltenen Linie koinzidierenden 
Komponenten auftreten, 


SMO ee Copy 
eae bee Lr At: jars t oe | a ‘ y 
: “ mye ye ie Ser nats 7 o 
3 es Neodymfluorids NdFy. = 63 
ak uae a, : B MAY 3 
iy eine Verbreiterung zeigen, ist es also verntinftig anzunehmen, 
lle im elektrischen Feld des Kristalls getrennten Komponenten der 
tretenden Terme im Magnetfeld nochmals in je zwei Komponenten 
espalten sind"), Die durch ungerade Elektronenzahl bedingte KRAMERS- 
e Entartung ist also an Hand des NdF, unmittelbar experimentell 
uweisen. 


. Tabelle 2. Linienzahl und experimentelle J-Werte *). 
-_Liniengruppe CATS eee | F 


Seb seen ie) Beeb Gt 2 tse (6) 
*/s | 11/s (75/2) mes fs M/s 18/5 "I ( 
Teil is el or Sa A oe A a ee as Dea Be 


in Bedeutung der eingeklammerten Zahlen siehe S. 64. 


2 n der Tabelle 2 finden sich die aus Tabelle 1 abgezahlten Zahlen der- 
jenigen Linien der einzelnen Liniengruppen, die aus ein und derselben 
Komponente des Grundterms ausgehen. Sie ist mit der Komponenten- 
rah] des entsprechenden oberen Terms identisch. Unter der Annahme, 

8 die auftretenden Terme bis auf eine doppelte Entartung vollkommen 
ufgespalten sind und daB jede Komponente eines oberen Terms eine be- 
itbare Absorptionslinie hervorgerufen hat, folgen die J-Werte der 


untersuchten Liniengruppen entsprechenden oberen Terme aus der 


Linienzahl = J + 1/,._ 
Die ‘Tabelle 2 enthalt die in dieser Weise errechneten J-Werte und die 


Anderung von J beim Ubergang, da der Grundterm J = 9/, hat. 
- Zum Vergleich wurden fiir die Linienzahlen der sieben im Sichtbaren 
iegenden Liniengruppen Daten von einer Reihe anderer Nd-Salze aus 


Ewatpschen Untersuchung?) herausgenommen und in Tabelle 3 
_ Tabelle 3. Linienzahl im Vergleich mit anderen Salzen*). 
feamia |x < [se 


6 
4 
1 


a 


G 
4h 
4 


7 
3 


NOP & OLOUN 
a a 


COR CRONIN 
Sma vas 99/5 


‘*) Bedeutung der eingeklammerten Zahblen siehe S. 64. 


2) Es sei erwahnt, daB die Linien des Pr+++-Bromats und -Sulfats im Magnet- 
i nur Linienverschiebungen zeigen, wahrend jede Linie des als Verunreinigung 
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zusammengestellt. Wie man sieht, ist die Linienzahl beim NdFs3, wie 
es zu erwarten ist, stets groBer oder mindestens ebenso groB wie bei den’ 
anderen Nd-Salzen, mit Ausnahme von Nd-Bromat und Nd-Chlorid, 
deren Spektren ein etwas abweichendes Verhalten zeigen. Abgesehen 
vom Bromat und Chlorid ist die Zahl der Linien der D- und E-Gruppe 
bei allen Salzen ebenso groB® wie beim NdFs, d.h. in allen diesen Salzen 
sind die beiden Terme bereits in lauter nur noch doppelt entartete Kom- 
ponenten aufgespalten, was auch zu erwarten ist, da diese Salze in der 
Tat hexagonal oder von noch niedrigerer Symmetrie sind. Dagegen zeigen 
Bromat in einer Gruppe und Chlorid in zwei Gruppen mehr Linien als 
NdF;, was nach unseren Uberlegungen nicht sein darf. Man beachte, 
daB die Linienzahl der E-Gruppe bei Chlorid 7 und bei allen anderen Sal- 
zen nur 4 betragt. Unerwarteter Reichtum an Linien ist auch bei Pre 
Bromat beobachtet!). Das anomale Verhalten des Bromats und Chlorids 
konnte vielleicht daran liegen, daB in diesen Kristallen mehrere Ionensorten 
vorliegen, die sich durch die einwirkenden Kristallfelder unterscheiden, 
was verschiedenartige Aufspaltung der Terme der verschiedenen Nd***= 
Sorten zur Folge hat. Méglicherweise kristallisieren auch verschiedene Salze 
gleichzeitig aus, die verschiedenen H,O-Gehalt und verschiedene Gitter 
haben und die von EwaLp nicht getrennt untersucht wurden, oder die 
Trennung von I- und II-Komponenten ist nicht vollstandig durchgefihrt. 
Aus diesem Grunde sollen die Bromat- und Chloridspektren vor einer ge- 
nauen Nachpriifung vorlaufig nicht mitgewertet werden. Es ist jedoch auch 
moéglich, daB die in Tab. 1 durch * gekennzeichneten Linien wirklich 
doppelt sind. Es gelten dann in den Tab. 2, 3, 4 die eingeklammerten Werte. 
Die experimentell gefundenen J-Werte der auftretenden Terme liegen 
zwischen 7/, und 1%/, (Tabelle 2) und sind dem Betrag nach mit denjenigen 
der theoretisch méglichen Terme vertraglich, da die letzteren die Werte 
von 1/, (bei #)1/,- und #P1/,-Termen) bis !7/, (beim 2/a7/,-Term) haben 
kénnen, Die gré8te Anderung von J bei den Absorptionsiibergangen 
betragt 3, da 4/9), der Grundterm ist. Das ist in Ubereinstimmung mit 
der von VAN VLECK*) aufgestellten Regel fiir elektrische Dipolstrahlung, 
die wir hier nach HELLWEGE) vor uns haben. Nach dieser Regel sind 
nimlich die Uberginge mit AJ-Werten bis 5 oder 4 einschlieBlich erlaubt, 
je nachdem ob die fiir das Auftreten solcher Ubergange notwendige Un- 
symmetrie durch eine Unsymmetrie der Punktlage im Kristallgitter oder 
durch eine Unsymmetrie, der Warmebewegung bedingt ist. Sind die in 
Tabelle 2 angegebenen J-Werte richtig, so sind damit alle theoretisch 
méglichen Terme mit J ="™/, bereits festgelegt. Ein noch méglicher 
funfter Term mit J = "/, muf namlich zum tiefsten Multiplett 47 gehéren 


? A Merz, a, a.O, — *) J. H, VAN VLECK, Journ. phys. chem. 41, 67, 1937, 
*) K, H. Hettweece, a. a. O, 


a ee Rec iaoeicinty ihe “Tonns nach Aue Sonne 
LDschen Formel (6 = 34) nur 6400 cm— betragt, ins ferne Ultrarot. Die 
eser Arbeit nicht untersuchten Terme im UV diirften also den Wert 
Wy), nicht mehr aufweisen. Auffillig ist, daB uberwiegend groBe 
/-Werte auftreten. Es werden nimlich Ubergange mit AJ = + 2 und 
, aber nicht Ubergange mit AJ = — 2 und —3 beobachtet, und auch 
= + 1 ist viel hiufiger als AJ = —1. Falls also die angegebenen 
ferte doch noch falsch sein sollten, sind sie mit einer gewissen Wahr- 
nlichkeit zu groB. 1 
as kénnte zunichst dadurch vorgetauscht sein, daB zwei Rerashitdent 
ngruppen sich tiberlagern und nur als eine gezihlt wurden. Bisher 
1 solcher Fall von Rosa?) am Dy-Athylsulfat nachgewiesen worden. 
‘itens ist die Méglichkeit nicht von der Hand zu weisen, da in Einzel- 
en die Voraussetzungen der BeTuEschen Theorie im Kristall nicht ge- 
realisiert sind, die Ergebnisse der Theorie also nicht stimmen. So ist 
sits von HELLWEGE*) gefunden worden, daB der 3P-Term des Prase- 
tyms, der in allen Kristallen nach der Theorie cack sein sollte, im 
Pr-Zn-Nitrat, Pr-Nitrat und Pr-Athylsulfat zwei Komponenten hat (Ab- 
\d ‘beim Pr-Zn-Nitrat 42 cm~), und im Pr-Sulfat besteht die Gruppe 
‘tatt aus einer Linie aus mehreren im Abstand von nur etwa 0,5 cm}. 
I ch hier hat man also mehr Linién, als nach der Theorie zu erwarten ist. 
Ein Vergleich der oben bestimmten vorlaufigen J-Werte mit der Mux- 
HERJIschen Zuordnung (Tabelle 4) zeigt groBe Abweichungen. Die J-Werte 
ich MuKHERII sind bei fiinf Termen um 3 oder 4 kleiner als die oberen. 


“ Tabelle 4. 
bard = Werte i im Vergleich mit der Zuordnung von Mukherji*). 


ag ey SS) Ta es Eas ee oe a 


P cp. J-Werte. */s **/ Ip (75/2) | */2 aie op ‘Ie (*/2) ait ae 
MUKHERJI... |4G5/,|4G7/,| *G9/  AG11)|4F 5), 4F'7/,) *F9/.  |*Ds/,)*D7/, 


Abweichung-. | +2] +4|/+1(+3)} 0 [+3] +3]—1(+1))+3]+3 


eels der eingeklammerten Zahlen siehe S. 64. 


D iese groBe Abweichung ist sicher nur auf die Unzuverlassigkeit der 
M UKHERJIschen Zuordnung zuriickzufiihren. Denn seine Zuordnung 
eruht auf der Hunpschen Regel der Termreihenfolge’*), die nach der 
hrung nur fiir die tiefsten Terme streng gilt, wahrend bei hdheren 
Termen im allgemeinen Ausnahmen auftreten. Nach einer nach dem 
LaTnschen Bea OR res an ate der Termenergien 


yA. Rosa, Ann. d. Phys. (5) 43, 161, 1943. —*) A. Hetiweee, Ann. d. Phys. (5) 
, 226, 1940. — %) F. Hunn, a. a. O. —*) J. C. SLATER, a. a. O. — 5) Hier 
en meee inane der Rechnungen im einzelnen nicht ver6ffentlicht. 


66 ; Y. K. Cuow, = 


47 die Terme 4F und 48 die tiefsten sind, die in dieser Naherung zusammen= — 
fallen, und daB 4D sehr hoch, und zwar héher als eine ganze Rethe von 
Dublettermen liegt. 

Wegen der unregelmaBigen Verteilung der J-Werte ist leider ohne eine | 
gewisse Willkiir kein Multiplett aus dem Spektrum zu erkennen. Die 
in dieser Arbeit versuchte Methode, die J-Werte aus der Komponenten- 
zahl der Liniengruppen zu bestimmen, fiihrt also in dieser Beziehung noch 
nicht zu einer voll befriedigenden Deutung des Nd***-Spektrums. 


5. Zusammenfassung. 


Es wurde das Absorptionsspektrum des Nd***-Ions in dem festen 
Salz NdF, im Sichtbaren und Ultraroten bei der Temperatur der fliissigen ~ 
Luft untersucht. Es konnten die reinen Elektronensprunglinien (vg) von 
den Uberlagerungslinien der duBeren Gitterschwingungen (vg + vg) 
sauber getrennt werden. Da innere Gitterschwingungen wegen des Feh- 
lens von Kristallwasser und Komplexionen nicht auftreten, ist das Spek- 
trum des NdF, einfacher als das aller anderen bisher untersuchten Nd***— 
Salze. Aus wiederholt auftretenden konstanten Frequenzintervallen zwi- 
schen den reinen Elektronensprunglinien wurden zwei hdhere Aufspal- 
tungskomponenten mit 46 und 148 cm! des Grundterms festgestellt, 
welche bei der Untersuchungstemperatur merklich angeregt sind. Da das 
ganze Spektrum dieselbe Grundtermaufspaltung zeigt, besitzt NdF, 
nur eine Sorte von Nd***-Ionen mit immer demselben umgebenden 
Kristallfeld, in Ubereinstimmung mit der réntgenographisch bestimmten 
Struktur. 

Fiir die reinen Elektronensprunglinien wurden transversale Zeeman- 
Aufnahmen gemacht. Bei der erreichbaren Feldstirke von etwa 40000 GauB 
zeigten zwei Linien der A-Gruppe und die zugehdérigen ersten Grundterm- 
aufspaltungslinien Linienaufspaltung in Dubletts von etwa 6cm-! Ab- 
stand, wahrend die iibrigen ausnahmslos eine als symmetrische Linien-- 
verbreiterung beobachtete Aufspaltung zeigten. Dagegen wiesen die als” 
Verunreinigung auftretenden Pr-Linien der 3Py- und °P,-Gruppen weder 
Linienaufspaltung noch Linienverbreiterung auf. Die Terme des Nd+++- 
Ions (ungerade Elektronenzahl) sind also im Gegensatz zu den Termen des: 
Prt*+-Tons (gerade Elektronenzahl) im elektrischen Kristallfeld zwei- 
zihliger Symmetrie noch entartet (KRAMERSsche Entartung), 

Es wurden ferner diejenigen Linien der einzelnen Liniengruppen ab- 
gezihlt, die von einer und derselben Komponente des Grundterms aus- 
gegangen sind, Unter Annahme der vollkommenen Aufspaltung der 
Terme bis auf eine doppelte Entartung und des Fehlens von Ubergangs- 
verboten wurden aus den Linienzahlen die J-Werte der auftretenden 
Terme ermittelt, Die so gewonnenen J-Werte sind dem Betrag nach mit 


gh pd pula ar MN oR: Riek ee aoa ll 

der theoretisch méglichen Terme vertriglich. Die gréBte 
von J bei den Absorptionsiibergiingen betrug 3, in Uberein- 
ng mit der von VAN VLECK aufgestellten Regel fiir elektrische 
ahlung. Die Verteilung der J/-Werte der einzelnen Liniengruppen 


um Multiplett zusammenzufassen. ' 
Die vorliegende Arbeit wurde in der Zeit von September 1941 bis 
Februar 1943 im Zweiten Physikalischen Institut der Universitat Gét- 
en durchgefiihrt. Herrn Dozent Dr. K.-H. HELLweGeE méchte ich fiir 
: egung zu dieser Arbeit sowie fiir sein dauerudes forderndes Interesse 


ler benutzten Praparate herzlich danken. Auch der Alexander-von- 
Tu iboldt-Stiftung, Berlin, danke ich fiir die Gewahrung eines Stipen- 
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7. 


Uber den Einflu8 der Seininalarsa Tragerdittusior on 
auf einem Lichtbogen. | 


’ Von W. Weizel in Bonn und G. Schmitz in Braunschweig. = 
“Mit 4 Abbildungen. 
(Eingegangen am 16. Juni 1944.) 


Die Differentialgleichung der wandstabilisierten Lichtbogenentladung ~ 
unter Beriicksichtigung der Warmeleitung durch ambipolare Tragerdiff 
fiir einen speziellen Fall integriert. Die so erhaltene Temperaturverteilung | 
den Rohrradius wird mit Temperaturverteilungen, die man bei gleichem Druc! 
und Rohrradius unter Vernachlassigung der ambipolaren Tragerdiffusion er rhalt 
verglichen. Hierbei werden erstens der Gradient, zweitens die Leistung und drifted 
die Stromstarke in den beiden Entladungen festgehalten. Es ergibt sich, daB 
die ambipolare Diffusion die Temperaturverteilungen nicht wesentlich ab 
andert. Bei den absoluten Zahlenwerten von Spannung, Strom und Leistung sin 
jedoch Unterschiede bis zur Gré®enordnung 2 zu beobachten. __ 

Fiir das Verhalten eines Lichtbogens, der in einem nicht allzu we: 
Rohr brennt, ist seine Energiebilanz mafSgebend'). Die Stromwarme 
wird zum Teil ausgestrahlt, zum Teil zur Rohrwand transportiert, A . 
Ce: dem Energietransport beteiligen sich die klassische Warmeleitung un 
: die ambipolare Diffusion der Ionen und Elektronen. Rompr und Scuvt 72) 
haben darauf hingewiesen, daB die Diffusion bei hohen Ray. r 
ea _ die klassische Wiarmeleitung sogar iiberwiegt, und einer von uns) h 
a fiir die Verteilung der Temperatur iiber den Rohrquerschnitt die Dif- 
ferentialgleichung i. 


Met dn\ aT A , + 
: y dp {r [x+eu, Dom 37 | att e&.{b, + b))n—S (T) =) (1) 
aufgestellt, in der ‘ 
; Np ; eC (b, + dj) n ig 
oe hN} die Stromwirme, a, 
es (. eg a 
, ? aM r To * ap Ss “) 
ea den Energieverlust durch klassische W. armeleitung und Bo 
<*n 7 a 
Y oN ~¢ 
a 1d {dn dT My 
aN , eu; Dam — r dr ‘aT adr. ; 
pine *) W. Evenrnaas, Physica 2, 169, 1935; G. HELLER, Physics 6, 389, 1935. 
ae 2) R. Rompe und P. Scuuts, Zs. f. Phys. 113, 10, 1939, 
pte *) W. WeizeL, Zs. f. techn. Phys. 24, 90, 1943; R, Rompe, W. Tourer | und 
i) W. WeizgEL, Zs, f. Phys. 122; 1, 1944 
ay = 
oe 


ey. Pee on au oe ey ~ J 
We tay fa° 
igerdif sion auf ¢ nen Lage ; 69 


tsldstanke den sogenannten ee a b, und b; die Beweglich- 
ten von Ionen und Elektronen, n die ‘[hagerdlichie, x dest Koeffizienten 
- klassischen Warmeleitung, T die absolute Temperatur, U; die wirk- 
same Ionisierungsspannung des Gases, e die Blektronenladung und? 

den ambipolaren Diffusionskoeffizienten. Er setzt sich aus den Ditters. 
koe ef ienten der Elektronen und Ionen nach der Formel 


oe biDe + beDi — . 
es Pam = bet bi (2) 


rion der Pemperatur 
Zu der Gleichung (1) kommen noch die Randbedingungen, dak die 

Temperatur in der Rohrmitte ein Maximum und auf der Rohrwand — 
cir n vorgegebenen Wert 7, hat. Ist R der Rohrradius, so werden sie 


cas (3) 


o r=R; (4) 
nuliert. Die Gleichung (1) zusammen mit den Randbedingungen (3) 

d (4) bestimmen grundsitzlich die Temperaturverteilung iiber den 

hrquerschnitt und damit alle Eigenschaften des Lichtbogens. 


a Saas eames man die ambipolare Diffusion, d. h. setzt man D,,, = 0, 
> echt aus Gleichung (1) die ELENBAAS-HELLERsche Gleichung}) - 


. ea (be + b)n—S(T) = (5) 

pk : ‘ e 
= r den Lichtbogen hervor, deren eee Auswertung fiir Queck- 
5 sulk a2 ampf bereits vorliegt?). 


Die Aufgabe dieser Untersuchung soll darin bestehen, den EinfluB 
ambipolaren Diffusion quantitativ zu Merio\aen: eae 


ae 
oe. Umformung der Gleichung. Ahnlichkeitsgesetz. 
_ Um die Gleichung (1) zu verwerten, muB man zunichst die Trager- 


- dich e n durch die Sanasche Gleichung 


S | Uj 

et Ci ‘af 2nm\*ls yap! BRE 

ae n=(22| re Juth yp te (6) 
mit der Temperatur in Zusammenhang bringen und die Ausstrahlung 


(7) 


2) G. HELLER, Pipaics 6, 389, 1935. 
2) G. Scumitz, Phys. Zs. 44, 129, 1943; W. Weizex und G. Scumirz, ebenda 


44, 383, 1943; G. Scumitz, ebenda 45, 65, 1944. 


i ; 


ce 


Cox 
1e 


Konstante, p der Druck, B eine Konstante. 
Zweckmabig fiihrt man statt T die reduzierte Temperatur 


und statt der Radialkoordinate r die GréBe 
nah. 
are 


ein, wodurch man 


Ja 


erhalt und die Gleichung (1) auf die Form 


ee Ae Lesa) a8}  4eeaGe ENE, SUES 
5 tt fe (1+ x dj dp xeUi _ xeUi ee 


bringt. Die Randbedingungen lauten dann 


e=90; 


Da die Tragerbeweglichkeit dem Druck umgekehrt proportional st 
setzen wir ae 


b, =; a 


P 
um diese Abhingigkeit sichtbar zu machen. Im iibrigen yernach 


eg wir immer ); gegen b,. Zur Abkiirzung fiihren wir die dimensionsfi 
Funktionen 


es. F ae 
A@=9'e 29 f, = Ge Ue 


a der reduzierten Temperatur und die dimensionslosen Konstanten?) 


ay ) P. Scuutz und W. Weizet, Zs, f. Phys. 122, 697, 1944. “a 

) Benutzt man in Gl. (6) die SAHA-Gleichung in ihrer urspriinglichen Forn 
(M.N. Sana, Phil. Mag. 40, 472, 1920), in der die Anregungszustande der 
Atome und Ionen sowie der Elektronenspin unberiicksichtigt bleiben, so fallt 
ta in dem Ausdruck fiir die Konstante Ay der Faktor( = s fort (s. W. WEIzEL. 
und G. Scumitz, 1. c.), 90 : - 


yer R Aeneas) MATES a 
K.. ACT be a faa : ise B,(2 m) “ak ‘ 

— Ky=@ Rp 2c |" @B, (2m) "ak 

ay Ree 6,/ xha(eUisi’ 


Soo 
¥ 
a 


* Bk 
a Loe ae xu) 


in, welche noch Druck, Rohrradius ancl Gradient RM wodurch 
¥ d e verhaltnismaBig einfache SSE 


kDamdn\ a9 
eaete (1+ oS ae Kf: (9) — Kafs (9) = (1b) 
halter ten. Die Tragerdichte kann jetzt durch 


xUip 


= 6. G2 Rk 


Ky f, (9) 


t werden, woraus sich 


dn xUip — df, () 
Me ea ead ea 


a areas 
potty 
(4 


aB wir fiir den ambipolaren Koeffizienten 


; 2Ui Bid 
Dam = 2* 2% — 2U;b 9 =? 48 


A eats eth ahiees wit 


kDam'dn (28; Uj d f, (4) 
sar sa | Be em 75 Ta 


dierbei kann man mit guter Naherung 


28:1 Uj- 


a=, GR 


‘Ky 


konstant setzen. 


ciel’ (14K ae) agp fi (9) — Ke fa(9) = 


, wahrend ohne ambipolare Diffusion 


4d 4d 


= dae ay t Mah (9) — Ke fs (9) 


hae ; RG Es ve 
Sug dieser Gegeniiberstellung er man zuerst ab, daB 

Ahnlichkeitsgesetze in dem MaBe verlorengehen, als die amb po 

hos Diffusion in den Mechanismus des Bogens eingreift. ‘Haben namlich 

ad Ky und K, dieselben Werte, so liefert die Gleichung (10) dieselbe Lésung 

| Dies bedeutet, daB Entladungen ohne ambipolare Diffusion ahnlich sin ( d 


3 wenn die Produkte 


Rohrlange die gleiche Gasmenge vorhanden ist und die gleiche Leist 
umgesetzt wird. Die vollstandige Gleichung (9) ergibt demgege 
Lésungen, die K,, K, und K, enthalten und deshalb von p, R und @ 
einzeln abhangen. Die Ahnlichkeitsgesetze gehen also durch die nbi 
polare Diffusion verloren. Uber diese allgemeine Feststellung, die sch 
exer: friiher getroffen wurde), kann man nur durch eine numerische Rechnung 
eo hinauskommen. 7 


Ral ~~ 


Die numerische Berechnung der ambipolaren Diffusion. 


“70 
Die numerische Integration der einfacheren Gleichung (10) 
durchgefiihrt, indem fiir einen Bereich 
me . 5000 < K, < 30000 
ao 0 < K, < 170000 se 
es: der Konstanten K, und K, Lésungsfunktionen ermittelt wunien aa 1c 
tis" dies war schon eine sehr miihsame und zeitraubende Arbeit. Bei dk 
Gleichung (9) ebenso zu verfahren, wiirde bedeuten, daB man jetzt ; all 
drei Konstanten gewisse Bereiche durchlaufen lassen miiBte, was prak 
tisch ganz undurchfiihrbar ist. Auf die allgemeine Lésung dieser Gle 
nm chung miissen wir deshalb verzichten und uns damit begniigen, Se 
charakteristischen Fall durchzurechnen. a 


Um das vorgegebene Randwertproblem in ein Anfargswertpro ob! let 


umzuwandeln, fiihren wir die quadratische Substitution i 
eo 

: el | 1 d a a 

TKiet=y; ae MPG, ate 

ein. Dadurch geht die Gleichung (9) in - 4 


d Ad flae Ry 
ay {u(t + Kad a) so} +h) — Ke f() =0 (9a) 
iiber. Die Randbedingungen lauten dann 
: ~ dd 
iv — 0 : lim / yY—— 0 15) 
‘ | Y dy > ( 
y=4K,: 9=8, J 


AEN Rompe, W. Toourer u. W. Weizet, Zs. f. Phys. 122, 1, 1944. 
eC Scumrrz, Phys. Zs. 44, 129, 1943. 


orgegebenes 9 in der” Entladungsachse We = 6) Seine man | 

st und zweite Ableitung fiir ® aus der Gl. (9a). Dabei ist 

|K, so zu wahlen, daB die. Bedingung (3b) erfiillt wird. Mit diesen 

ten laBt sich die Integration beginnen, die so lange fortgesetzt wird, 
vis % gleich %, geworden ist. An dieser Stelle ist nach Gl. (4b) 


; a i Ry. 


in die Differentialgleichung (9a) eingesetzte Wert fiir K,/K, liefert, 
da jetzt K, bekannt ist, A,. Gl. (11) gibt die gesuchte Temperaturvertei- 
lung tiber dint ‘Rohrradius. 

Die Integration selbst verlauft genau wie bei der GI. (10) (s. G. Scumirz, 
Lc. . Um Rechenarbeit zu sparen, vernachlissigen wir jedoch in den 
einzelnen Integrationsschritten die Veranderlichkeit des Ausdrucks 

a. 


14K oh, 


Wir wahlen K/K i= 3 und beschrinken uns darauf, eine Entladung 
su berechnen, die in der Rohrachse eine Temperatur von 8000° absolut 
3 eicht, was einem Wert $) = 0,077 entspricht. Die Rohrwand mége auf 
520° absolut gehalten werden, so daB wir die Integration bei } =49,, 
0,005 abbrechen k6nnen. 
Um K, abzuschatzen, bilden wir das wecnelaus 
i= 2RUF : 
~ Be RF 


‘Oa 
1 ; betragt 9 Sa BilBe ist ungefahr 
[0-?. Nehmen wir ein Rohr von 0,6 cm 
irchmesser und einen Gradienten von 
4 Volt je cm, was beides nicht un- 
niinftig ist, so kommen wir auf 
= 0,013 K,. Wir setzen K, = 254, 
s ist etwa das 0,035fache des K,- 
y ertes, der sich unter den gleichen Be- 
dingungen ohne Beriicksichtigung der 
ambipolaren Tragerdiffusion ergibt. 
Die Entladung mit ambipolarer Diffu- 
sion zeigt fiir U,/U; = 8/9 (Quecksilber- 
gaat einen Temperaturverlauf tiber 
- den Rohrquerschnitt, der in Fig. 1 wieder- 
i] O5 7 
¢g gegeben ist. Die Konstanten K, und K, de: 
“haben die Werte Fig.1. Losungskurve der Differential- 
ava tee ie a Be isibor 
‘ (3a) und (4a) geniigt. ¥) = 0, 4 
we K, = 7918, K, = 23754, K); Pw= 0,005 (520° K) mit K, 7918; 
= Ka = 2A754s Ke = 10,0382 Ky Die Kurve 


“ ; : ‘ gibt die Temperaturverteilung der Ent- 
_wodurch sich K, zu 0,032 K, ergibt. ladung tiber den Rohrradius. 


O05 


‘Se et 7 * ‘ : x ip fa ‘ .. 
] as 5 a eee 6 PES poe p eee ee ee 
Wir berechnen auch die umgesetzte Str omleis ng allerdin, 


willktirlichen Mafstab), indem wir das Integral Baa Pe 


2 mek 
L=2nK, [ 9"e 200do . 
0 


bilden, fiir welches wir den Wert 
L = 0,559 


finden. ~ 

Um den EinfluB der ambipolaren Diffusion zu erkennen, miissen wit 
jetzt diese Entladung mit anderen Entladungen vergleichen, bei dene 
wir uns die ambipolare Diffusion ausgeschaltet denken. Beide Entladun 
gen mogen bei gleichem Druck im gleichen Rohr betrieben werden 
Durch diese Annahme ergibt sich fiir K, derselbe Wert, in unserem Fal 
23754. Der Gradient der Entladung ist dann der Wurzel aus K, propor 
tional. Es gibt nun drei verschiedene Méglichkeiten, den Vergleich durch 
zufiihren: Wir kénnen entweder die Brennspannung (den Gradienten) ode 
die Leistung oder die Stromstarke bei den zwei Entladungen glei en 

Am einfachsten ist der Vergleich zweie 
Entladungen, die mit gleichem Gradien- 
ten betrieben werden. Bei ihnen hat nic h 
nur Ky, sondern auch K, den gleichen 
Wert. Wir-miissen also die de 


F 
1eé 


az 


7 ¥ 
OSUNY 


() 


Gl. (10) betrachten, wenn K, = 791 
und A, = 23754 ist'). Bei ihr finder 
wir eine Maximaltemperatur 9, 
0,07617 in der Rohrachse, eine I 
stung L = 0,270 in unserem willkiirli hen 
Ma8stab. Auch die Stromstarke/ kénnen 
wir (allerdings auch in einem willkiir. 
lichen Mastab) ausdriicken, indem wir L 
durch +/ K, dividieren. Mit ambipola rer 
Diffusion erhalten wir J = 0,00628 und 
ohne sie J = 0,00303. In der Fig. 2 
ist die Temperaturverteilung tiber dem 
Fig. 2. Temperaturverteilungen mit glei- SQORKCRIR eg hsp, sch bit : “A 
cher mv angsteldstirke | (Gradient) bet punktiert und mit ihr ausgezogen darge- 
cine ambipoare bimwiee eds tadluaen de nnedce eke eo 
iiek ladungen ist auSerdem in der Tabelle 1 
durchgefiihrt. : 


0 


") Die nachfolgenden Temperaturverteilungen ohne Beriicksichtigung der 
ambipolaren Tragerdiffusion wurden aus den Lésungen der Gl. (10) fiir My 
= 0,072, 9% = 0,077, % = 0,082 mit Ay/K, =1,5, A,/K, =3, K,/K, =4,5 
(s. G. Scumrrz, 1. c.) durch quadratische Interpolation ermittelt. co 


co sich, daB bei ache, dato paket quel die Pa hipiane 

nur eine geringfiigige VergréBerung der maximalen Tempe- 
r , eme maBige Verflachung der Temperaturverteilung und eine be- 

eutende Erhdhung von Strom und Leistung eintritt. 

‘Ein wesentlich anderes Bild erhalten wir, wenn wir zwei Entladungen 

erg] eichen, denen die gleiche Leistung zugefiihrt wird. In diesem Fall 


i 
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Tabelle 1. 


mbipolarer Diffusion Ohne ambipolare Diffusion 


- 4/7918 = 88,98 ~ 1/7918 = 88,98 Gradient 
8000° 7920° maximale Temperatur 
0,559. = ~ 0,270 Leistung 
0,00628 ~  0,00303 Strom 


Tabelle 2. 


Mit ambipolarer Diffusion Ohne ambipolare Diffusion 


2 0,559 ~ 0,559 Leistung 
~ 4/7918 = 88,98 ~ 4/5490 = 74,09 Gradient 
~ 8000° ~ 8250° maximale Temperatur 
0,00628 ~ 0,00754 Strom 


die Tabelle 2 die Eigenschaften der beiden Entladungen. Bei fest- 
altener Leistung erniedrigt die ambipolare Diffusion etwas die Maxi- 
3 ltemperatur und den Strom und setzt die Spannung herauf. Fig. 3 
die beiden Temperaturverteilungen. 
n analoger Weise viiteis wir die Tabelle 3 fiir zwei Entladungen bei 
chem Strom. Fig. 4 zeigt die beiden Temperaturverteilungen. 


Tabelle 3. 


Lit ‘ambipdlarer Diffusion | Ohne ambipolare Diffusion 
—~  0,00628 ~ 0,00628 Strom 
~~ 4/7918 = 88,98 ~ 4/5796 = 76,13 Gradient 

z,~ 3000° 8200° maximale Temperatur 
ag 0,559 ~ 0,478 Leistung 


Der EinfluB der ambipolaren Diffusion unter sonst gleichen Umstan- 
jen ist der Konstanten Ky proportional. Diese hangt aber allein vom Druck 
, dessen Wurzel sie umgekehrt proportional ist. Bei zwei ahnlichen Ent- 
ladungen macht die ambipolare Diffusion um so weniger aus, je hoher 


A pon RIE ae nee i: ¥ 
aye ‘Driek: ist. Hieraus. sgilve sich ine Folgerung, die v 
leicht zu iibersehen ist. Erhéhen wir bei der Entladung_ den Dr . 
kleinern aber gleichzeitig den Rohrradius und vergréBern auch den Gr: 
dienten, so daB die REARS ohne Se Diffusion ahnlich Bl 1b 


Qs as 

ae ie; 
Fig. 3. Temperaturverteilungen mit glei- Fig. 4. Temperaturverteilungen mit et 
cher Leistung bei festem Druck und cher Stromstarke bei festem Druck u 
Rohrradius. Ausgezogene Kurve mit, Rohrradius. Ausgezogene Kurve 


_punktierte Kurve ohne ambipolare Dif- punktierte Kurve ohne ambipolare D 
fusion. Siehe Tabelle 2. fusion. Siehe Tabelle 3. 


Diffusion erhdht wird, wird die Druckerhéhung eine schwachere ‘ 
nungserhéhung nach sich ziehen miissen, als nach den Ahnlichkeitsg 
zu erwarten ist. An diesem Umstand miiBte man experimentell festste 
kénnen, wie stark sich die ambipolare Diffusion bei einer wirklichen E 
ladung geltend macht. 


Ergebnis. Bei der wandstabilisierten Lichtbogensaule werden durch di 
Beriicksichtigung der Wirmeleitung durch ambipolare Tragerdiffusioi 
die Temperaturverteilungen iiber den Rohrradius und dadurch die 
gemeinen GesetzmiBigkeiten, die man durch Integration der ELE \ 
Hetverschen Differenzialgleichung findet, nicht wesentlich abgeandert. Di 
absoluten Zahlwerte von Spannung, Strom und Leistung kénnen abet 
bei vorgegebener Maximaltemperatur, Rohrradius und Druck durch sie 


nicht richtig berechnet werden. Hier sind Fehler bis zur GréBenordnung 
zu erwarten. 


Didaktische Bemerkung iiber g*). 


Von W. Kossel in Danzig, jetzt in Heidelberg. 


(Eingegengen am 20. Juni 1944.) 


‘empfiehlt sich, gu in seiner Grundbedeutung als Feldstarke, als Kraft je Massen- 
a 2 = gg1 2 ~, > einzuftthren. Die Kiirzung zur Dimension Beschleunigung a 
auf wirkliche Ecenaedevursings: vor allem den freien Fall,.einzuschranken. 


Die Schwierigkeiten, die aus dem doppelten Gebrauch der Masse als — 
fur Tragheit und fiir Schwere hervorgehen und die jeden, der in die 

dgedanken der Mechanik einzufiihren hat, immer aufs neue be- 

igen, werden durch einen Sprachgebrauch vermehrt, der zugunsten 

ch einbarer Kiirze die Aufmerksamkeit vom Wesentlichen ablenkt. Wir : 
inen den Gebrauch, g stets Beschleunigung zunennen. In sehr vielen eh 
F len, bei den unzahligen statischen Anwendungen der Schwerkraft, ahs 
nkt man gar nicht daran, die Kérper wirklich loszulassen, so da diese 
seschleunigung auftreten kénnte. Was man gebraucht, ist vielmehr die 
‘aft selbst, das Gewicht, das die angewandte Masse vermége der Nahe 
Erdkérpers erfahrt. Man erhalt sie, indem man die Masse mit der 
<raft multipliziert, die die Einheitsmasse erfahrt. Diese ist g = 981 dyn/g. 

4 Unsere Empfehlung geht also dahin, der GréBe g ihre primare Bedeu- 
tung als Aussage iiber die an der Erdoberflache herrschende spezifische Gra- 
ationskraft zu lassen. Der iibliche Sprachgebrauch driickt diese Be- 
deutung nicht aus, da er sich dauernd auf das Ergebnis eines speziellen 
Versuches beruft: iiberlaBt man die Kérper freier Bewegung, so hat dies 
Verhaltnis g von Kraft zu Masse zur Folge, daB eine Beschleunigung auf- 


d 
itt, deren Zahlenwert derselbe, oH = 981 cmsec~, ist. In all den Fallen 


ver, in denen man die Schwerkraft statisch, im Zusammenspiel mit 
a anderer Art, benutzt, ist es unnatiirlich und befremdet vor allem ee, 
den noch unbefangenen Anfanger, daB von einer ,,Beschleunigung“ ge- 3 
prochen wird, die gar nicht stattfindet. Es ist sachgemaB, unmittelbar von _ Te aes 
er allgemeinen Tatsache zu reden, die sowohl die statischen Erscheinungen as 
rie die freie Bewegung beherrscht: von dem Auftreten einer der tragen 
Masse proportionalen Kraft. Man hat dann g als spezifische Kraft 


*] Herrn Prof. R. W. Pout zum 60. Geburtstage am 10. August ie ge- 
idmet. 
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K , : 
zifische Schwere > = g zu bezeichnen sein. 


2. Die Zusammenhange treten am reinsten hervor, wenn man mit B 
wegungen beginnt, die mit der Schwere nichts zu tun haben. An eine 
bekannten, von einer Feder gehaltenen Masse werden entweder Zen tri 
fugalwirkungen bei horizontalem Umlauf oder Schwingungsdauern be 
obachtet und so die Riickstellkraft der Feder gemessen. Sie findet sic! 
z. B. an unserem Demonstrationsmodell zu 3270 dyn/cm. 
Pe. Man besitzt nun eine Einrichtung, die mittels der Beschleunigung trag 
te Massen, also durch Anwendung des dynamischen Grundgesetzes, auf de 

mh die Definition des Kraftbegriffes beruht, in Krafteinheiten geeichi tl 
Sie kann zur Messung von Kriaften beliebiger physikalischer Herkunf 
magnetischer Anziehungen, Oberflachenspannungen u.a.m. in al 
lutem MaB dienen. ; 

Eine unter ihnen ist die Schwerkraft. Man stellt die Aufgabe, mit diesen 
Kraftmesser die Kraft zu ermitteln, die eine Masseneinheit von der Er 
her erfahrt. Es werden etwa 100 g aufgelegt, und es zeigt sich eine De 
nung der. Feder von 30,0 cm, also von 0,300 cm/g. Zu 1 cm aber a 
nach der Eichung eine Kraft von 3270 dyn. Demnach ist die Kraft ji 
die spezifische Schwere an der Erdoberflache ‘ : 


= 3270 dyn/cm - 0,300 cm/g ; 
= 981 dyn/g. . 


Der Versuch macht deutlich, daB es sich bei g im Grund um eine Feld 
starke handelt. Man tastet mit einem Probekérper die im Felde herr. 
schende Kraft ab und reduziert auf den Einheits-Probekérper. 
Analog etwa dem elektrostatischen Fall 


Kraft 


Ladung = elektrische Feldstarke: a =E 
beobachtet man 
Kraft os < K a4 
“Masse = Gravitations-Feldstirke: mn" =8 


Man soll der Versuchung widerstehen, im zweiten Fall stets soglei ch 
in Zahler und Nenner m zu streichen und zur Beschleunigung iiberzugehen 
Das ist logisch eine Einengung und praktisch ist fiir die meisten Falle n 
nicht gleichgiiltig. Es kommt fiir die praktische Einzelaufgabe meist in 
derselben Weise auf das ins Feld gebrachte m an wie im elektrostatischen 
we Vorgang — wo man gegen solche Kiirzung automatisch geschiitzt ist —, 

f auf die im Felde liegende Ladung e. 


nacht ferner deuich, a8 5B, um seine Apeaeuiane Toll 
fale Feldstirke, als Vektor @ zu fassen ist. Es beschreibt das 
ationsfeld, das eine Ortsfunktion ist, nach GréBe und Richtung, 
ad m als skalare Konstante den Probekérper kennzeichnet, der vom 
ftfeld ergriffen wird. Damit fallt die Versuchung, diese Konstante 
t als KraftmaB zu gebrauchen, von der ,,Masse als Gewicht, ,,Kg- 
icht“* und dgl. zu reden. Die Krafteinheit des irdischen Mafsystems. 
vielmehr die Kraft, die die trige Masse 1 kg in einem Standardfeld 
das 1901 gem&B den damaligen MaBergebnissen als das in 
reite auf Seehdhe herrschende Schwerefeld zu 980,655 dyn/g fest- 
ssetzt wurde. Sie betragt nach dieser Festsetzung 980655 dyn und fihrt 
n 1 Namen 1 Kilopond. 
i. Die Eimengung der spezifischen Schwerkraft g zur Peschieeuiee ist 
un Beispiel aus einem gréBeren Gebiet. Auch in anderen Fallen lohnt, - 
Verarmung von Dimensionsangaben entgegenzutreten, indem man | 
Eadie Einheiten der unmittelbar im Spiel befindlichen GrdBen eigene 
Yam en gebraucht und sie gegeniiber Kiirzungsméglichkeiten festhalt. 


Zur Theorie der KIKUCHI-Enveloppen’). — 


Teil I. 
Anschauliche Theorie der Kikuchi-Enveloppen ohne Zuhilfenah né 
des Reziprozitatssatzes. 


Von Kurt Artmann in Hamburg. 


Mit 7 Abbildungen. 


(Eingegangen am 17. Juli 1944.) 


In der gesamten, die Teile I bis 1V umfassenden Arbeit werden die ral der un. 
elastischen Streuung von Elektronen an Kristallen beobachteten Kikuchi-En 
loppen theoretisch behandelt. Wegen der sehr komplizierten Interferenzvorgan 
wird im vorliegenden Teil I eime anschauliche qualitative Theorie der tats 
lichen Vieaweaiee entwickelt, die zu den Kikuchi-Enveloppen fiihren. (Ein 
den Teilen II bis 1V zu bringende quantitative Theorie muB leider nach v._ 
mit den weniger anschaulichen reziproken Wellenvorgangen operieren). 
den bisherigen Theorien der Gitterbeugung von Elektronen wird durchge 
angenommen, daB die eizze/ne Netzebene eine auffallende Welle nur scl 
reflektiert. Eine hinreichend flach auf eine eizze/ne dicht besetzte (d.h. nie 

- Indizierte) Netzebene auffallende Elektronenwelle wird jedoch von dieser schol 
praktisch vollstandig reflektiert, so da es erforderlich ist, die bisherige 
in dieser Hinsicht zu vervollstandigen. Dabei ergibt es sich. daB die Kikuc 
Enveloppen durch solche flach auffallenden Elektronenwellen hervorger nufe 
werden, und zwar auf zwei wesentlich verschiedene Weisen, nimlich: Denk 
man sich die von einem unelastisch streuenden Kristallatom ausgehende K 
welle in lauter ebene Wellen aller méglichen Fortschreitungsrichtungen zerleg! 

so entstehen infolge des hohen Reflexionsvermégens der einzelnen Netzeben 
bei den flach auffallenden ebenen Wellen Zickzackreflexionen zwischen zwe 

ee benachbarten Netzebenen. Falls je zwei verschieden oft zickzackreflektierte 
Wellen in Phase stehen, werden die Eigenschwingungen des Kristalls angeregt. 

Diese bestehen aus Raumgitter-Eigenschwingungen und der sogenannten TAMM 

! schen Oberflachenwelle. Durch Abbeugung aus diesen beiden Arten von Eig 
or schwingungen in die Fraunnorerschen Beugungsrichtungen des Netzebe 
<< kreuzgitters entstehen zwei Arten von Enveloppen, namlich die Raumgi % 
und die Oberflachen-Enveloppe. Wesentlich dabei ist, daB die Raumgitter-Enve 

loppe durch die modifizierte Braceésche Bedingung (1. 706) bestimmt ist, her- 

riihrend vom hohen Reflexionsvermégen der einzelnen Netzebene fiir flach auf 

fallende Elektronenwellen. Auf Grund der Ergebnisse iiber die Gestalt der beida a1 

Arten von Enveloppen lassen sich Schliisse auf das Auftreten von inneren Spalt- 

flachen (Rissen) im bestrahlten Kristal] ziehen. a 


i 


1. Die Grundlagen der unelastischen Elektronenstreuung an Kristallen. q 


LaBt man auf einen Kristall sehr schnelle Elektronen (Energie 
E~50 kV) auffallen, so verblassen die LavgE-Punkte mit wachsende1 


a 
a) Hamburger Habilitationsschrift. 
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Geschwindigkeit immer mehr gegeniiber den Aikuchi-Linien, bei denen 
drei Arten, Kzikwchi-Kegel, Kikuchi-Enveloppen und 
unterschieden werden. 


Kikuchi-Bander 


Jeder Kikuchi-Kegel ist der Schnitt der Aufnahmeplatte mit einem 
Drehkegel, dessen Achse die Normale einer Netzebenenschar und dessen 
halber Offnungswinkel y der zugehérige Braaasche Interferenzwinkel ist, 
also der Braaeschen Bedingung 

cosy. -y: GLS On) 
genugt. Hierbei ist a der Netzebenenabstand, A die pE BroGLie-Wellen- 
lange der auffallenden Strahlung und v= +1, +2, ... die Ordnung 
der betreffenden Raumgitterinterferenz. Da die p—E BroGire-Wellenlange 
schneller Elektronen klein gegen den Netzebenenabstand a der Kristalle 
ist, und da nur Kegel mit nicht zu hohen Indizes | vy | mit merklicher Inten- 
sitat auf der Platte erscheinen, so besitzen die Kikuchi-Kegel nach (4. 101) 
einen Offnungswinkel 2 y von fast 180°, so daB sie sich auf der Aufnahme- 
platte nahezu als gerade Linien abzeichnen (siehe Fig. 1). Den Kikuchi- 
Kegeln entsprechen bei der R6ntgenbeugung an Kristallen die Kossel- 


Kegel. 


Fig. 14. Photographische Aufnahme von 
Kikuchi-Linien. Die Figur ist entnom- 
men aus der Arbeit von G.I. FINCH 
H. WILMAN, Erg. exakt. Naturwiss. 16, 
386, Fig. 30. Die Achse der parabel- 


f6ormigen Kikuchi-Enveloppen verlauft 
vertikal. Die hellen Punkte in der Auf- 
Nahme sind Laue-Punkte, herriihrend 


von der elastischen Streuung. 


Der Zwischenraum zwischen den Kikuchi-Kegeln mit den Indizes 
y =1 und y = —1 hebt sich in den Aufnahmen als helles Kikuchi-Band 
aus dem Untergrund heraus, wenn die Kegel zu einer dicht besetzten, ral -alay 
niedrig indizierten Netzebenenschar gehoren (Fig. 1). 
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Neben den Kegeln wurden erstmalig von SHinonara?) bedeutend — 
starker gekriimmte Kurven beobachtet, namlich die parabelférmigen 
Kikuchi-Enveloppen, die jeweils die Einhiillende einer einparametrigen 
Schar von Kikuchi-Kegeln sind (Fig. 1). Diese Enveloppen haben die 
folgende von v. Laux?) gefundene geometrische Eigenschaft: Man denke 
sich in einer hervorgehobenen dicht besetzten (niedrig indizierten) Netz- 
ebene einen Strahl verlaufend, den wir den erzeugenden Strahl nennen 
wollen, und betrachte die zugehérigen am Netzebenenkreuzgitter ab- 
gebeugten Strahlen. Wird der erzeugende Strahl innerhalb der Netzebene 
gedreht, so beschreiben diese Beugungsrichtungen®) jeweils eine Enve- 
loppe*). In der vorliegenden Arbeit wird aus rechnerischen Griinden an- 
genommen, daB die zugeordnete Netzebene parallel der Kristallober- 
flache ist. Die Verhaltnisse bei beliebig gelegenen Netzebenen lassen sich 
hieraus ohne weitere Rechnung verstehen. 

Aus der soeben angegebenen Lage der Enveloppen schlossen v. LAUE®) 
und Ems ie®), daB die Enveloppen eine Oberfldchenwirkung sein miuBten, 
wahrend SHINoHARA’) und Fues’) die Enveloppen als Wirkung des 
Raumgitters ansehen. Es liegen jedoch von vy. Lave und Ems.ie keine 
schliissigen Uberlegungen dariiber vor, wie diese Oberflachenwirkung zu- 
stande kommt. Die Gedankengange von SHinoHARA und Furs beruhen 
auf der Annahme, daB bei den Kikuchi-Enveloppen eine Umweganregung 
vorliegt. Doch sind diese Uberlegungen, auf die wir im Abschnitt 7 und 
im Abschnitt 4 des spater erscheinenden Teiles II zuriickkommen werden’), 
mehr qualitativer Art. Im Teil I dieser Arbeit wird auf anschauliche Weise 
eine zwar vollstandige, aber nur qualitative, und in den Teilen II bis IV 
eine vollstandige quantitative Theorie der Kikuchi-Enveloppen entwickelt. 
Dabei erweist es sich, daB ein Teil der beobachten Enveloppen als Wirkung 


1) K. SHrnonara, Scient. Pap. Inst. Phys.-Chem. Res. Tokyo 20, 39, 1932. 
Weitere Aufnahmen von Kikuchi-Enveloppen und Kikuchi-Bandern siehe G. I. 
Fincw und H, Witman, Erg. exakt. Naturwiss. 16, 353, 1937, sowie E. Lamia, 
Ann. Physik (5) 32, 178, 1938. 

2) M, v. Laus, Zs. f. Phys. 37, 544, 1936. 

*) Fir Beugungsrichtung wird im folgenden die Abkiirzung B.R. benutzt werden. 

*) In der v, Laveschen Formulierung ist die Enveloppe der geometrische Ort 
der Einfallsrichtungen, fiir welche eine B.R. des Netzebenenkreuzgitters parallel 
dieser Netzebene verliuft. 

5) Vel. Anm, 2. 

8) A. G, Emsiie, Phys. Rev. 45, 43, 1934. 

7) Vel. Anm. 1. 
) E, Fuges, Ann. d. Phys. (5) 36, 209, 1939. 
) Ich bin Herrn Prof. Furs fiir eine wertvolle mehrtigige Diskussion herzlich 
zu Dank verpflichtet. Meine damals vorliegenden Betrachtungen bezogen sich 
nur auf den im Abschnitt 6c zu besprechenden Oberflicheneffekt. Die von Herr 
Prof. Furs vertretene Auffassung, daB die Kikuchi-Enveloppen ein Raumgitter- 
effekt seien, hat mich veranlaBt, die Méglichkeit eines solchen Raumgittereffekts 
qualitativ (Abschnitt 6b) und quantitativ (Teil II bis IV) zu untersuchen. 


x 
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des Oberflachengitters (Oberflachen-Enveloppe), ein anderer Teil als 
Wirkung des Raumgitters (Raumgitter-Enveloppe) aufgefaBt werden 
mu8. Dariiber hinaus ergibt sich in diesem Zusammenhang in verhalt- 
nismaBig einfacher Weise eine Einsicht in das Zustandekommen der Ki- 
kuchi-Bander (Abschnitt 5). 

Im Gegensatz zu den Laue-Flecken, die infolge elastischer Streuung 
der Elektronen am Kristallgitter auftreten, entstehen die Kikuchi-Linien 
nach Krkucut’) durch die bei wachsender Geschwindigkeit immer starker 
in Erscheinung tretende unelastische Streuung der Elektronen an den 
Kristallatomen. Hierbei geht von jedem unelastisch streuenden Kristall- 
atom eine Elektronenwelle (Kugelwelle) aus, deren Wellenlange praktisch 
gleich der Wellenlange der einfallenden Welle ist, die aber keine Phasen- 
beziehung mehr zur einfallenden Welle besitzt, so daB die Strahlungen ver- 


_ schiedener solcher unelastisch streuender Kristallatome inkohdrent sind, 


und sich daher ihren Jtensitdten addieren. Deshalb ist die in einem Punkt P 


_ auBerhalb des Kristalls beobachtete inkoharente Streustrahlung gegeben 
durch die von einem einzigen unelastisch streuenden Kristallatom 
_ ausgehende Kugelwelle. Von dieser darf angenommen werden, daB 


' sie von den iibrigen Kristallatomen nur noch elastisch gestreut wird, da 


die elastische Streuung auch bei schnellen Elektronen die unelastische be- 
trachtlich iibersteigt. 

Die Intensitat, die ein einzelnes unelastisch streuendes Kristallatom 
nach einem auBerhalb des Kristalls gelegenen Punkt P (Aufnahmeplatte) 
ausstrahlt, 14Bt sich zwar nach vy. Lave”) auf mathematisch strengem 
Wege nur mit Hilfe des Reziprozitdtssatzes der Wellenmechanik berechnen. 
Dieser soll zu Beginn des spater erscheinenden Teiles II erlautert werden, 


und mit seiner Hilfe soll auch in den Teilen II bis IV die Gestalt und 
 Intensitat der Kikuchi-Enveloppen berechnet werden. Im vorliegenden 


Teil I sollen die Ergebnisse dieser zum Teil ziemlich umstandlichen Rech- 


'mungen vorweggenommen werden und die Entstehung der Kikuchi- 


Enveloppen und Kikuchi-Bander auf direktem, anschaulichem Wege, also 


ohne Zuhilfenahme des Reziprozitdtssatzes beschrieben werden. Da hierbei 


nur die elementarsten Begriffe der Wellenmechanik und Wellenoptik 
Verwendung finden sollen, so kann die Entstehung der Kikuchi-Enve- 
loppen und Kikuchi-Bander nur in groben Umrissen skizziert werden. 
Wegen Einzelheiten und wegen der exakten Begriindung muf auf die 
spater erscheinenden Teile II bis IV verwiesen werden. 


2. Elementare Theorie der Kikuchi-Kegel und thre Mangel. 


Die in dieser Arbeit zu entwickelnde Theorie der Kikuchi-Enveloppen 
und Kikuchi-Bander wird in einer Vervollstandigung der elementaren 
1) S. Kixucut, Jap. Journ. Phys. 5, 83, 1928. 


2) M. v. Lave, Ann. d. Phys. (5) 23, 705, 1935. 
6* 
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Al ; : 
Kikucnischen Erklarung Bay Kilcuchi- Kegel NA, aie! d ioe ab in 
folgenden kurz mitgeteilt werden soll: 5 

Man denkt sich nach Kixucur) die von jedem Sener streuenden 
Kristallatom ausgehende Kugelwelle in lauter ebene (unendlich aus- 
gedehnte) Wellen aller méglichen Fortschreitungsrichtungen, aber der 
selben Wellenlange - zerlegt. Diese ebenen Wellen sollen im folgendal en 
Elementarwellen genannt werden. Dann werden diejenigen Elementar- 
wellen, deren Fortschreitungsrichtungen fiir keinen Index vy und keine 
Netzebenenschar die Braccsche Bedingung (1. 101) erfiillen, wegen des 
nur wenig von 1 abweichenden mittleren Brechungsexponenten 7 de: 
Kristalls praktisch nicht vom Raumgitter beeinfluBt. Diese Wellen kénnen 
sich deshalb ungestért durch den Kristall hindurch ausbreiten und ufer ) 
auf der Aufnahmeplatte eine kontinuierliche Untergrundschwarzung her- 
vor. Dagegen werden diejenigen Elementarwellen, welche die Bedingung 
(1. 101) erfiillen (d. h. deren Fortschreitungsrichtung mit der Mantel nie 
eines Kikuchi-Kegels zusammenfallt), infolge selektiver (BraGGscher) 
Reflexion an der betreffenden Netzebenenschar vom Kristall starker b 
einfluBt und kénnen sich nicht mehr ungestért in den AuBenraum ausbreiten, 
Deshalb wird in die Richtungen der Kikuchi-Kegel eine wesentlich ander 
Intensitaét ausgestrahlt als in die iibrigen Richtungen (Schwarzung b 
Aufhellung der Aufnahmeplatte langs der Kikuchi-Kegel). Ob es sch 
hierbei um eine VergréBerung oder Verringerung der Intensitat han elt, 
kann wegen der Kompliziertheit dieser Wellenvorginge mit eleme I 
Mitteln nicht entschieden werden. 

Diese soeben mitgeteilte elementare Erklarung der Kikuchi-Kege 
setzte stillschweigend voraus, daB jede Elementarwelle eine beliebige 
einzelne Netzebene des Kristalls fast ungestért durchsetzt. Wie im AD 
schnitt 4 gezeigt werden soll, ist diese Voraussetzung nicht mehr erfii t, 
wenn die Elektronenwelle sehr flach auf eine dicht besetzte (niedrig it indi- 
zierte) Netzebene auffallt. Deshalb wird es sich in den folgenden Abschnit- 
ten erweisen, daf die in der elementaren Theorie Kikucuis nicht mit ent- 
haltenen Kikuchi-Enveloppen und Kikuchi-Bander durch die von KrkucHT 
nicht beachtete Tatsache erklart werden kénnen, da eine einzelne dicht 
besetzte (niedrig indizierte) Netzebene eine flach auffallende Elektronen- 
welle stark reflektiert, bei sehr flachem Auftreffen sogar totalreflektiert. 

Selbstverstandlich kann eine flach auffallende Elektronenwelle ur 
von einer einzelnen dicht besetzten (niedrig indizierten) Netzebene mer] 
lich beeinfluBt (totalreflektiert) werden. Denn eine von wenigen Kristal L 
atomen besetzte Netzebene wird auch eine flach auffallende Elektronen 
welle praktisch ungestért hindurchlassen. Da die Kikuchi- Bovelop as 
(und Kikuchi-Bander) durch Totalreflexion an einer einzelnen Netzeben 
entstehen, wie wir im folgenden erkennen werden, so gelten die folgenden 


4 Vel. Anm, 4 tk Ds. Son 
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Erorterungen nur fiir dicht besetzte Netzebenen. Dies entspricht der ex- 
perimentellen Tatsache, daB die im Abschnitt 1 angegebene Lage der 
Enveloppen und Bander sich nur auf dicht besetzte Netzebenenscharen 
bezog. 

3. Das Kristallmodell. 


Wir legen unseren Betrachtungen das in der dynamischen Gittertheorie 
iibliche Kristallmodell zugrunde, namlich den unterhalb der Ebene z = 0 
(= Knistalloberflache) befindlichen Halbraum, in welchem das Potential 
V (w, y, 2) der vom Kristallgitter auf die Elektronen wirkenden Kraft dreifach 
periodisch mit der Periode a des Raumgitters ist, wahrend das Potential 
fiir z > 0 (Vakuum) gleich Null gesetzt wird. Der Brechungsexponent n 


n=V1—V/E - (1. 301) 


des Kristalls gegeniiber der zu den Elektronen gehérigen DE BRoGLIE- 
Welle ist dann ebenfalls dreifach periodisch (E ~ 50 kV ist die Energie 
der einfallenden Elektronen). 

Zur Erklarung der Kikuchi-Enveloppen wollen wir zunachst nur die 
Wirkung der zur Oberflache z =0 parallelen Netzebenenschar dieses 
Raumgitters auf ein flach auffallendes Elektron hoher Energie in Rech- 
nung stellen. Dann darf man nach den Rechnungen des Teiles IV in erster 
Naherung von der Veranderlichkeit des Potentials (bzw. des Brechungs- 
exponenten) in Ebenen parallel zur Oberflache absehen und braucht in 


Vog (z)in Volt © 


Fig. 2. Das gemittelte Potential Vo, (z) fiir Ni. Spaltflache (100); a = 1,76 -10 ° cm, 


erster Naherung nur den EinfluB des iiber alle x und y gemittelten Poten- 
tialfeldes V oo (2) 


Voo (2) =a S SV (x,y, 2) de dy (1. 302) 


00 


auf die Elektronenwelle zu beriicksichtigen. Dieses nur von z abhangige 


gemittelte Potential Vo9(z) ist im Kristallinneren (z< 0) eine mit der 


 Periode a des Gitters einfach periodische Funktion von z, die im Fall 


¥ 


von Nickel bzw. era auf Gina yon Untersuch ungen v on B I 
bzw. von Britt, Grimm, HERMANN und} Peters?) in Fig. 2 bew. 3 dar 
gestellt wurde (ausgezogene Kurve). 


Von (2) in Volt 


M; 


Fig. 3. Das_gemittelte Potential Vo. (z) fir NaCl. Spaltflache (100); a = (28° a 


An den Ebenen z = —v-a (v > 0, ganz) der Atomkerne (= Neti De o 


besitzt das gemittelte Potential I  (z) scharfe Mimimalstellen von endlic, 

Tiefe Wy (~ 50 Volt), weil das Cov.omusche Kristallpotential V (x, y, 2) an 

den Atomkernen nur wie 1/7 gegen unendlich geht. Im Gebiet z > 0 [Vaku a 

; — V (4, y, 2) = 0] ist auch V9 (z) = 0. Da im der Nahe der Knistalloberfi 
x z = 0 Abweichungen von der Periodizitat des Gitters auftreten, so wurde. 

ag Ubergang zum periodischen Verlauf fiir z< 0 zum Wert My (z) = 0 (Vale 

. Form einer etwas willkiirlich gezeichneten Potentialschwelle S dargestellt, i 

langs einer Strecke ~ a/2 kontinuierlich vom Werte — H¥4 an der Stelle = = 07 

links zum Vakuumwert ly (2) = 0 ansteigt, und welche die CouLompsche Attrak- 

tionskraft der Atomkerne der obersten Netzebene auf ein vom Vakuum einfa! 

des Elektron charakterisiert. Die punktierte Kurve stellt einen unstetigen Uberg 
des Potentials dar, der bei den Rechnungen des Teiles IV zugrunde gelegts 

z 


n=1 ( Vakuum) 


\ 2-0~Anistall= 
ober*ithe 
| My #H# 
; 


z y 
Fig 4. Das Kristallmodell. Die Wellung der Platten ist iibertrieben gro8 ecuclchetee 


1) H. Berne, Ann. d. Phys. (4) 87, 55, 1928. 
*) R. Britt, H. G. Grimm, C. HERMANN, Cu. Peters, Ann. d. Phys. (5) 3 
393, 1938, Fir V wurde der in der Literatur benutzte Wert — 8,7 Volt gewahled 


r approximieren den Sane atlichen Potentialverlaut der Fig. 2 tnd 3 
h eine abschnittsweise konstante F unktion, die abwechselnd aus Talern 
Breite ~ a/3 mit Vo (2) = —W, = const und Bergen der Breite 
a) a/3 mit Vo9 (z) = 0 besteht. Geht man dann mittels (1. 301) vom Po- 
te ntial V (a, y, 2) zum Brechungsexponenten 7 iiber, so erhalt man optisch 
esehen ein Kristallmodell, das aus lauter ebenen zur Oberflache parallelen 
Platten der Dicke 2a/3 mit konstantem Brechungsexponenten 

oa 


Ypiatte = 1 


“oe Sax ; : 

besteht, die in z-Richtung im Abstand a aufeinanderfolgen. Je zwei be- 
nachbarte Platten sind jeweils durch eine zur Oberfliche parallele Rinne 
der Breite ~ a/3 mit konstantem Brechungsexponenten _ 


on ; Nrinne =1+3-7 (1. 304) 

v oneinander getrennt. Hierbei ist y eine kleine positive Zahl, die nach 
. 301) fiir 50-kV-Elektronen und einer Gipfelhdhe Wo = — 50 Volt 

d les ‘Potentialgebirges V o (2) die GréBenordnung 

ee n~2-10—4 (1. 305) 


besitzt. In Fig. 4 wurden die Platten und Rinnen aus sogleich ersichtlichen 
Griinden nicht eben, sondern schwach periodisch gewellt gezeichnet. 

~ Nach (1.303), (1. 304), (1.305) ist der mittlere Brechungsexponent 7” des 

‘Kristalls: 7 = 7/3 >” Rinne + 7/3 * "piatte’): 

a n=t +». 


— 


(1. 306) 
ni nimmt also wegen (1. 305) im Falle 50-kV-Elektronen den numerischen 
Wert n = 1,0002 an. 

Die oberste Rinne trennt die oberste Platte vom Vakuum (z > 0,n = 1). 

Der oberste Rand der obersten Rinne ist also die Kristalloberflache. 
‘Wegen der Periodizitat des Raumgitters besitzen alle Rinnen mit Aus- 
nahme der obersten dieselbe Breite H~a/3. Die Breite Hy der obersten 
Rinne muB von der Breite H der iibrigen Rinnen als verschieden angenom- 

"men werden, weil in der Nahe der Kristalloberflache Abweichungen von 
der Periodizitat des Raumgitters auftreten (vgl. die Potentialschwelle © in 
Fig. 2 und 3). In der Praxis ist Hy > H, wie in Fig. 4 eingezeichnet wurde?). 

Da das Kristallpotential V (x, y, z) in Wahrheit nicht wie das gemittelte 

‘Potential V o9 (2) von « und y unabhangig ist, sondern in x und y ebenfalls 
periodisch mit der Gitterkonstanten a veranderlich ist, so wirkt jede Netz- 

_ebene optisch gesehen nicht, wie bisher in erster Naherung angenommen 


: 1) Die Faktoren 1/3 und ?/, riihren davon bm da®B hier die Breite der Rinnen a/3 
und die Breite der Platten 2 a/3 angenommen wurde. 

F347} Die Betrachtungen bleiben auch im Spezialfall H, = #7 giiltig, wie auf 
S. 95 gezeigt werden soll. 


(1. 303) 


wurde, als ebene Platte, sondern als oe a iS cs: tt ark » onst anten 
Diese Abhangigkeit des Kristallpotentials V (x, y, 2) von x und y | 
zwar streng erst im Teil IV in Rechnung gestellt werden. Im vorliege iden 
Teil I soll diese Abhangigkeit von « und y dadurch auf anschauliche 
Weise beriicksichtigt werden, daB die Platten nicht eben, sondern mit d le 
Periode a in x und y gewellt angenommen werden (= Kreuzgitter), w 
in Fig. 4 bereits eingezeichnet wurde. Da in erster Naherung bei flachex 
Auffall jedoch von der Abhangigkeit von x und y (d. h. von der Platt 
wellung) abgesehen werden durfte, so mu die Plattenwellung so schy 

sein, daB eine auf eine solche gewellte Platte (= Kreuzgitter) aiiffallenil 
~ ebene Welle nur mit sehr geringer Intensitat in die eigentlichen B. R 

dieses Kreuzgitters abgebeugt wird, sondern vorzugsweise in die uneigen 

liche nullte Beugungsrichtung. Das ist die Richtung, in welche die eber 

Platte die auffallende Welle nach der geometrischen Optik reflektieren bzw 

durchlassen wiirde. Bei den spateren Untersuchungen werden die Platter en 
stets in erster Naherung als eben (Abschnitt 4 bis 6) und erst in zweiter 
Naherung als gewellt (Abschnitt 7) angenommen. ig 


4, Reflexion einer ebenen Rledaronenpelis, an einer einzelnen Netzebene. . 


Auf Grund dieses Kristallmodells ist sofort die in den folgenden Ab. 
schnitten zu den Kikuchi-Enveloppen und Kikuchi-Bandern fiihrende 
Tatsache verstindlich, daB eine einzelne Netzebene (= Platte) eine hin- 
reichend flach auffallende Elektronenwelle naherungsweise totalreflek 
tiert. Man sehe zu diesem Zweck voriibergehend von der (schwache 1) 
Wellung der Platten ab und nehme die Platten auBerdem voriibergehend 
he als unendlich dick an. Man lasse dann von einer Rinne her (pip, 
= 1-+ 3%) auf eine solche (ebene unendlich dicke) Platte (?piatte = 1) 
unter dem kleinen gegen die Plattenebene gemessenen Winkel 9 eine ebene 
P Elektronenwelle auffallen. Zwischen } und dem in (1. 101) auftretenden ‘ 
, gegen die z-Achse gemessenen Winkel y besteht dann die Beziehung | 


eee | (1. 401) 


[a> 


Dann tritt nach der geometrischen Optik Totalreflexion an der Platte (am n 
diinneren Medium) ein, falls 


o< Dorenz (1. 402) 


ist, wobei Gren} den Grenzwinkel der Totalreflexion bedeutet. Dieser 
bestimmt sich aus der Forderung cos M@ren, = 1 /Rpinne- Setzt man 
hierin nach (1. 304) 1/rRinne > 1 —3y und wegen 9G pon, 1 fiir cos DGrenz 
= 1 —®Grenz/2, so betriigt der Grenzwinkel der Totalreflexion: 


> Grenz = J 6+ %. 


Zur Theorie der Kixucni-Enveloppen. Teil I. 89 


Da die Platte in Wahrheit zwar nicht unendlich dick ist, sondern eine 
endliche Dicke ~ 2 a/3 besitzt, so geht zwar infolge Tunneleffekts im Falle 
ace 402) immer noch ein gewisser Bruchteil von Intensitat durch die Platte 
“Bindurch so da8 nur partielle Reflexion an der endlich dickeu Platte ein- 
ernie. Beschrankt man sich jedoch auf Strahlen, die unter wesentlich 
_kleinerem Winkel als unter dem Grenzwinkel der Totalreflexion Dereus: 
Bout die Platte auffallen, also etwa auf Strahlen mit $< DGrenz/2, SO ist, 
wie im Abschnitt 2 des spiiter erscheinenden Teiles III rechnerisch ge- 
zeigt werden soll, der durch die einzelne Platte durchgehende Teil prak- 
tisch gleich Null, so da8 praktisch schon Totalreflexion eines Strahles 
= 3 < ~ Derenz/2 an einer einzelnen endlich dicken Platte eintritt. 
Die folgende Uberlegung (Kleindruck) lehrt, daB der aus (1.403) zu 
entnehmende Grenzwinkel der Totalreflexion %¢,.,, Von der GréBen- 
ordnung des ersten Braceéschen Interferenzwinkels 


Dpragg= 7/2 — y = A/(Qa)< 1 "1, 404) 


ist. Das ist der Winkel, fiir welchen die Bracesche Bedingung (1. 101) 
im Falle A/a< 1 fiir den Index » = 1 erfiillt ist, wenn in (1.104) mittels 
3 401) ~ durch $ ersetzt wird. Es ist also dren, von der GroBenordnung 


Sons Nh (ey been (1. 405) 


Den Beweis der Formel (1. 405) kann der Leser zunachst iiberschlagen, ohne 
Gefahr zu laufen, das Verstandnis fiir die folgenden Betrachtungen zu verlieren. 
ist das mittlere Kristallpotential V nach Fig.2 bzw. 3 ungefahr — 10 Volt (< £) 
4 so erhalt ma nach (1.301) fiir den mittleren Brechungsexponenten ” groBen- 

ordnungsmaBig 7 ~ (1+10/Z)'/2 ~1%+5/£. Durch Vergleich mit (1. 306) 


erhalt man hieraus fiir die in (1. 403) auftretende GréBe V6 7 6%: 


) 67 = V 30/E, (1. 406) 


wenn E in Volt gemessen wird. 
Andererseits ist bekanntlich die p—E Brociie-Wellenlange der auffallenden 


'Elektronen 4 = (150/Z)'/: - 10-* cm, wenn £& in Volt angegeben ist. Da die 
-Gitterkonstante a der Kristalle gréBenordnungsmaBig a = 3-10-* cm betragt, 
‘so ist demnach der 1. Bracesche Interferenzwinkel tprage= Af (2a): 


Sprage = V VE; (1. 407) 


also wegen (1. 406) von der GréSenordnung des halben Winkels (1. 403), was 


zu zeigen war. 
In diesem Zusammenhang kann bereits die Frage beantwortet werden, 


‘warum es bei der Réntgenfluoreszenzstrahlung zwar die den Kikuchi- 
‘Kegeln entsprechenden Kossel—Kegel') gibt, aber keine entsprechenden 


By WV iy ease! Erg. exakt. Naturwiss. 16, 295, 1937, wo auch weitere Literatur 
betreffend Kossel-Kegel angegeben ist. 


wae 


es 


oo 


‘ : a ee Bes SS a 

t J eg ‘ates ss 
Enveappen and Bander. Dies hat ‘seinen Grund une dab sowohl dit 
Kikuchi-Enveloppen als auch die Kikuchi- Bander nach der sogleich z1 ZU 
entwickelnden Theorie dadurch entstehen, daB eine Elektronenwelle, die 
unter einem Winkel } << ~Oprage gegen eine einzelne dicht besetzte Ne Z- 
ebene auffallt, von dieser mit merklicher Intensitat reflektiert (naherur :- 
weise totalreflektiert) wird, daB aber eine unter solchem Winkel? ae * 
flach auf eine einzelne Netzebene auffallende Réntgenwelle von dies 
praktisch unbeeinfluBt wird. Dies beruht wiederum darauf, daB der mittles 
Brechungsexponent der Kristalle fiir Réntgenstrahlen nur um ~ 10% vonll 
abweicht, wahrend der mittlere Brechungsexponent fiir Elektronenstrahlen 
nach (1.304), (1.305) um mehr als den hundertfachen Betrag, namlich 

um einige 10-4 und mehr von 1 verschieden ist. ; 


5. Ausbreitungsvorgang einer Kugelwelle im einfach periodischen Ki 
gitter und Theorie der Kikuchi-Bander. Ree 


Nach diesen Vorbereitungen soll die Ausbreitung der Kugelwelle, die 
von einem unelastisch streuenden Kristallatom ausgeht, im einfach 
periodischen Kristallgitter beschrieben werden. Wir sehen deshalb gen cu 
wie im Abschnitt 4 zunachst von der (schwachen) Wellung der Platte n 
und Rinnen ab und denken uns genau wie im Abschnitt 2 die von einem 
Punkt irgendeiner Rinne ausgehende Kugelwelle in lauter ebene Wellen 
(= Elementarwellen) aller méglicher Fortschreitungsrichtungen, aber dei 
gleichen Wellenlange zerlegt. Um die durch diese Kugelwelle he or- 
gerufenen Wellenvorgange in unserem (aus ebenen Platten und Rinnen 
bestehenden) Kristallmodell zu beschreiben, hatte man eigentlich die 
Quelle fortgesetzt an den reflektierenden Platten zu spiegeln und dann in 
ebene Elementarwellen zu zerlegen. Das kommt aber ersichtlich auf das- 
selbe heraus, wie wenn man die ebenen (Elementar-) Wellen einer einzelne n 
freien Quelle fortgesetzt an den (ebenen) Platten reflektieren lat. In di ser 
Weise werden wir zukiinftig stets verfahren; d. h. wir denken uns an Stelle 
der Kugelwelle in unserer herausgegriffenen Rinne eine Quelle ebener 
(Elementar-) Wellen aller méglichen Fortschreitungsrichtungen ange- 
bracht. - 

Diejenigen Elementarwellen, die nicht flach auf eine der beiden benach- 
barten ebenen Platten auffallen, sind fiir uns hier nicht mehr von Interesse, 
weil sie eine einzelne Netzebene praktisch ungestért durchsetzen und fiir 
sie die elementare Kixucutsche Erklarung des Abschnitts 2 ae 
besitzt. Wir betrachten der Einfachheit halber zunachst nur_ solche 
ebene (Elementar-) Wellen, deren Fortschreitungsrichtung einen Winkel 
|} |< ~ DO prage ~ Serenz/2 mit den benachbarten Platten bilden, so daB hie 
niherungsweise Totalreflexion eintritt und diese flach auffallendea 
Elementarwellen nunmehr fortgesetzt zwischen den beiden ebenen Be 
grenzungen der herausgegriffenen Rinne (naherungsweise) totalreflektiert 


ety rahe abe a igi 
er Kix ucitt-Enveloppet i 


chts) aus dem Kristall ins Vakuum aus und gibt aus folgendem Grunde 
AnlaB zu den Kikuchi-Bandern: 
a Die konstante Untergrundschwarzung kann namlich nur in Richtungen 
gestrahlt werden, in denen die betreffende Elementarwelle nicht von 
eon Netzebenen beeinfluBt wird. Deshalb muB in diese Rich- Si 
igen, die einen kleinen Winkel |9/<( ~Ogyage mit einer dicht besetzten can 
Ne tznebenschar bilden und in denen merkliche Reflexion an einer einzelnen ; 
Netzebene der Schar stattfindet, eine vom Untergrund verschiedene ay 
Intensitaét ausgestrahlt werden. Deshalb muB sich dieses Gebiet kleiner ont 
|S |<~9 Brace aus dem Untergrund als helles (oder dunkles) (Kikuchi-) 
E Band herausheben, das zwischen den zu den Indizes » = { und » = —1, 
also zu 9 = + Dpraee gehérigen Kikuchi-Kegeln der betreffenden Netz- 
ebene liegt. Eine quantitative Theorie der Kikuchi-Bander, die spater ge- 
sondert verdffentlicht werden soll, wird ergeben, daB dieses Gebiet in 
Ube ereinstimmung mit den Experimenten (vgl. Abschnitt 1) in den Auf- 
nahmen als helles Kikuchi-Band erscheinen muB. 
- Die restlichen flach auf eine Platte auffallenden Elementarwellen, die 
nicht in ein Kikuchi-Band gestrahlt werden, geraten in die ,,Eigen- 
schwingungen“ des Kristalls. Diese bestehen, wie im folgenden Abschnitt 6 
gezeigt werden soll, aus einer Oberflachenwelle und aus Raumgitter- _ 
schwingungen. Im Abschnitt 7 wird schlieBlich gezeigt werden, daf die 
beiden Arten von Enveloppen von diesen beiden Arten von Eigenschwin- 
gen herriihren. 


: ia Teil ates Wellen tritt schlieBlich 1 seitlich Gn he 4 bis 6 nach . : 


= 


6. Die Eigenschwingungen des gebundenen Elektrons im einfach 
periodischen Kristallgitter. 

_ a) Die Phasenbedingung (1. 601) bzw. (1. 602) fiir die Raumgitter- bzw. 

Ober flachen - Eigenschwingung. Infolge der im _ vorigen Abschnitt  ge- 

schilderten Zickzackreflexion zwischen den beiden totalreflektierenden 

ebenen Begrenzungen der herausgegriffenen Rinne werden schlieBlich die 

Elementarwellen mit denjenigen Fortschreitungsrichtungen alle. iibrigen 

an Intensitat iiberwiegen, die nach mehrfacher Zickzackreflexion in Phase 

‘stehen, weil je zwei solcher Wellen sich durch Interferenz verstarken. Dies 

sind die (ebenen) Wellen, die eine Eigenschwingung der betreffenden Rinne 

-anregen. Sieht man von den Phasenspriingen bei der Totalreflexion an den 

-beiden Begrenzungen der Rinne ab, so bildet die Fortschreitungsrichtung 

dieser in Phase stehenden Wellen ne den Winkel dp: 

4 (vy ganz) (1. 601) : 

mit der Plattenebene, wenn H die Breite der herausgegriffenen Rinne 

ist. (1. 601) soll aus sogleich ersichtlichen Griinden Phasenbedingung fur 

die Raumwelle genannt werden. 


ee - sin 9p =v- 
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Wegen des Vorhandenseins von Phasenspriingen, die im Teil IIL. 
rechnerisch beriicksichtigt werden, gibt (1.601) wie auch spater (1. 602) — 
nur die GréBenordnung von } an. Auf diese Phasenspriinge werden wir im 
Unterabschnitt ¢) noch einmal ausfiihrlich zuriickkommen. ; 

Bei der Herleitung von (1. 601) wurde stillschweigend vorausgesetzt, daB 
die betrachtete Rinne eine innere Rinne ist. Da die Breite H, der obersten 
Rinne verschieden von der Breite H der inneren Rinnen angenommen 
wurde, so erhalt man die Bedingung fiir die Eigenschwingung der obersten 
Rinne (bei Vernachlassigung der Phasenspriinge), indem man in (1. 601) | 
H durch H, und dp durch By ersetzt: 


(v ganz). (1. 602) — 


sin 3 =v" rR | 
% ist der Winkel, den die Fortschreitungsrichtung der zickzackreflek-~ 
tierten Wellen in der obersten Rinne mit der Plattenebene bildet. (1. 602) 
soll Phasenbedingung fiir die Oberfldchenwelle genannt werden, 

Wesentlich ist, da8 neben den Phasenbedingungen (1. 601) bzw. (1. 602) 
noch die Bedingung der beiderseitigen Totalreflexion an den beiden Be- 
grenzungen der herausgegriffenen Rinne die notwendige Voraussetzung 
fiir das Zustandekommen der Eigenschwingung ist. Liegt namlich keine ~ 
Totalreflexion vor, so wird bei jeder Reflexion an der oberen oder unteren 
Begrenzung der Rinne ein merklicher Betrag an Intensitat verlorengehen 
und daher die Intensitat der betreffenden Eigenschwingung schnell ver- 
armen, Es kann daher nur dann in einer Rinne eine Eigenschwingung auf- 
treten, wenn die Welle an den beiden Begrenzungen der Rinne total- 
reflektiert wird. Speziell kann die Eigenschwingung der obersten Rinne 
nur dann auftreten, wenn die Welle an der Kristalloberflache totalreflek- 
tiert wird, also $y < Dgrenz ist. Da H und H, die GréBenordnung a besitzen, 
so kénnen nach (1. 402), (1. 405) nur die Wellen mit kleinem |¢| total- 
reflektiert werden, und somit kénnen die Phasenbedingungen (1. 601) bzw. 
(1. 602) nur durch einige wenige niedrige Nummern ¢ = 1, 2 von total- 
reflektierten Wellen erfiillt werden. Nimmt man etwa an, daB deshalb nur 
die eine Eigenschwingung ¢ = 1 médglich ist, so kann man die in der 
betreffenden Rinne verlaufende Welle als Superposition einer einzigen schrag 
aufwiirts mit einer einzigen schriig abwarts laufenden Welle ansehen, deren 
Fortschreitungsrichtung aus (1. 601) bzw. (1. 602) zu entnehmen ist. Diese 
sollen das der Eigenschwingung zugeordnete Wellenpaar genannt werden. 

Korpuskular gesehen ist die Zusatzbedingung der Totalreflexion be- 
kanntlich identisch mit der Forderung, daB die s-Komponente p, des 
Elektronenimpulses p nicht zur Uberwindung eines Potentialberges des 
Feldes V 99 (2) ausreicht, d. h. da die kinetische Energie 


E, = p?/(2m)}) (1. 603) 


') m = Elektronenmasse. 


ae 


i ; 
onente der EieMonadhowsauns in ae Rone roher als die 
Gi ane W, des Potentialgebirges V oo (2) ist (Fall des in der Potential- 
mulde gebundenen Elektrons). Die GréBe E, soll im folgenden s-Kompo- i 
e der Energie genannt werden. Setzt man in (1. 603) py =" po sins Bie. 
(p: = - Teilchenimpuls), so wird die z-Komponente E, der Energie als 
Funktion des Winkels } der F ortschreitungsrichtung 


- > : , 2. 3 n? 
—- ? E 8 P sin! 
aie . ee 


(1. 604) 


N an erkennt hieraus und aus (1. 604), (1. 602), daB fiir die Charakteri- 
sierung der Eigenschwingungen im einfach periodischen Potentialfeld 
Voo0 (2) die freie Beweglichkeit des Elektrons in.2- und y- Richtung un- 
wesentlich «ist, sondern daB der Eigenschwingungscharakter allen durch 
das Verhalten der z-Komponente von Impuls bzw. Energie gekennzeichnet ist. 
Dies gilt auch, wenn die hier vernachlassigten Phasenspriinge bei der 
Totalreflexion mit beriicksichtigt werden, weil auch diese bekanntlich nur - 
“vo der z-Komponente des Impulses abhangen. Die Bedingung fiir die 
Eig enschwingung des einfach periodischen Gitters verlangt also ganz all- 
ein, dap die z-Komponente des Impulses bzw. der Energie des Elektrons 
‘Wellenpaar) einen ganz bestimmten Wert, den sogenannten Eigenwert der. 
rgie annimmt. 
- Nun muB aber beobachtet werden, daf die hier betrachteten flach auf- 
fallenden Wellen nur in guter Naherung Totalreflexion an den beiden 
ebenen Begrenzungen der herausgegriffenen Rinne erleiden, sofern dies 
eine innere Rinne ist. Sondern infolge Tunneleffekts werden diese flach 
-auffallenden Wellen mit zunachst sehr schwacher Intensitat in die beiden 
benachbarten Rinnen eindringen, zwischen deren beiden (ebenen) Be- 
-grenzungen sie sodann fortgesetzt (naherungsweise) totalreflektiert werden. 
Am oberen Rand der obersten (Grenz-) Rinne (= Kristalloberflache) tritt 
dagegen bei hinreichend flachem Auffallen (9 < 9¢@ren,) selbstverstandlich 
in Strenge Totalreflexion ein. Wir unterscheiden daher zwei Falle, je nach- — 
dem die herausgegriffene Rinne eine innere ngder die oberste (Grenz-) 
ae ist. 

5) Die Raumgitter-Eigenschwingungen. Wir betrachten zunachst den Fall 
bes. inneren Rinne. Da alle inneren Rinnen die gleiche Breite H besitzen, 
so. stehen im Falle (1.601) auch in der benachbarten Rinne je zwei ver- 
schieden oft zickzackreflektierte Wellen in Phase. Sie verstarken sich und 
regen auf diese Weise die Eigenschwingungen dieser benachbarten Rinne 
mit merklicher Intensitéat an. Infolge Tunneleffekts’ werden auf ent- 
sprechende Weise im Falle (1. 601) die Eigenschwingungen aller Rinnen 
des’ Gitterinneren mit merklicher Intensitat angeregt, so dab im Falle 
(4. 601). die flach gegen die Platte laufende Elementarwelle trotz der 
Aa a laeabea Totalreflexion in alle Rinnen des Gitterinneren gelangt, 
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sich also durch den ganzen Kristall ,,hindurchfriBt‘'. Im Falle (1. 601) 
ist also im ganzen Kristall eine Raumgittereigenschwingung entstanden. 
Deshalb wurde (1. 601) als Phasenbedingung fiir die Raumwelle be-_ 
zeichnet. 

Diese den ganzen Kristall erfiillende Raumgitter-Eigenschwingung kann 
in jeder Rinne aufgefaBt werden als Superposition einer unter dem Winkel 
9, schrag abwarts laufenden und einer unter dem gleichen Winkel dg 
schrag aufwarts laufenden Welle, sofern zunachst in (1. 601) der Einfach- 
heit halber der Index vy = 1 gesetzt wird. Diese Wellen sollen auch hier 
das der Raumgitter-Eigenschwingung zugeordnete Wellenpaar genannt 
werden. Der Eigenschwingungscharakter ist auch hier allein durch das Ver- 
halten der z-Komponente dieser Wellen gekennzeichnet. 

Wegen. der Koppelung zwischen den Rinnen (infolge Tunneleffekts) 
kann die Raumgitter-Eigenschwingung in Analogie gesetzt werden zur 
Koppelung von V Pendeln der gleichen Frequenz, wobei bekanntlich eine 
N-fache Aufspaltung dieser Frequenz eintritt. Eine entsprechende Auf- 
spaltung tritt hier ein, wo die gekoppelten Rinnen an die Stelle der ge- 
koppelten Pendel treten: Bezeichnet V die Anzahl der Rinnen, so tritt — 
infolge der Koppelung zwischen den einzelnen Rinnen eine \-fache Auf- 
spaltung des urspriinglichen Eigenwertes £ : der Energie der Einzelrinne 
ein, und deshalb zufolge (1.604) auch eine N-fache Aufspaltung des 
Winkels 3p, den die Fortpflanzungsrichtung des zugeordneten Wellen- 
paares mit der Gitterebene bildet. In unserem Falle des nach unten un- 
endlich ausgedehnten Kristalls (.V — oo) folgen die V eng beieinander 
liegenden Eigenwerte der Energie kontinuierlich aufeinander. Es tritt eine 
Verbreiterung zu einem schmalen kontinuierlichen Energiespektrum, zu 
einem sogenannten erlaubten Energieband des gemittelten Potentials V 99(2) 
ein. Etwas anders formuliert, kann die Elementarwelle sich nicht nur im 
Falle des Gleichheitszeichens in der Formel (1,601) durch den ganzen 
Kristall hindurchfressen, sondern innerhalb eines kleinen Intervalls § (p) 
des Winkels }p, das in der Nahe der Stelle (1. 601) liegt. Bei diesem ProzeB 
lést sich die Eigenschwingung der Einzelrinne in V (= oo) Raumgitter- 
Eigenschwingungen auf, deren jede einzelne den ganzen Kristall gleich- 
miBig durchzieht, 

Bisher war der Einfachheit halber in (1. 601) der Index ¢ = 1 gesetzt 
worden. Fiir hdhere Werte von ¢ wiachst der Winkel $p des zugeordneten - 
Wellenpaares gegen die Netzebenenschar, Das Reflexionsvermégen der 
einzelnen Netzebene wird mit wachsendem %, geringer. Selbst bei einem 
Reflexionsvermégen von z. B. 1/, wiirde eine Welle aus dem Inneren des 
Kristalls wegen vielfacher Reflexion an den Netzebenen nicht heraus- 
treten konnen (im Gegensatz zu den geschilderten Verhaltnissen bei - 
der Oberflachen-Eigenschwingung), wenn nicht Phasenbedingungen wie 
(1. 601) dazu verhelfen wiirden. Man kann deshalb fiir die héheren 
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_ Werte von ¢, fiir die keine Totalreflexion an der einzelnen Netzebene 
_mehr stattfindet, die Bedingung (1. 601) wenigstens praktisch aufrecht- 


erhalten. 
Andererseits bedeutet geringes Reflexionsvermégen stiirkere Koppelung 


_ benachbarter Rinnen. Dies bedingt, daB die erlaubten Energiebinder mit 


wachsendem ¢ zunehmend breiter werden. Fiir steile Winkel Dp ist es 
allerdings zweckmaBig, nicht von dem hier behandelten Grenzfall groBen 


_ Reflexionsvermégens der einzelnen Netzebenen auszugehen, sondern vom 


¥ 


entgegengesetzten BraGcschen Grenzfalle des ungestérten Durchgangs 
der Welle durch die einzelne Netzebene. Dieser Fall fiihrt, wie bereits 
bemerkt, auf die im Abschnitt 2 behandelten Kikuchi-Kegel und ist hier 
nicht mehr von Interesse. 

c) Die Oberflachen-Eigenschwingung. Wesentlich andere Verhiltnisse 
treten jedoch bei der Eigenschwingung der obersten Rinne ein, weil deren 


_ Eigenschwingung von den Eigenschwingungen der iibrigen inneren Rinnen 


verschieden ist, so daB die oberste Rinne von den iibrigen als isoliert be- 


trachtet werden darf. (Beispiel aus der Mechanik: Sehr viele schwach 


gekoppelte Pendel, von denen alle bis auf eines dieselbe Frequenz besitzen.) 
Dies geht unmittelbar durch Vergleich von (1.601) mit (1. 602) hervor, 


_sofern die Breite H, der obersten Rinne als verschieden von der Breite H 


der inneren Rinnen vorausgesetzt wird, wie es in der vorliegenden Arbeit 
geschieht. Aber auch im Spezialfall Hy = H ist die Eigenschwingung der 


_obersten Rinne von den Eigenschwingungen der inneren Rinnen ver- 


schieden, weil jeweils an den Begrenzungen samtlicher Rinnen ein in 
(1. 601) und (1. 602) vernachlassigter Phasensprung bei der Totalreflexion 
auftritt. Der Phasensprung am unteren Rand der obersten Rinne ist aus 
folgendem Grunde verschieden vom Phasensprung am oberen Rand der 
obersten Rinne (= Kristalloberflache) und gleich den Phasenspriingen, 
die an den beiden Begrenzungen einer inneren Rinne eintreten: Eine ebene 
Welle wird zwar am oberen Rand der obersten Rinne (= Kristallober- 
flache) im gewohnlichen Sinne totalreflektiert (der zugehérige Phasen- 
sprung kann aus den FresNetschen Formeln entnommen werden), wah- 
rend am unteren Rand dieser Grenzrinne sowie an den Randern der tbrigen 
inneren Rinnen eine Reflexion komplizierter Art eintritt, namlich an der 
Gesamtheit der jenseits jener Begrenzung befindlichen Platten und Rinnen. 
Diese komplizierten Reflexionsvorgange, die im Teil III rechnerisch aus- 
fiihrlich behandelt werden sollen, bedingen dann ersichtlich auch einen 
anderen Phasensprung als die gewohnliche Totalreflexion. Daher bewirkt 
im Spezialfalle Hy =H die Verschiedenheit der Phasenspriinge die Ver- 
schiedenheit der Eigenschwingung der obersten Rinne von den Raum- 
gitter-Eigenschwingungen, die den ganzen Kristall gleichmaBig durch- 
ziehen, Am einfachsten tibersehbar werden die Verhiltnisse allerdings in 
dem in der Praxis sicher vorliegenden Fall Hy == //. 
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Die schrig abwarts laufende Welle der Eigenschwingung der obersten 
Rinne durchsetzt zwar ebenfalls infolge Tunneleffekts die darunterliegende 
Platte mit schwacher Intensitét, kann aber jetzt nicht mehr die Eigen- 
schwingung der nachsten Rinne anregen, weil die Eigenschwingungen der 
obersten und der inneren Rinnen verschieden sind, so daB diese Welle nach 
Durchsetzen dieser Platte merklich an Intensitat verloren hat. Da Ent- 
sprechendes an allen darunterliegenden Platten geschieht, so ist einer in 
der obersten Rinne unter dem Winkel << ~ Dprage Schrag abwarts laufen- 
den Welle praktisch nach Durchlaufen einiger weniger Platten und Rinnen 
alle Intensitit verlorengegangen. Aus Griinden der Energieerhaltung mu8 
daher die Energie, die von dieser abwAarts laufenden Welle auf den darunter- 
liegenden, abwechselnd aus Platten und Rinnen befindlichen Halbraum 
gestrahlt wird, von diesem totalreflektiert werden. Es wird also in diesem 
erweiterten Sinne auch eine Welle mit |}|<9p;age am unteren Rand der 
obersten Rinne totalreflektiert, wenn wie hier von dem in b) diskutierten 
Sonderfall des erlaubten Energiebandes abgesehen werden darf. Die 
z-Komponente der Energie E, einer so am periodischen Halbraum V og (2) 
totalreflektierten Welle hei®t verbotener Energiewert und die Gesamtheit 
dieser verbotenen Energiewerte ein verbotenes Energieband. 

Da nach der auf (1.602) folgenden Bemerkung die beiderseitige Total- 
reflexion die notwendige Voraussetzung zum Bestehen der ungestérten 
Eigenschwingung einer einzelnen Rinne ist, so muf der zur Eigenschwin- 
gung der obersten Rinne gehorige Eigenwert der Energie E, einem ver- 
botenen Energieband des gemittelten Potentials V9, (z) angehéren. 

Wir fassen die nunmehr gewonnenen dreiBedingungen fiir das Bestehen der 
Ober flachen-Eigenschwingung zusammen: 1, Phasenbedingung (1.602) fiir die 
Oberflachenwelle, 2. Totalreflexion an derKristalloberflache(— obersterRand 
der obersten Rinne), d. h. ||<Ggreng, 3. der Eigenwert E, der Energie muB 
einem verbotenen Energieband des gemittelten Potentials V 9) (z) angehéren. 

Da die zugehérige Welle auf die Nahe der Kristalloberflache beschrankt 
bleibt"), so wurde (1. 602) Phasenbedingung fiir die Oberflachenwelle ge- 
nannt, Wegen Fehlens einer Koppelung mit den Eigenschwingungen der 
innereh Rinnen ist die z-Komponente des zugehérigen Eigenwertes der 
Energie E, diskret und kein Spektrum. 

Das Auttreten einer Eigenschwingung des soeben geschilderten Types 
an der Oberflache eines Kristalls ist erstmalig von Tamm 2) erkannt worden 
(Tammsche Oberflachenwelle). Jedoch unterscheidet sich die Tammsche 
Methode, die in der Berechnung der Eigenschwingung mittels der zu- 
gehorigen ScuropinGER-Gleichung besteht, von unserem Verfahren, welches 


") Diese Oberflachenwelle klingt ersichtlich nach beiden Seiten der obersten 
Rinne rasch exponentiell ab. 


*) I. Tamm, Zs. f. Phys. 76, 849, 1932; Phys. Zs. d. Sowjetunion 1, 733, 1982. 
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ustandekommen dieser Eigenschwingung in mehr anschaulicher 
ise zeigt. Auch wendet Tamm die Oberflichenwelle nicht zur Erklirung | 
der Kikuchi-Enveloppen an, was hier im folgenden Abschnitt geschehen soll. 
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7. Die von den Eigenschwingungen herriihrenden Enveloppen 
Z im dreifach periodischen Kristallgitter. 


_ Wie nunmehr gezeigt werden soll, entstehen die Kikuchi-Enveloppen 

durch die Tatsache, daB die einzelnen Platten nur in erster Naherung cee 

als eben anzusehen sind (einfach periodische Gitter), daB sie aber in Wahr- bee 

t in zweiter Naherung als (schwach) periodisch gewellt (dreifach perio- 
isches Gitter) vorausgesetzt werden muBten (= Kreuzgitter, vgl. S. 88). 

Infolge dieser schwachen Plattenwellung werden die Wellenpaare der 

R aumgitter- und der Oberflachen-Eigenschwingung(en) in die diskreten 

_ FRAUNHOFERschen B. R. dieses Netzebenenkreuzgitters abgebeugt. Das 

sind die Richtungen, deren erste beiden Komponenten cos %,,,, cos Bin. i 

_mit den “ersten beiden Komponenten cos x, cos der Wellenpaare der 

_ Eigenschwingungen verkniipft sind durch die bekannte Beziehung 
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a hun, der Oberflachen-Enveloppe. Der Winkel ¥, = 4/(2 Ho) des Wellen- 
‘ a. aie naiets pices windels mit der Netzebene ist ibertrieben gro’ gezeichnet. 
‘In Wirklichkeit betragt er nur ~ 1°. Ebenfalls betragt der Winkel der B. R. 8m), m, mit 
iene der Plattenebene in Wirklichkeit nur etwa 8°. 


Pa 


“mit ganzem m,, Ms. Wie es den wirklichen Verhaltnissen entspricht, soll 
die Plattenwellung zwar so schwach sein, daB die im Abschnitt 6 skizzierte 
- Ausbildung der Eigenschwingung der zunachst als eben begrenzt gedachten 
: Rinnen (d. h. des einfach periodischen Gitters) nicht verhindert wird, daB . 


aber schlieBlich trotzdem die auf diese Kreuzgitter auffallenden ebenen 
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Ficienere der eR ies 
(1. 601) bzw. (41. 602) noch mit merklicher Hitectae in die Pesine 
schen B.R. 8, m, dieser Netzebenenkreuzgitter abgebeugt werden, 
Diese B. R. aah m, Verlaufen im allgemeinen nicht mehr flach gegen 
die Netzebene. Deshalb geht die ebene Welle, die auf diese Weise aus den 
Wellenpaaren einer Eigenschwingung in eine B. R. 8p, m, des Ne Zz 
ebenenkreuzgitters abgebeugt wird, wegen des nur wenig von 1 abweicher on- 
‘y den mittleren Brechungsexponenten /pinne der Rinnen praktisch ungestdal 
durch die dariiberliegenden Platten und Rinnen ins Vakuum (z > 0) b nin- 
durch, Diese Strahlung interferiert dort mit dem Strahl 8, der vom streuen 
x g den Atom direkt in die Richtung $,,, _, gesendet wurde, und wird auf d der 
‘ Aufnahmeplatte als eine Linie wahrgenommen. Diese wollen wir a us 
sogleich ersichtlichen Griinden Oberfldchen- oder Raumgitter-Envelopp 
nennen, je nachdem die abgebeugten Oberflachen- oder Ra 
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: ; Fig. 6. Zur Entstehung der Raumgitter-Enveloppe und der Kikuchi-Bander. Die Wink 
* Ox = 4/(2H) und YBragg = A/(2a) sind ibertrieben groB gezeichnet. In Wirklichkeit ne~ 
- 
» 


tragen diese nur ~ 1°. Ebenfalls botragt der B. R.s,, »,, mit der Plattenebene in Wirk- 
lichkeit nur etwa §°.° 7"? 


nha ' Eigenschwingungen des einfach periodischen Gitters (Abschnitt 6) b 
: trachtet wurden. : 
, Denn setzt man den aus (1. 601) bzw. (1. 602) zu entnehmenden kleine 1 
aA Winkel dp bzw. }o der betreffenden Eigenschwingung wegen QH)<1 
4 bzw. 4/(2 Hy) <1 in nullter Naherung gleich Null, so fallt die Richt 
81, mg Nach der diese Ausstrahlung erfolgt, zusammen mit der am Netz- 
ebenenkreuzgitter entstandenen B. R. (m,, mg) eines in dieser Netzeben 
(} = 0) gelegenen Strahles. Das bedeutet, daB die Lage der durch diel 
Strahlung auf der Aufnahmeplatte hervorgerufenen Linie nach dem Lan 
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Ee eS Ey 8 Bn) Vg way: 3 
By atz (vel. Abschnitt 1) mit der beobachteten Kikuchi-Enveloppe 
nstimmt. Diese (gedachte) Linie, die durch Abbeugung aller exakt 
er Netzebene (9 = 0) verlaufenden Strahlen auf der photographischen | 
tte entstanden ist, soll geometrische Enveloppe genannt werden. 
_ Nun mu8 man jedoch in nachster Naherung beachten, da8 die Winkel 
dr und $9 der Fortschreitungsrichtungen der Wellenpaare von Raumgitter- 
d Oberflachen-Eigenschwingungen wegen der Phasenbedingungen 
(1. 601) und (1. 602) nicht beide einander gleich und gleich Null, sondern 
schieden voneinander und von Null verschieden sind, und da auBerdem 
ach (1.604) die Winkel 9, der Wellenpaare der Raumgitter-Eigen- 
schwingungen einem kleinen Intervall $ (%,) (erlaubtes Energieband) an- 
ehoren. Dann ergeben sich kleine Abweichungen in der Gestalt der 
Raumgitter-Enveloppe von der der Oberflachen-Enveloppe, die nunmehr 
kutiert werden sollen: 
: Die Oberflachen-Enveloppe entsteht infolge Beugung der praktisch auf 
lie oberste Rinne beschrankten Oberflachen-Eigenschwingung am Netz- 
ben enkreuzgitter. Da der Eigenwert FE, dieser Oberflachen-Eigen- 
schwingung diskret ist), d.h. das zugeordnete Wellenpaar beim Fort- 
schreiten in der obersten Rinne stets einen festen aus (1. 604) (mit 
ae 1) zu entnehmenden Winkel 9, mit der Plattenebene bildet, so 
3 chnet sich die Oberflachen-Enveloppe auf der Aufnahmeplatte als 
inzelne Linie, und zwar — wie zu zeigen — als Parabel ab. Denn die 
B. R. (my, mg) eines einen festen Winkel $, mit der Netzebene bildenden 
(erzeugenden) Strahles schneidet bei Drehung des erzeugenden Strahles 
um die Netzebenennormale die photographische Platte in einer Parabel, 
vie die folgende Rechnung (Kleindruck) lehrt. Da die Oberflachen- 
Enveloppe durch Beugung der Tammschen Oberfldchenwelle am Netz- 
ebenenkreuzgitter entstanden ist, so ist sie als Oberfldcheneffekt anzusehen, 


_ Zum Verstandnis der auf der photographischen Platte auftretenden Beugungs- 
erscheinungen mége folgendes bemerkt werden: Man ]aBt den von der Kathode 
kommenden Primarstrahl im allgemeinen unter flachem Winkel auf die Kristall- 
oberflache und damit auf die hier stets betrachtete Netzebenenschar auffallen. 
Wegen der hohen Geschwindigkeit der auffallenden Elektronen liegen alle inten- 
sitatsstarken B. R. im kleinen Winkelbereich vom Primarstrahl. Wir wahlen 
die y-Achse so, daB der Primfrstrahl in der (y-, 2)-Ebene liegt. Dann sind die 
Winkel §,,,, aller intensitatsstarken B. R. mit der y-Achse klein gegen 1. 


_ Die hier fiir die Gestalt der Oberflachen-Enveloppe interessierenden B. R. 
riihren her vom Wellenpaar, das der Oberflachen-Eigenschwingung zugeordnet 
ist und daher gegen die Netzebene den kleinen in (1. 602) (bei Vernachlassigung 
yon Phasenspriingen) definierten kleinen Winkel 9, bildet. Die Winkel «, 8 des 
Wellenpaares gegen die x- und y-Achse stehen dann mit 4 im Zusammenhang 


1) Falls in Verallgemeinerung zu der im Teil I gemachten Annahme nicht 
ur eine einzige, sondern mehrere Eigenwerte der Oberflachen-Eigenschwingung 
existieren, so sind auch diese (etwa 2 oder 3) ebenfalls diskret. Wegen der naheren 
Diskussion dieses Falles sei auf Teil II, Abschnitt 7, verwiesen, 
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»4) ~ hey zi As ees 7 5 We au 
4 =*C0s? K cos” p + cos? (x/2 — 9,). Fir dle Gees far Sess rm 
B. R. (1, 779) gilt dasselbe, so daB bei Heranziehung ere FRAUNHOFER "1 
Beugungsbedingungen (1. 701) und unter Beriicksichtigung von (1. 602) ae v=1) 
ae 


a 
4 = sin? dp, = is am, — ™° =) + {cos foes Ms Ay = 


2 
cos? Ym, m2 = (s3-) - —2— * (my COS &m, + Mz cos Bm,) + (m; Ss m3) ; yy 


wird. ae 
Denkt man sich die Ebene der photographischen Platte in groBer Entfern 
vom Kristall senkrecht zur y-Achse, so sind die beiden ‘Komponenten 


COS Mm, = &, COS Ym, mz = 5 ~ (1.703) 


der B. R. (774, mm.) bis auf einen belanglosen gemeinsamen Proportionalitats- 
faktor ebene kartesische Koordinaten in der Plattenebene, wahrend die y-Kom:- 
ponente cos Bm, dieser B. R. wegen 8m,< 1 naherungsweise konstant gleich 4 
gesetzt werden darf. Dann nimmt (1. 702) die Gestalt an: or) 


2 
= 2% my £ + 2. my + (mj + mi) (2). 


um) 


Bei der Drehung der Fortschreitungsrichtung des der Oberflachen-Eig 
schwingung zugeordneten Wellenpaares um die Netzebenennormale andern sich 
die Komponenten cos &m,, COs Ym. m, der B. R. (#2, 22) und somit auch die i 
(1, 703) definierten Koordinaten &, € stetig gemaB (1. 704). D. h. aber, daB sich 
die Oberflachen-Enveloppe in dex Plattenebene [= (E, ¢)-Ebene] als die Parabel 
(1. 704) abzeichnet. ; 

Dagegen treten bei der Abbeugung der zur Raumgitter-Enveloppt 
fiihrenden V Raumgitter-Eigenschwingungen wesentlich andere Wel 
vorgange auf. Denkt man sich namlich das zugeordnete Wellenpaar einer 
einzigen dieser Raumgitter-Eigenschwingungen am Netzebenenkreuz- 
gitter abgebeugt, so schneidet diese B. R. die photographische Platte zwar 
genau wie vorhin bei der Oberflachen-Enveloppe in einer Parabel, wenn die 
Laufrichtung dieses Wellenpaares um die Netzebenennormale gedreht 
wird. Nach S. 94 sind im Gegensatz zur Oberflachen-Eigenschwingung 
jedoch V (= &) eng beieinanderliegende Raumgitter-Eigenschwingunger 
mit .V verschiedenen }p-Werten vorhanden. Wenn man von der allerdings 
entscheidenden Intensititsfrage absieht, so wiirden ganz entsprechend die 
B. R. der Wellenpaare aller dieser V Raumgitter-Eigenschwingungen die 
photographische Platte in .V eng benachbarten kongruenten Parabel 
schneiden, In Fig. 7 wurde ihre Anzahl N aus zeichnerischen Grinden 2 
gleich 5 gesetzt. 3 

Wie nunmehr zu zeigen, ist die Intensitat dieser V Parabeln nur an den. 
in Fig. 7 (durch ausgezogene Linien) gekennzeichneten Stellen wesenthi ch 
von Null verschieden und setzt sich zu einer gewissen stetigen Kurve, 
Raumgitter-Enveloppe, zusammen. Dieser Sachverhalt kommt folgendet - 
mafen zustande: Wir betrachten eine einzelne angeregte Raumgitter- 
Eigenschwingung bzw. das zugeordnete Wellenpaar, z. B. die wii auf- 
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twirkung AnlaB zu einer Beugungswelle. Da die betreffende B.R. 
einer Parabel verlauft, wenn die Laufrichtung des zugeordneten 
Nenpaares um die Netzebenennormale gedreht wird, so andert sich die 
poet noch niher zu diskutierende Phasendifferenz @ der von irgend 
‘benachbarten Netzebenen ausgehenden Beugungswellen bei der 
: Bate stetig und hat nur an 
ewissen Stellen den zur giinstigen 
Interferenz erforderlichen Wert 
TMs; (ms; ganz). Dies sind die oben 
nten Stellen groBer Inten- 
auf der betreffenden Parabel. 


_ Entsprechende _ Flecken  ent- 

stehen auf allen iibrigen V — 1 
Parabeln, | die aus den tibrigen \\ 

N — 1 Raumgitter-Eigenschwin- Hi WY 
ungen abgebeugt wurden. Alle if! \\ \ 
auf den verschiedenen Parabeln i i . \\ 

entstandenen Flecke setzen sich, if \\ 
wie aus Fig. 5 des spater erschei-_//'}! \\\ 


enden Teiles II in allen Einzel- pig. 7. Entstehung der Raumgitter-Enveloppe. 

: Aus zeichnerischen Grinden wurde die Anzahl N 

a ersichtlich sein wird, im der ees (Raumeittor Eigenschwingungen) 

er T gleic gesetzt un er Abstand der Parabeln 
izfalle groBer N (—oo) zu iibertrieben groB gezeichnet. 


einer stetigen Kurve (Fig. 7) zu- 

sammen, die wir Raumgitter-Enveloppe genannt hatten. Diese pendelt 
wischen den beiden Grenzparabeln fortgesetzt hin und her. Hierbei ent- 
Detain an den Beriihrungsstellen mit der auBeren Grenzparabel ab- 
gerundete Ecken. Da die beiden Grenzparabeln eng benachbart sind, so 
hat die Raumgitter-Enveloppe — abgesehen von den abgerundeten Ecken 
— auch praktisch Parabelgestalt. Die im Teil LV gegebene nahere 
Durchrechnung zeigt, daB die Intensitat der Raumgitter-Enveloppe von der 
C roBenordnung der Intensitat der Oberflachen-Enveloppe ist. 

Wir wollen abschlieBend die fiir die Lage der Raumgitter-Enveloppe 
mafgebende Phasendifferenz 9 naher diskutieren, welche die von irgend 
zwei benachbarten_ Netzebenen ausgehenden Beugungswellen besitzen. 
Diese Phasendifferenz 9 setzt sich aus zwei Phasenverschiebungen zu- 
sammen: 1. aus der Phasenverschiebung x-a der Raumgitter-Eigen- 
schwingung beim Ubergang von einer Netzebene zur benachbarten. x + a 
hangt vom Winkel dp der Fortschreitungsrichtung des zugeordneten 
Wellenpaares ab, ist also langs einer fest herausgegriffenen Parabel kon- 
stant, andert sich jedoch beim Ubergang von einer Parabel zur anderen. 
Jegen der komplizierten Wellenvorginge (durch Tunneleffekt bedingte 
Koppelung zwischen den einzelnen Rinnen) 14Bt sich keine geschlossene 


slaufende Welle. ‘Sie aibt an ede dee N Netzebenen infolge & Kreuz- 
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Formel fiir %-a@ angeben. Wis kénnen daher xa antl im Pap y 
Grund von Rechnungen eingehender diskutieren. 2. Aus der Phasenver- 


schiebung ky, m, @ = ae COS Ym,, my» den die Beugungswelle (my, ma) 


beim F shashaente von einer Netzebene zur benachbarten erfahrt. Dahe 
werden nur diejenigen Wellen der V Raumgitter-Eigenschwingungen | in 
die Raumgitter-Enveloppe abgebeugt, die der Beziehung 


o=+tx-a—ky, m,°¢ = 27M; mit ganzem mg 


die schrag aufwarts oder schrag abwarts laufende Welle des Wellenpaare: 
betrachtet wurde. 
Die Bedingung (1. 706) stellt diejenige Vervollstandigung der Brace 
schen Bedingung dar, die erforderlich ist, wenn man sehr flach (Sal <t 
auf die Netzebene auffallende Strahlen mit umfassen will. Mit der in der 
Teilen II bzw. III anzugebenden Bedeutung von x stellt (1. 706) ein Han at- 
ergebnis der hier mitzuteilenden Betrachtungen dar. Fir nicht sehr flachen 
Auffall der vom streuenden Atom ausgehenden Elementarwelle geht die_ 
_ Bedingung (1. 706) in die tibliche Form der BraGeschen Bedingung iib er 
Denn bei nicht sehr flachen Ausfall geht die Elementarwelle praktisch u in 
gestort durch das Gitter, dessen Brechungsexponent nur wenig von 1 a 
weicht, hindurch, so daB bei nicht sehr filachem Ausfall die Bias 
_ schiebung x - a naherungsweise gleich der Phasenverschiebung ist, welcht 
die Elementarwelle im Vakuum beim Fortschreiten um die Strécke @ in 


z-Richtung erfahrt; d. hh. x-a~ ae cos ¥ (y ist der Winkel der Element ar- 
welle mit der z-Achse). Daher geht (1. 706) unter Beachtung der Bezieh n g 


2ra = ft = 
Km,, ms 2 = > * ©OS Ym, m, bei nicht sehr flachem Auftreffen der Elem en 
tarwelle ber in 


) 


ok COS Y —- 008 Yay Ga Se 2 mit ganzem msg. (1. 707) 


Das ist aber die bekannte BraGesche Bedingung fiir Spiegelung an der 
Netzebenenschar (7m, mg, mg), die nach Abschnitt 2 (bei hinreichend 
steilem Auftreffen auf die Netzebenenschar) die Lage der Kikuchi-Kege | 
bestimmt, = 
Somit ist gezeigt, daB lings der Raumgitter-Enveloppe eine mo di. 
fizierte BraGGsche Bedingung (1. 706) in Kraft ist. Auf diesen Umstand 


nai hat bereits Furs?) in Fortfiihrung von Gedankengangen SHINOHAR Ss?) 
*% hingewiesen, Allerdings wird die Modifikation der BraGGschen Bedingung 


von Furs quantitativ nicht durchgefiihrt [vgl. dagegen die Formel (4. 706) 
* und deren quantitative Behandlung in den spater erscheinenden Teilen IT 


1) E. Fuss, Ann. d. Phys. (5) 36, 209, 1939. 
*) K. SHINOHARA, Phys. Rev. 47, 730, 1935. 
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bis [IV F AtRerdenr wird weder von Fugs noch von cared eh die hierzu | 
ees zweite Erklarungsméglichkeit der Kikuchi-Enveloppen, 
lich als Oberflachen-Enveloppe, in Betracht gezogen. 
Da die Raumgitter- -Enveloppe somit durch phasengleiches Zusammen- 
rirken der im ganzen Kristall abgebeugten Wellenpaare der Raumgitter- 
Be ienscivcinguncen entstanden ist, so ist diese Linie im Gegensatz zur 
-Oberfliichen-Enveloppe, die durch Abbeugung der in einer einzigen, 
namlich der obersten Rinne verlaufenden Eigenschwingung entstanden se 
i st, als Raumgitterwirkung anzusehen. Da sowohl Raumgitter- als auch 
Oberflichen-Enveloppe auf dem Umwege iiber eine Eigenschwingung 
des einfach periodischen Gitters entstanden sind, so liegt bei ihnen tat- 
si hlich, wie bereits von SHINOHARA und Furs!) vermutet wurde, eine 
/mweganregung vor. 


 - 8. Praktische Unterscheidung zwischen Raumgitter- 
> und Ober flachen-Enveloppe. 


A ‘Da die soeben entwickelte Theorie zwei Erklarungsméglichkeiten fiir 
die Kikuchi- -Enveloppen Zzulie8, namlich Raumgitter-Enveloppe und | ahi 
Oberflachen-Enveloppe, so sollte auf den photographischen Aufnahmen Ss 
“sowohl eine Raumgitter- als auch eine Oberflachen-Enveloppe beobachtbar i 
sein. Da die Lage dieser Linien in nullter Naherung (9p =%) = 0) dieselbe 
‘ist, und da die inkoharente Streustrahlung nicht monochromatisch ist, oR 
_ so werden diese Linien in der Praxis zu einer einzigen verschmelzen, die 
-praktisch mit der geometrischen Enveloppe (9 = 0) zusammenfallt. Es 
entsteht nun die F rage, welche der beiden Komponenten dieser Linie die 
andere in der Praxis bei einem speziellen Fall an Intensitat iiberwiegt. 
_ Da die theoretische Oberflachen-Enveloppe nach Abschnitt 7 eine gleich- 
maBig gekriimmte Parabel ist, die theoretische Raumgitter-Enveloppe 
jedoch (abgerundete) Ecken besitzt, so wird man, soweit aus den Aufnah- 
men erkenntlich ist, in allen denjenigen Fallen, in denen die Enveloppen 
 gleichmaBig gekriimmt sind, auf eine Oberflachenwirkung  schliefen, 
wahrend die Enveloppen mit Ecken als Raumgittereffekt anzusehen sind. 
In diesem Zusammenhang miissen die bisher vollig beiseite gelassenen 
Kikuchi-Enveloppen, die nicht der zur Kristalloberflache parallelen Netz- 
-ebenenschar, sondern einer beliebig gelegenen, dicht besetzten Netzebenen- 
schar zugeordnet sind, ganz kurz behandelt werden, Wegen ihrer auf 
S. 82 angegebenen Lage hat man die bisherigen Betrachtungen tber 
die flach auf eine Netzebene auffallende Streustrahlung auf den Fall zu 
verallgemeinern, daB die herausgegriffene dicht besetzte Netzebenen- 
-schar nicht mehr parallel zur Kristalloberflache ist, sondern beliebig liegt. 
Zu diesem Zweck denken wir uns den Kristall nicht mehr wie im Ab- 


1) Vgl. den zu Anm. 1 und 2 der S. 102 gehorigen Text. 


beliebig gelegener, dicht besetzter Netzebenen, d.h. auch innere Spalt- 


1) M.v. Laug, Zs. f. Phys. 37, 544, 1936. 


schnitt 4 aus hes zur Oberflache saath Neowenias zusammengese zt, 
sondern aus dicht besetzten Netzebenen einer beliebig gelegenen Schar, 

Die zur Raumgitter-Enveloppe fiihrenden Wellenvorgange (Abbenglinig 
aus den Raumgitter-Eigenschwingungen) kénnen dann ersichtlich auc 
in diesem neuen Kristallmodell auftreten, wenn die Rolle der bisher | be- 
handelten zur Oberflache parallelen Netzebenen (= gewellte Pate) 
von der beliebig gelegenen, dicht besetzten Netzebenenschar ubernommen 
wird. Demnach kénnen die zu einer beliebig gelegenen Netzebenensch har 
gehérigen Kikuchi-Enveloppen als Raumgitter-Enveloppen angesehe en 
werden, die an dieser beliebig gelegenen Netzebenenschar durch Beugung 
entstanden sind. Da alle Rinnen dieser beliebig gelegenen Netzeben en- 
schar gleichberechtigt sind und ausnahmslos dieselbe Breite H_ besitzen 
so kann die Eigenschwingung einer einzelnen ausgezeichneten (obersten) 
Rinne der Breite H,=+= H (— Oberflachen-Enveloppe) nicht angeregt 
werden; und somit muB die Oberflachen-Enveloppe scheinbar zur Er 
klarung dieser Enveloppen ausscheiden. ~S 

Nun kann der betrachtete Kristall aber feine Risse langs gewisser 


flachen aufweisen, welche nach y. Lave!) als zweite Kristalloberflache 
anzusehen sind. Da langs einer solchen inneren Spaltflache in unserer 
Denkweise die Oberflachen-Eigenschwingung einer einzelnen Rinne be < 
stehen kann, so diirfen alle bisherigen zur Oberflachen-Enveloppe fith- 
renden Betrachtungen auf diese inneren Spaltflachen angewendet werden . 
Auf diese Weise sind die zu einer beliebig gelegenen, dicht besetztén Netz- _ 
ebene gehérigen Enveloppen, soweit sie gleichmabig gekrimmt sind, | 
als Oberflachen-Enveloppen anzusehen, welche zu einer inneren Spalt- 
flache gehdren. Daher kann alles im Abschnitt 7 iiber die Gestalt der 2 
Kristalloberflache zugeordneten Kikuchi-Enveloppen Gesagte auf die 
Enveloppen angewendet werden, die einer beliebigen dicht besetzte rye 
Netzebenenschar zugeordnet sind, Wenn daher die zu einer beliebig ge- 
legenen, dicht besetzten Netzebenenschar gehdrige Kikuchi- Enveloppe_ 
(abgerundete) Ecken aufweist, so werden lings dieser Netzebenenschar 
keine. oder nur wenige innere Spaltflichen (Risse) vorhanden sein. Ist — 
diese Enveloppe jedoch gleichmaBig gekriimmt (Oberflachen-Enveloppe), — 
so besitzt der Kristall langs dieser Netzebenenschar Risse. - ae 

Die Betrachtungen dieses Teiles I sind auf Anregung von Herrn Prot 
W. Lenz entstanden, dem ich an dieser Stelle zugleich fiir zahlreiche Dis- 
kussionen und Ratschlage meinen herzlichsten Dank ausspreche. : 


Hamburg, Institut fiir Pikoestlscies Physik der Hansischen Universitit, 
Juli 1944, 


ge et 


* Uber einen Zusammenhang der Bennewitz und 
R6tgerschen Theorie der inneren Reibung | 
mit der von Pasler. 


> 4 " : 
a - Von Max Pasler in Berlin. 


Mit 2 Textabbildungen. 


s _» {Eimgegangen am 18. Juli 1944.) 
5 ; mA 
& Es wird gezeigt, daB sich aus den Gleichungen spezieller Falle, die PASLER u. a. 
al Is Beispiel zur Anwendung einer von ihm entwickelten Theorie der inneren ’ 
Reibung anfiihrt, eme. formal mit der Fundamental- Differentialgleichung: der 
‘Theorie von BeNNewitz und RorceEr itibereinstimmende Beziehung herleiten 
1aBt. Man geht hierzu von der erweiterten Bewegungsgleichung des Schwingers 
und der verallgemeinerten Warmeleitungsgleichung aus und eliminiert aus ihnen 
die durch die Deformation des Schwingers in diesem entstehende Ubertemperatur, 
wodurch man zu einer Differentialgleichung fiir den Verschiebungsvektor ge- : 
langt: Diese erweist sich als separierbar, wenn man fiir den Verschiebungsvektor 
einen Produktansatz macht, dessen ortsabhangiger Teil das Integral der Schwin- 
gerbewegungsgleichung ohne Beriicksichtigung der inneren Dampfung ist, 
wahrend der den zeitlichen Verlauf beschreibende Faktor unbestimmt bleibt. 
S zeigt sich, daB dieser dann einer der BENNEWITZ-ROTGERschen Differential- 
gleichung analogen Relation geniigen mu. Diese Tatsache ermdglicht es ins- 
besondere, den von BENNEWITzZ und ROtcGeER in ihren Rechnungen eingefiihrten | 
»zusatzlichen‘‘ Elastizitatsmodul ¢ fiir die genannten Falle streng durch ex- 
perimentell bestimmbare Materialkonstanten auszudriicken. Das gleiche gilt von 
dem Ausgleichskoeffizienten y, der sich als proportional dem Warmeleitvermogen 
des Schwingers erweist. SchlieBlich wird gezeigt, wie man mit Hilfe einer be- 
_kannten Analogiebetrachtung die GréBen ¢ und y ,,elektrisch realisieren“ kann. 


In den letzten Jahren wurde eine Reihe von Arbeiten ver6ffentlicht, die 
es sich zum Ziel setzten, gewisse Erscheinungen zu klaren, welche unter 
“den Bezeichnungen innere Reibung, thermische Dampfung, elastische 
Nachwirkung u. 4. bekannt sind. Es handelt sich dabei um Relaxations- 
_effekte, die insbesondere bei elastischen Schwingern auftreten. Jene mogen 
-—— die zwischen den oben erwahnten Begriffen gelegentlich gemachten 
_feineren Unterschiede vorerst nicht beachtend — nachstehend als innere 
-Reibung schlechthin bezeichnet werden. Um diese GréBe quantitativ zu 
erfassen, wurden in den oben genannten Arbeiten teils experimentelle 


eee? eingeschlagen, teils rechnerische Hilfsmittel verwendet. Von Bei- 


1) Vgl. etwa W. Koster, ‘Arch. f. d. Eisenhiittenw. 14, 271/78, 1940/41; 
F. Forster und W. Koster, Naturwissensch. 25, 436, 1937; E. Rontorr und 
-W. Lawrynowicz, Zs. f. techn. Phys. 22, 110, 1941; E. Rontorr, Zs. f. Phys. 
‘110, 58, 1938; H. Prriem, Akust. Zs. 6, 109, 1941; S. Hieucut, Journ. Frankl. 

5 Inst. pe 231) 5, 421, 1941. ; 


‘a id vote 
. Fé poe 3 

trigen, die theoretische Methoden zur Bestimmaitig fen innéren Reib : 
angeben, sind insbesondere die Verdffentlichungen von BENNEWITZ und 
ROorGER!), ZENER”), SNoEK*) und PAsLER‘) zu nennen. Was das Verhaltnis 
der von den zitierten Autoren entwickelten Theorien zueinander anbelang A 
so kann — ohne jenes im einzelnen kritisch betrachten zu wollen — xe- 
sagt werden, daB, trotz der durchaus verschiedenen zur Ermittelung der 
inneren Reibung gewahlten Ausgangspunkte, zwischen den einzelnen 
Theorien gewisse Beziehungen und Zusammenhange bestehen. So zeigter 
BENNEWITz und ROTGER (B. und R.) in einer zweiten Arbeit®), daB sich a 1s 
den von ihnen gefundenen Ergebnissen die ZENERschen Formeln®) u 
schwer herleiten lassen. Die gleichen Ausdriicke erhalt auch PASLER 
seiner Theorie und bemerkt, da& zwischen dieser und der von B. und R 
insofern ein gewisser Zusammenhang besteht, als seine Ansatze — aul 
den speziellen Fall der Berechnung der inneren Reibung einer radial 
schwingenden Kugel angewendet — nach geeignetem mathematis¢ : 
Operationen zu der »,Grundgleichung™ der B. und R.-Theorie fiihren”). 
Es war seinerzeit, wie a.a.O. bemerkt, aus a4auBeren Umstanden nich 
méglich, diesen entdeckten Zusammenhang naher zu untersuchen und ent- 
sprechende Folgerungen hieraus zu ziehen. In der Zwischenzeit konnte die _ 
aber in gewissem Umfang nachgeholt werden und es zeigte sich, daB di 
Dinge ganz analog liegen, wenn statt der Kugel ein Zylinder als Schwinger 
vorgegeben ist. Auch dann kann aus den PAsterschen Ansatzen die 
B. und R.-Gleichung gewonnen werden. In beiden Fallen treten aber in 
der auf diesem Wege erhaltenen Gleichung statt zweier von B.und R. ein- 
gefiihrter ,,unbestimmten“ GréBen ¢ und y bekannte Konstanten des” 
Schwingers auf, so daB durch Vergleich der ,,indirekt“t hergeleiteten B. und 
R.-Gleichung mit der ,,eigentlichen“ jene durch diese (fiir die beiden g 
nannten Spezialfalle) ausgedriickt werden konnen. Dariiber soll nach 
stehend berichtet werden, 

Bei der Entwicklung ihrer Theorie gehen B. und R. von der Vorstel- - 
lung aus, daB im Innern eines festen Kérpers eine GréBe G existiert (,,Feh 
stelle‘), ,die sich in spannungsfreiem Zustande im Gleichgewicht be- 
findet, bei Deformation jedoch einen Gradienten besitzt‘‘. Dieser Gradient, 
als AG bezeichnet, erzeugt nach B, und R. eine Reibungskraft K,, fii ir 
welche jene ansetzen . 


s 


=B8-AG. (1) 
lM Saatwnsties und H. RotGer, Zs. f. Phys. 40, 416, 1939, 

*) Cu. ZENER, Phys. Rev. 52, 230, 1937; 53, 100, 192, 582, 686, 1010, 1938, 
3) J. L. Snogx, Nederl. Tijdschr. voor Naturk. J, 133, 1940. 
) 
) 


> 


M. Paster, Zs. f. Phys. 122, 357, 1944. 
K. BENNEWITz und H. Rircer, Zs. f. techn. Phys. 19, 521, 1938. 


*) Fur den Betrag der inneren Reibung in einem transversal aha > 
Stabe geltend. 


*) M. Paster, 1. c. S. 384. — *) K. BenNeEwitz und H. RotGer, l.c. S, 578. 
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\G selbst wird als Ponkeen der Seite a bien s und der Zeit t 
pesehen ai hat nach B. und R. die Eigenschaft, sich bei zeitlos wir- 
nder Deformation nach dem Gesetz 

je = 8 = const (2) 


(A Seat ecrhie Gesetz) zu andern, wihrend im Laufe der Zeit ein Ausgleich 


rate h dem MaxweEttschen Gesetz der Spannungsabnahme, also gemaB 
ed Beziehung 


éAG t 
SS TTR ate 3) ae 
a attfinden soll. Als Bewegungsgleichung setzen B. und-R. nun an 
y é; d2s ; 
roe es = BAG =—m>,— 
y 

-d.h. sie lassen den Schwingungsvorgang der Gleichung eines gedampft 
_schwingenden Oszillators geniigen, wobei die Reibungskraft jedoch auf — 
: »;imnere™ Ursachen zuriickgefiihrt wird. Durch Differentiation von (4) 
gelangen B. und R. unter Beniitzung von (2) und (3), wie in ihrer Arbeit 
im einzelnen gezeigt wird, zu der Grundgleichung ihrer Theorie, die nach- 

wi peende Form hat: 


cs, href) 


d3s 


ety Get or(1t+s)S+azys=0. ©) 


Die hierin auftretenden, noch nicht erklarten GréBen bedeuten dabei: 


09 =V c/m die Eigenfrequenz des ungedampften Systems, E den reinen 
_Elastizitatsmodul, welcher der Federkonstanten ¢ proportional ist und 
_schlieBlich ¢ einen, von B. und R. eingefiihrten, dem Produkt 6 6 pro- © 
eee ,,zusatzlichen“ Elastizitatsmodul. Man erkennt, da in der 

_ Ausgangsgleichung (5) der B. und R.-Theorie die anfangs eingefiihrte hypo- 

_ thetische GréBe G herausgefallen ist. Indessen treten die GréBen ¢ und der 

_ durch (4) definierte ,,Ausgleichkoeffizient‘ y nun auf, die auch in das, aus 

i -dem Integral von (5) berechenbare Dekrement 


BSC ELS LT ee Di (6) 


-eingehen, das von B. und R. als MaB fiir die innere Reibung festgelegt wird. 

Offenbar haftet den GréBen < und y in dieser Form, wie sie von B. undR. 
in ihrer érsten Arbeit eingefiihrt wurden, zundchst eine gewisse ,,Un- 
 bestimmtheit“‘ an. Im Zuge des Ausbaus der Theorie werden spater die 
,,zusatzliche elastische Kraft‘‘ und die Relaxationszeit + = y~1 fiir den 
_speziellen Fall eines transversal schwingenden Stabes durch bekannte 


. < F ees BS “ “* - ’ ae 
Konstanken desselben ee naa Es ist dies aber, wie eingan eS 
wahnt, noch in (mindestens) zwei weiteren Fallen médglich, und zwar 
wenn der Schwinger in Form einer Kugel oder eines Zylinders vorrei en 
ist. Es gelingt dies mit Hilfe der Gleichungen, von denen man zur Be - 
nung der inneren Reibung der genannten Schwinger nach der Theor ie 
von PASLER auszugehen hat. In dieser werden energetische Betrachtun gen 
angestellt, und man hat danach zur Berechnung der inneren Reibun 52) 
eines (im tibrigen beliebigen) Schwingers wie folgt vorzugehen: Man De~ 
stimmt dessen Bewegungsgleichung aus dem Hamittonschen Prin ip, 
setzt in dieses jedoch fiir die potentielle Energie des Schwingers nicht den 
sich durch Integration des elastischen Potentials ergebenden Ausd ck ; 
ein, sondern denjenigen Wert, welcher (durch die gleiche Integration | be 
den betrachteten Kérper) aus einer erweiterten, den thermischen Vert 
haltnissen bei der Deformation®) Rechnung tragenden Form zu bestimm« on 
ist. Dieses Verfahren fiihrt zu einer erweiterten fiewedmneclichama 
We >: der ein Dampfungsglied auftritt, so daB nach Definition etwa des b In- 
oes _ Dekrementes als MaB fiir die innere Reibung die rechnerische Bestin 
yj mung derselben méglich ist. Die in der Bewegungsgleichung auftretend 
Ubertemperatur wird aus der Warmeleitungsgleichung bestimmt, die, 
den thermoelastischen Effekt berackacitignm: entsprechend zu ver lL 
gemeinern ist. % 
Roe iy. Wendet man auf diese Gleichungen das in der eingangs stehenden za 
. - sammenfassung angedeutete Verfahren der Elimination und Separierung 
an, so gelangt man zu einer B. und R.-Differentialgleichung, was fiir die bei-_ 
den genannten Faille gezeigt werde. 

Die PAsLersche Theorie liefert fiir die Berechnung der inneren Reibung 
‘ einer radial schwingenden Kugel die Gleichungen*): —__ 5. > 


' . a 
3 me BG w 8 Eat). Be. ae 
Pee” G+ wd—2 ¥) ér foe 1—2u @r (7) 
> | ao ao z 
$ Bom eats 2) 492 Pat +22 =): ; (8) 
Zu diesen zwei simultanen partiellen Differentialgleichungen kommt noch — 
mas. die Randbedingung A 
ii ty eo <= 
% z 4 x (grad 9), R= Tee =0 (9) 


+ 


9 Vel. den zusammenfassenden Bericht von H. RéteER, Glastechn. Ber. ~ é 
19, 195/196, 1944. “ 
*) PASLER spricht statt von innerer Reibung speziell von ¢hermischer Démpfung, 
weil auf Grund experimenteller Beobachtungen ermittelt wurde, daB die Energie- _ 
dissipation bei der Schwingung innerhalb eines weiten Frequenzbereiches pace” 


wissentlichen auf einen Warmeeffekt zuriickzufihren ist. 
ae *) Thermoelastischer Effekt. — 4) M. Paster, 1. c. S, 379. 
} “' 
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zu fi, die zum ruse bringt, dab der Wasindetrire nur im. Tnnerti des 


zs — 


bis (8) auftretenden GréBen haben folgende Saas 
r == Masse des Schwingers, 
eg “= der radikale Verschiebungsvektor, 
= die bei der Deformation der Kugel entstehende Ubertemperatur, 
E= - der Elastizitatsmodul, 
u = die Potssonsche Konstante, 
74 = das Warmeleitvermégen des Schwingers, 
P p = eine thermodynamische Konstante, die mit E, uw und dem Ausdeh- 
nungskoeffizienten « durch Gl. ({6) verbunden ist, ~ 
r = radikale Kugelkoordinate, 
t =die Zeit, 
‘R= Radius des kugelférmigen Schwingers. | 
_ Wie aus obigem Gleichungssystem die innere Reibung ihomnicche 
‘Di mpfung) im einzelnen zu berechnen ist, fiihrt PASLER a.a.O. aus. Statt 


i 


gehen, da8. man durch Elimination von 9 versucht, eine Differential- 


‘le e! chung fiir den Verschiebungsvektor & allein zu erhalten. Dies gelingt 
et Br pater Beachtung der Identitat: 


ees. ae 2039 a5 (Pe) 


s Ker et <<, at Or ror er} 


(10) 


oo 
or r Or 
fiir den man seinen Wert aus (8) einsetzt. Aparaetes Differenzieren nach 


-m nan zu einer Beziehung, in welcher der Ausdruck 


» fiihrt zu einer Gleichung, i in welcher der Term ae auftritt, fiir den 


der aus (7) berechenbare Ausdruck einzusetzen ist. Fiihrt man diese etwas 
langere, jedoch keine grundsatzlichen Schwierigkeiten mit sich bringende 


= 5 schlieBlich die Differentialgleichung : 


ae 1E 1072) p OE a HE 20—  2,)" 
ee pees eerie) oe 6a GAC 


Bans -. paige oe 238 =€) = oe ede itd) 


b sy: a¢\dr? Tor. 


* 
at 


; Hierbei bedeuten A ial B Abkiirzungen fir die in (7) auftretenden 
Ko effizienten. Zur Integration von (11) werde der Produktansatz 
te 


a os i sinar , ; 
(E=f() FO= “a0 sme). Fi) =  ) Fw) (12) 


hwingers flieBt, dieser also adiabatisch isoliert ist. Die in den Gl. (7) 


s dort eingeschlagenen Weges kann man aber noch in der Weise vor- — 


N ultipliziert man also @) mit r? und iiteeentions dann nach r, so gelangt - 


0% 
aes —. auftritt, | 


und daher hier unterdriickte Rechnung im einzelnen durch, so exhale man 


See eet eat ae 
Pay il : ae es Petaeed 
Bennewita u soronnicien Ta 109. 
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versucht, In ihm ist bekanntlich?) der ortsabhangige Teil 0) di die | Lasung 
der ,,ungestérten“’ GI. (7), d. h. der Bewegungsgleichung des Schwingers 
ry ohne Beriicksichtigung der inneren Reibung. Geht man mit (12) in a 0: 
ein, so ergibt sich nach einiger Rechnung fiir den cata ; ) 
von & die Differentialgleichung . 


d3F o@F  A+pB ,dF Aan +0 
OF 4 Gh Ates Sh | AM po, (13) 


Driickt man nun noch 2? durch die Konstanten des Schwingers?) aus, § 7 
erhalt man schlieBlich: 

GF | nee 

dt? A a 
* und ein Blick auf (5) zeigt, daB die B. und R.-Gleichung vorliegt, lediglich m it 
anderen, und zwar bekannten Koeffizienten. Durch Vergleich ergibt sich 
hieraus unmittelbar fiir das Verhaltnis aus den beiden Elastizitatsmodi 


Pr @,” 
tee (1+ 27) Ga tot eee = 0 


ee (15) 


Nun gilt nach CL. ZENER’): 
2 1 a 
‘ae ap =~ (1—2p) (2—4), (16) 


so daB sich § durch bekannte Konstanten des Schwingers wie folgt a s g 
driicken 1aBt: ‘ 
z 

Cp = 

e_ (1+ p) (1—2u)(%—1) (17) 


Das ist aber dieselbe Konstante, die in dem von PASLER hergeleiteten 
Ausdruck fiir die Dampfung (der schwingenden Kugel) auftritt. 

Durch einen weiteren Vergleich laBt sich auch y in ahnlicher Form aus- | 
driicken, Aus (5) und (13) folgt unmittelbar die Beziehung 


| Mee « Y= "4. (18) 


Will man das in 22 auftretende @, ausdriicken, so ist zu beachten, daB 


Sin. A eee 
ik” 


durch die Randbedingung (9) festgelegt ist, da der Ausdruck 


(12), durch den A definiert ist, gleichzeitig das Integral von (8) ist), Die | 
Beriicksichtigung dieses Umstandes fiihrt fiir 4 zu der Bedingungsgleichung ~ 


tgAR=)R, (19) 
1) Timpe-Love, Lehrb. d. Elastizitatstheorie S. 331; B. G. Teubner, Leipzig- 


Berlin 1911. 


sf *) 2 = pw?/4. Vgl. Timpge-Love, 1. c. S. $214. Hierbei bedeutet w die Eigen- — 
frequenz der schwingenden Kugel. } 


*) Cy. ZENER, Phys. Rev. 52, 234; 1937. — 4) M. Paster, l.c. S. 381. 
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é Ssungen aus der Literatur!) zu entnehmen nee in der Form 


An 
n= (20) 


darstellbar sind. Demnach ist 
(21) 
rachteten Schwingers proportional. 


Geht man mit den gefundenen Werten fir = und y in Gl. (6) ein, so 


thi alt man fiir die i innere Reibung der Dice cua Kugel nach B. R.: 


a+y) eee), 


sear (22) 


Das ist derselbe Ausdruck, den PAsLer fiir Dyyge; auf anderem Wege 
errechnet hat. Der darin auftretende frequenzabhangige Bruch scheint 
fur’ ¢ - den Ausdruck der inneren Reibung charakteristisch zu sein. Er tritt 
e | allen von PASLER durchgerechneten Schwingern auf und 1aBt sich, 
e schon seinerzeit bemerkt, durch leichte Umformung auf die Cof-Form 
von B. und R. bringen. Auch dadurch ergibt sich durch Vergleich eine Még- 
lichkeit, die GréBen <¢ und yy auszudriicken. Insbesondere erhalt man 
dabei i fiir 7 (bei anderen Schwingern) eine (21) véllig analoge Darstellung, 
in der neben 7 die Dimension des betrachteten K6rpers (quadratisch) ein- 
geht, die parallel zur Schwingungsrichtung liegt oder anders ausgedriickt, 
? ngs deren der Warmeausgleich stattfindet. Fiir den Stab ergibt sich so 
z. B. fiir y ein Ausdruck, dessen reziproker Wert mit der in seinem zusam- 
menfassenden Bericht von R6TGER?) angegebenen Relaxationszeit tT = y~! 
ibereinstimmt. ; , 
Ganz ahnlich liegen die Verhaltnisse, wenn der Schwinger durch einen 
K eae reprasentiert wird, von dem auch angenommen sei, da er 
al schwinge. Dann stellen nach PAsLeR die Gleichungen 


- RE E (14—u) es 106 i Eu (08 (23) 


5a a Ful (l1—2yu)l@r*? roér r T2394 “Or 
; és OP See ra: 
iA > aaa, ape t Tr a) tP5 Poy = Se 


den Ausgangspunkt zur Berechnung der thermischen Dampfung nach 
seiner Theorie dar, wozu ebenfalls, wie oben, die Randbedingung 


(grad 9), p =0 | (25) 


1) F. Empe, Tafeln elem. Funktionen S. 130; B. G. Teubner, Leipzig-Berli 
1941, — *) H. Rércer, Glastechn. Ber. 19, 169, 1941. 


he ed ; . cals eee TE s rt 
R= Radius des Zylinders) aay *ét ert pee Se st, <a 1c 
Schwinger adiabatisch isoliert ist. Es gelingt hier auf ahnliche Weise wie 
im vorhergehenden Beispiel, 9 zu eliminieren’), was zu folgender 1 
rentialgleichung fiir den Ai avis to E fiihrt: 


a Ae 108 —4)4 A+pB@ ee 12% &) 
fet ean oat eoras. i er: \2 78 ci Roe. 


we 2 RE 3 RE sae 8 
mA (TS ror Aont par, 3.) 
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Zur Integration dieser Gleichung werde wieder ein Produktansatz v ver rs r 
und zwar dieses Mal von der Form 


Pee & (r,t) = Jy (Ar) F (b). 


Als Ortsfunktion ited die Bessetsche Funktion J, (Ar) angesetzt, 1 
die Lésung der ,,elementaren‘t Schwingungsgleichung des Zylin in fe 
(GI.[23] mit ® = 0) ist?). DaB der Ansatz (27) tatsachlich eine Separier hin 


-von (26) zulaBt, erkennt man daran, daB die in Klammern stehenden A us 
driicke der linken Seite von (26) mit (27) folgende Form annehmen’ ys 


BI, Or) , 1 dS Or) a 


ape . a¥ — SF, (ar) =—22 Jy 7). 


Auch die rechte Seite von (26) ist in &4hnlicher Weise darstellbar, ‘ an 1 € 
ist y = J,(Ar) eine der vier linear unabhangigen Lésungen der Diff pre! 
tialgleichung*) 


_ 


dy Q2dy 2%+1dty , Wttad ae 
rags tet aa too -jrve cae 


woraus fiir v = 1 und z = ir folgt 


dt Jy (Av) 
dr‘ 


2 dJ,(av) 3 d2Jy (Av) (Av) Pee ‘ 
Fa a te ee ah OW) ae 


Dainit ergibt sich aus (26) und (27) 


di 


ar as B.,dF nae , 
+2 Ga + PE }=0, 


haw {ss 


1) Unter Beachtung und Verwendung der Identitat: 

10/09) Be 129 

raph ae r ér’ os 
*) Vgl. Timpe-Love S, 233. — %) Das ist bekanntlich die BessELsche Diff 


rentialgleichung. — 4) Vgl. Magnus-OBERHETTINGER, Spez. Funktionen 
math. Physik S. 19; Springer-Verlag, Berlin 1943. a e 
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se 
gelangt, die formal mit (5) iibereinstimmt!). Man kann nun durch den- % 

selben Vergleich wie oben die GréBen ¢ und y durch Konstanten des ray 
s wingers ausdriicken und ebenfalls dessen innere Reibung nach B. R. “4 a f 
* ‘Gl. (6)] ausdriicken, was zu dem formal gleichen Ergebnis (17) fiihrt, wie © sis 
es auch von PAster fiir den Zylinder hergeleitet wird. oe 2 
_ Die beiden Theorien liefern also fiir die hier betrachteten zwei Spezial- rapa? 
f fille jeweils das gleiche Ergebnis und es steht zu vermuten, daB sich auch 
c. anderen Fallen Entsprechendes nachweisen 1a8t. Wahrscheinlich 14Bt 
sich folgender Satz aussprechen: Es resultiert die B.-R.-Differentialglei- 
chung stefs aus den Ansatzen von PASLER, wenn man aus ihnen die durch 
die Deformation entstehende Ubertemperatur 9 eliminiert und die daraus _ 
flieBende Differentialgleichung fiir den Verschiebungsvektor durch einen 
geeigneten Ansatz zu separieren versucht. Ist in diesem der ortsabhiangige 
Teil das Integral der Bewegungsgleichung ohne Dampfungsglied (9 = 0), 
so fiihrt derAnsatz zu der B.- undR.-Gleichung, der der den zeitlichenVerlauf 
der Schwingung beschreibende Teil geniigen mu8. Der Versuch, dies 
allgemein zu zeigen, ist allerdings noch nicht gelungen. 
_ Nach der Auffassung von B. und R.*) beschreibt die Gl. (5), offenbar einen 

bisher noch nicht behandelten Schwingungstypus, der in der Natur eine 
groBere Rolle spielt‘‘. Unabhangig davon, ob man tatsachlich diesem. 
Schwingungstypus gréBere Bedeutung zuzumessen hat oder nicht, er- 
scheint es mitteilenswert, iiber eine MOéglichkeit der ,, Veranschaulichung“ 
-derselben zu berichten. Hierdurch gelingt es, neben der vermége obiger 
Betrachtungen erreichten ,,Darstellbarkeit‘‘ der GréBen ¢ und y, diese 

auch zu ,,realisieren‘‘, wozu die haufiger benutzte elektrisch-mechanische 
Analogie (e.-m. A.) verhilft. 

Man versteht hierunter bekanntlich tie Korrespondenz von Elementen, 

die solche mechanische und elektrische (im allgemeinen Schwingungs- 
'fahigkeit besitzende) Systeme aufbauen, deren quantitative Beschreibung 
formal durch dieselbe Gleichung geschieht. Das bekannteste Beispiel 
hierfiir stellt (mechanisch) der harmonische Oszillator und (elektrisch) 

der Schwingungskreis dar (vgl. Fig. 1), denn der zeitliche Verlauf sowohl 
der Oszillatorbewegung s als auch der des im Schwingungskreis flieBenden 
-Stromes J wird (bei Beschrankung auf die freien Schwingungen dieser 
Systeme) beide Male durch dieselbe Differentialgleichung beschrieben (wo- 


me Das hier auftretende w? geniigt einer anderen Frequenzgleichung als das 
in (14). — 2) K. Bennewitz und H. Rorcer, l.c. S. 581. 


: Bo cee cteiet fiir Physik. Bd. 124. 8 


a 
5 


iia 


sitzen). y 
Es kann und braucht hier auf Einzelheiten der e.-m. A. fiche nahet 


eingegangen za werden, da die diesbeziiglichen Verhaltnisse schon 
anderer Stelle?) ausfithrlich diskutiert wurden. Es werde nur kurz bemerk 
daB die Verwendung derartiger Analogiebetrachtungen bei praktischen 


an 
AT) 
A 


Fig. 1: Zur elektrisch-mechanischen Analogie: elektrischer Schwingkreis 
und harmonischer Oszillator. 


» 


Anwendungen oft von groBem Vorteil sind. Liegt etwa eine verwickeltere 
und uniibersichtlichere mechanische Schwingungsaufgabe vor, so gelangt 
man manchmal verhiltnismaBig schnell zu ihrer Lésung, wenn man das_ 
m4 zu behandelnde mechanische Problem ins ,,elektrische’‘ iibertragt und 
nun diesen Fall untersucht. Ist dessen Lésung — vielleicht schon unab- 
hangig von der zu behandelnden Aufgabe von anderen Untersuchungen 
her — bekannt, so fiihrt die Analogie dann schnell zu der gesuchten 
Pees res Lésung. Beispiele hierfiir findet man bei Licute-Naratu?) bei der Be- 
ae handlung der mechanischen Filter, Neben der ZweckmaBigkeit, die die 
bere Anwendung der e.-m, A. mit sich bringt, ist daraus auch erkennba : 
welche Anschaulichkeit u. U. durch jene gewonnen werden kann. Letzteret 
Umstand ist es wohl insbesondere, der gern zur Beniitzung von Analogie- 
betrachtungen greifen laBt, da man oft gewisse, nicht unmittelbar anschau- 
liche mechanische GréBen gegebenenfalls durch das gewonnene Analogon no 
elektrisch veranschaulichen bzw. ,,realisieren“’ kann. 
Diese Analogie soll nun dazu beniitzt werden, die in (5) auftretenden 
Koeffizienten ¢ und y durch elektrische GréBen (Schaltelemente) z 
,,realisieren*. Dies bedeutet, da eine Schaltanordnung anzugeben ist, bei 
der eine (5) analoge Beziehung auftritt. Entsprechend der Herleitung der 
B. und R.-Gleichung, die eine Erweiterung der gew6hnlichen Schwingungs- — 
gleichung ist, mu offenbar das analoge elektrische System eine Er-_ 
weiterung des Schwingungskreises (Fig. 1) sein, aus diesem also durch 
Hinzufiigen geeigneter Schaltelemente hervorgehen, Es zeigt sich, daB zur _ 


x 


1) W. Hunts, Wiss. Verdffentl. Siemens-Konzern 11, H.1 S.1, 1932, Diss. 


*) H. Licute und A. Naratu, Phys. u. Techn. des Tonfilms; S. Hirzel, is 
zig 1943, S. 142 ff. 
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ee, Ae, - - 
erung nur ein Element benotigt wird, und zwar eine Kapazitiit Ge 
den chwingkreis derart einzufiigen ist, daB ein in der Vierpoltheorie!) 
r dem Namen abgeschlossenes x-Glied bekanntes Schwingungsgebilde 
eht, welches in Fig. 2 schaltungsmiBig dargestellt ist. Es ist nun zu 
en, da der Verlauf irgendeiner zeitlich sich andernden GroBe im 
z-Glied einer (5) analogen Gleichung geniigt. Dies ist bei den in den 


Fig. 2. Elektrisches ,,Modell‘‘ der inneren Reibung. 


eit elnen Zweigen des z-Gliedes flieBenden Teilstrémen und den sich an 
dessen Aufbauelementen ausbildenden Spannungszustanden der Fall, was 


hzuweisen bleibt. Hierzu werde etwa an das z-Glied eine Stromquelle | 


gelegt, aus der in jenes der Strom J, flieBe, welcher sich in die Teilstréme 
p le und i, aufteilt (vgl. Fig. 2). Um diese zu berechnen, hat man in be- 
| er Weise auf die einzelnen Maschen der Schaltung die KrrcHHorr- 
en Gesetze anzuwenden. Eliminiert man aus dém so erhaltenen Glei- 
chungssystem jeweils zwei Teilstréme, so gelangt man zu einer Differential- 
sleichung fiir den dritten, als welcher etwa 7, gewahlt werde. Die An- 
we ndung der Kincuuorrschen Regeln auf die Schaltung Fig. 2 liefertedie 
Beziehungen: 


= Ste Gaetan = #2) Ret ANE aed oe 
Bi cf amet ey +3 fia (33) 
a dicsyy R (34) 


Ig = ty + lg + 1g. (35) 


Die #limination von ly aus diesem Gleichungssystem gelingt durch 
Kombination von (33) mit (34) und (34) mit (35). Man gelangt nach 
Differentiation nach ¢ zu dem Gleichungssystem 

a a? I, a? i, thy: (36 
. Lag ae ) 
dis 


2) R. FELDTKELLER, Vierpoltheorie, Phys. u. Techn, der Gegenw. Bd. LT 


S. Hirzel. as 
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Um hieraus /, zu eliminieren, ist die intepPation der jphbaneenaet Differ ren- 
tialgleichung (37) erforderlich, die — etwa nach der Methode der Variatic on 
der Konstanten gelost — als Integral den Ausdruck 


t t F t 
ee CHC. L letras 
ig = const: é miheg e / “ete ‘dt 


" liefert. Differentiiert man (38) und geht mit dem sich ergebenden Wert in 
Gl. (36) ein, so fiihrt dies nach etwas langerer, hier unterdriickter Rechnun 2 
schlieBlich zu 


Ci\di, , on . _ a1, 1 dIy 


ae) t Py 7. = oe 
C)at *RC,~ de® ' RO, de® 


RC, dt 


mit w,” = LC. Ein Vergleich laBt erkennen, daB Gl. (39) in ihrem Aufbar 
sowohl hinsichtlich der dort vorkommenden Ableitungen als auch de 
a Koeffizienten mit (5) tibereinstimmt bis auf das in (39) auftretende Sto- 
Caen rungsglied, welches hier + O ist. Es verschwindet aber, sofern man voraus- 
setzt, daB das m-Glied mit Gleichstrom gespeist oder das ,,freie“ x-Glied 
betrachtet wird. Nimmt man etwa letzteres an, dann wird der zeitliche 
Verlauf des Teilstromes 1, und — man iiberzeugt sich durch eine ahnlich 
Rechnung leicht davon — auch von /, und 7; map = 


(39) 


+03 (1+4 


» 


a i ot din 


din _& ‘a 
_— ts Oe yy 
d® ' RO, dt? ob (1+ 6 =u Be 


dt TR,* 


beschrieben, welche Gleichnung nun formal mit (5) vollstandig wtiberei in 
stimmt: es liegt die B. und R.-Gleichung vor. Da iibrigens, wenn U die Span- 


‘Nes my ~ nung bedeutet, die bekannten Beziehungen 
oe. or s 
ae =f iat und U=JR (4 

» 
a % gelten, geniigen auch die an den Schaltelementen C, C, und R sich au: 
MSs 5 bildenden Spannungszustiinde U,, U 2 und U, offenbar ebenfalls Gl. (40). 


Man kann demnach das mit dem Widerstand R abgeschlossene z-Glied 
Cie als das ,,elektrische Modell‘ der B. und R.-Theorie oder — in wohl nicht. 
ey mifzuverstehender Weise — als das Analogon der inneren Reibu o 
mee schlechthin ansehen. Hierbei gewinnen, wie der Vergleich von (5) und (40) 


\ ie ’ : : . € ‘ : 
a zeigt, die fraglichen Konstanten FE und y eine gewisse ,,Anschaulichkeit, 
‘ ee Dem Koeffizienten y, der nach (5) dimensionsmaBig eine reziproke Zeit 
ae ist, entspricht die GréBe + = (RC,)—, eine ebenfalls reziproke Zeit, “a 
pi aus der Theorie der elektrischen Ausgleichvorginge als Zeitkonstante des 
or. Kondensators bekannt ist. Die GréBe y kann also durch den verlustal 
oe behafteten Kondensator C, in Parallelschaltung mit A ,,elektrisch reali-_ 


werden. es bnlicher Weise abt sich ¢ darstelien' Der - Vergleich 
6) und (40) zeigt, daB 


(42) 
‘aq uivalent ist, oder weil 


*, jteay ages (43) 
entspricht, folgt hieraus die Analogie. 


C 


es e (44) 
dh. der reziproke ,,zusatzliche‘‘ Elastizitatsmodul wird demnach durch 
den verlustfreien Kondensator C, in Fig. 2 ,,reprasentiert. Als Analogon 
des ,,neuen Schwingungstyps“ selbst kann der zeitliche Verlauf etwa: des 
Teilstromes i, oder einer der anderen oben angefiihrten, der Gl. (5) ge- 
ni genden GréBe angesehen werden!). Auf eine bildliche Darstellung der- 
selben wird hier verzichtet, da sie leicht nach bekannten Methoden zu 
erhalten ist. 


* 


3) Bei der iiblich verwendeten e.-m. A. ]48t man (in einem Fall) die mechanische 
Kraft der elektrischen Spannung entsprechen. Dann ist der Schwingung s(t) | 
nicht der Strom i(t), sondern das zeitliche Integral desselben Aquivalent. Da 

s aber hier nur darauf ankam, auf das Auftreten einer ,,elektrischen“ B. und R.- 
¢ leichung und der damit verbundenen Méglichkeit der Veranschaulichung der 
oben betrachteten Dinge hinzuweisen, darf wohl in diesem Fall von der tblichen 
Form abgewichen werden. 


ee 


Die Lage der ultravioletten Absorptionskante 
in geschmolzenen Alkalihalogeniden*). 


Von E. Mollwo in Gottingen. 
Mit 2 Abbildungen. 


(Eingegangen am 10. September 1944.) 


1. Einleitung. Im Jahre 1929 haben Hitscu und Post!) die ultravioletten 
es k Eigenfrequenzen der Alkalihalogenide durch direkte lichtelektrische 
~ Photometrie an diinnen aufgedampften Schichten bestimmt. Sie fanden 
relativ scharfe Absorptionsbanden, deren spektrale Lage sie auf Grund der 
Vorstellung eines Elektroneniiberganges vom Anion zum Kation quanti- 
tativ deuten konnten. Die Absorptionskonstante erreicht nach Messungen 
Bavers?) in den Absorptionsmaxima die GréSenordnung 10° mm~! und 
fallt nach langen Wellen steil ab. Der Einflu8 der Temperatur auf Lage 
ai und Gestalt des Absorptionsspektrums ist fiir KJ bis zu 220° C aus Mes- 
S sungen FESEFELDTS®) bekannt. Fiir KBr liegen Messungen Forros 
iiber die Lage der ultravioletten Absorptionskante bis zu 450° C vor. Im 
Hinblick auf Erscheinungen der Ionen- und Elektronenleitfahigkeit it 
den Alkalihalogeniden schien es jedoch interessant, die optischen Mes. _ 
sungen zu héheren Temperaturen, insbesondere bis iiber den Schmelz- 
punkt hinaus auszudehnen. Uber derartige Messungen soll im folgenden 
‘ berichtet werden. 7 
2. Versuchsanordnung. Die Anwendung direkter lichtelektrischer Photo- 

metrie erfordert im Gebiete der Absorptionsmaxima sehr geringe Schicht-_ 
dicken von der GréSenordnung 0,1 u. Da die Herstellung derartiger 
Schichten in festem oder geschmolzenem Zustand bei hohen Temperaturen 
sehr schwierig ist, wurden die Messungen auf den langwelligen Abfal 

der Absorption beschrankt. 
ae Die Kristalle wurden in einem Kristallhalter aus Nickel in einem beider- 
A seits offenen elektrischen Réhrenofen gehalten. Zur Temperaturmessung — 


ae. 


ry wurde ein Pt-Pt Rh-Thermoelement in eine Bohrung auf der Schmalseite | 
Peete - des Kristalls hineingesteckt. Die Schmelze befand sich in einer Kiivette _ 
oe 
ae aus Quarzglas i in einem mit Quarzfenstern versehenen Ofen. Der Abstand "4 
Aad ax 
erm *) Herrn Prof. R. W. Pout zu seinem 60. Geburtstage am 10. August 1944 
ay gewidmet. nal 
oo. 1) R. Hitscn und R. W. Pout, Z. Physik 57, 145, 1929, — *) G. BAUER, = 
ar) Ann. Physik (5) 19, 434, 4934. — ®) H. Feserenpt, Z. Physik 64, 623, 1930. _ 
a : — *) M. Forro, ebenda 56, 534, 1929, ‘ 
ae 
os 


Ultraviolette Absorptionskante in geschmolzenen Alkalihalogeniden. 4119 


der planen Quarzglasscheiben der Kiivette betrug 1,0 mm. Die Schmelzen 
wurden stets unter strémendem Wasserstoff gehalten, um die bei ge- 
ringsten Feuchtigkeitsspuren stark auftretende Oxydation und Aus- 
scheidung des Halogens in der Schmelze zu verhindern. Durch diese 
MaBnahme blieben gleichzeitig die Fenster der Kiivette auch nach zahl- 
reichen Versuchen klar. Da bei hohen Temperaturen Rekristallisation der 
Kristalloberflachen mit geringer Anderung des Reflexionsvermégens sowie 
Beschlagen der Ofenfenster auftrat, wurde das Verhaltnis von auffallender 
zu durchfallender Strahlungsleistung gemessen und der EinfluB der Re- 
flexion mit Hilfe einer Messung im Durchlissigkeitsgebiet korrigiert und 
dauernd kontrolliert. Verwendet wurde ein Doppelmonochromator mit 
Natriumphotozellen. Als Lichtquelle dienten Funkenentladung, Hg- und 
Kohlebogen. 


3. Mefergebnisse. Man findet bei allen Temperaturen im Kristall und 
in der Schmelze einen steilen Anstieg der Absorptionskonstante, wie er 
aus friiheren Arbeiten!) bekannt ist. Eine Wiedergabe lohnt nicht. Bis zum 
Schmelzpunkt des Kristalls tritt eime kontinuierliche Verschiebung der 
Absorption in Richtung langer Wellen auf. Beim Uberschreiten des Schmelz- 
punktes erfolgt dann plétzlich ein betrachtlicher Sprung in der gleichen 
Richtung. Dies Verhalten erlautert qualitativ Fig. 1. Sie zeigt eine Quarz- 
kiivette gefiillt mit KBr bei einer Temperatur von 742° C, und zwar im 


Fig. 1. Quarzkivette gefillt mit kristallinem und geschmolzenem KBr bei 742° C im Licht 
der Hg-Linie 313 mu. 

Lichte der Hg-Linie 313 my. Ein Teil des K Br liegt in Form rechteckiger 

Kristallplatten in der Mitte der Kiivette. Das Licht wird durch sie nahezu 

ungeschwicht hindurchgelassen. Der Rest des K Br befindet sich geschmol- 

zen rechts und links von den Kristallen. Er absorbiert das Licht praktisch 

vollkommen und erscheint schwarz. 

Der quantitative Verlauf der Absorptionsverschiebung ist in Fig. 2 
wiedergegeben. Dort ist die Lage des Punktes der Absorptionskante, 
bei dem die Absorptionskonstante den Wert 1 mm erreicht, als Funktion 
der Temperatur fiir KCI, KBr und KJ aufgetragen. Bis zum Schmelz- 


1) R. Hizscu, Z. Physik 44, 421, 1927; A. SMAKULA, ebenda 45, 1, 1927; 
M. Forro, l. c. 
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punkt lauft die Verschiebung etwa parallel der Zunahme der inneren Ener- 
gie des Kristalles. Der am Schmelzpunkt auftretende Sprung in der Ver- 
schiebung betragt fiir alle drei Salze etwa 0,7 e-Volt. 
Eine Deutung fiir diesen Sachverhalt zu geben diirfte noch verfruht 
sein. Vermutlich wird sich der, betrachtliche Sprung der Absorptions- 
Grad 
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a, 200 240 280320 360 YoOmpm 


500 


Tenzeratir 
DH 
8 


8 


6 a 4 3 e-Volt 
Lage der u/travioletten Absorptionskante K=7mm-~7 


Fig. 2. Lage der ultravioletten Absorptionskante (K = 1 mm) in KCl, KBr und KJ_in 
Abhangigkeit von der Temperatur unterhalb O und oberhalb + deS'Schmelzpunktes. 


kante am Schmelzpunkt nicht allein durch Verschiebung des in seiner 
Gestalt ungeanderten Absorptionsspektrums infolge Anderung der Gitter- 
energie erklaren lassen. (Die Schmelzwarme der drei Salze betragt nur 
rund 0,2 e-Volt/Molekiil.) 


Zusammenfassung. Es wird die Lage der ultravioletten Absorptions- 
kante fir KCl, KBr und KJ fiir verschiedene Temperaturen bis iiber den 
Schmelzpunkt des Kristalles hinaus bestimmt. Am Schmelzpunkt springt 
die Absorptionskante um 0,7 e-Volt in Richtung langerer Wellen. 


Gottingen, I. Physikalisches Institut der Universitit. 


Eine Methode zur Bestimmung von Oszillatorenstarken 
(f-Werten) aus dem Starkeffekt*). 


Von Wolfgang Paul in Gidttingen. 
Mit 4 Abbildungen. 


Eingegangen am 16. Oktober 1944.) 


Aus der experimentell gefundenen Verschiebung und dem Aufspaltungsbild 

von Multiplett-Termen im elektrischen Feld wird die Oszillatorenstarke von 

Ubergangen zu benachbarten Zustanden bestimmt. Es ergeben sich fiir die 

f-Werte eine obere und unter Zuhilfenahme des /-Summensatzes auch eine untere 

Grenze. Das Verfahren wird auf den 3 P1;, s;, Term des Natriums angewandt. 

Es ergibt sich fir den Ubergang 3 P:),, 3), —3 Ds), 5), 0,85 < /3p< 0,93 und 
fiir den Ubergang 3 Piy:, 3), —4 Si), 0,14 < fig < 0,17. 


Die von KoprFERMANN und JENCKEL!) angegebene Methode zur Be- 
obachtung inverser Starkeffekte gestattet es, Verschiebungen und Auf- 
spaltungen von Atomresonanzlinien im elektrischen Feld mit groBer 
Genauigkeit zu messen. Die Linienverschiebung bzw. Aufspaltung er- 
gibt sich dabei als Differenzeffekt der Beeinflussung des oberen und unteren 
Terms des beobachteten Uberganges. Die quantenmechanische Rechnung 
liefert fiir die Schwerpunktverschiebung A WV eines Energietermes W; eines 
Atoms im elektrischen Feld F 


ee Sd el? : 
AW Daeg (1) 


wobei die Hi, die Matrixelemente der Stérungsenergie des 4uBeren Feldes 
sind. Es ist 
oe 
A ix = eF f ie rae A e FZ;p: 
Da andererseits die Oszillatorenstarke eines Uberganges zwischen zwei 
Termen W, und W,, definiert ist als?) 


8x2 m eo 
f= (W;— Wh) Zik> 


laBt sich, (1), wenn man noch von der Energie zur Frequenz iibergeht, 


_ et FP Tfik sh 
. Berges 1 fon|=*, (2 
schreiben BN a ae [em] ) 


*) Herrn Prof. R. W. Pout zu seinem 60. Geburtstag am 10. August 1944 ge- 
widmet. — 1) H. KoprerMAnn und L. JENCKEL, Zs. £. Phys. 117, 145, 1941. 
— #) Siehe H. A. Berne, Hdb. Physik 24/1, 431, 
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was sich auch aus der Kramers-HEISENBERGschen Dispersionsformel 
durch Ubergang zur Frequenz v = 0 ergibt. In Gl. (2) ist Avy die Stark- 
effekt-Termverschiebung, /’ die elektrische Feldstarke, v;, die Frequenzen 
aller von dem betreffenden Term ausgehenden Absorptions- und Emis- 
sionslinien, f;, die zugehdérigen Oszillatorenstarken. Zur Berechnung von 
Avy 1aBt sich Formel (2) bisher nur auf den Grundzustand der Atome an- 
wenden und auch hier nur auf einige wenige Falle, bei denen die f-Werte 
der Resonanzlinien bekannt sind. Bei der Verschiebung des Grundzu- 
standes geniigt es meist, mit guter Naherung nur das erste Glied der Reihe- 
zu benutzen, da die Erfahrung gezeigt hat, daB innerhalb einer Serie die 
}-Werte mit wachsender Hauptquantenzahl n fast immer rasch abnehmen, 
auBerdem die Termabstiande vy ansteigen. 

Beobachtet sei nun z. B. die Verschiebung 5 v;,.,, einer Resonanzlinie 
mit einem S-Term als Grundzustand und einem P-Term als oberem Zu- 
stand. Ist Av, die aus (2) berechenbare Verschiebung des S-Terms, so 
ergibt sich die Verschiebung des oberen P-Terms zu 

Avy = 8Ypeop + Avg. 


Andererseits ergibt sich aus (2) 


AvP =0-7| \ e+ | (3) 
wee YY do VS ‘ 


wobei der Index D fiir Ubergiinge zu D-Termen, Index S fiir Ubergange 
zu S-Termen gilt, da von dem P-Term nach den Auswahlregeln fiir Dipol- 
strahlung nur Ubergange zu diesen beiden Termarten méglich sind. Eine 
zweite Beziehung zwischen den beiden Summen in (3) erhalt man aus 
folgender Uberlegung: 


Ein Multiplett-Term wird im elektrischen Feld nicht nur verschoben, 
sondern er spaltet in = .: Komponenten auf, entsprechend den 27 + 1 
méglichen Werten der magnetischen Quantenzahl m,, unter der Beriick- 
sichtigung der Tatsache, daS Terme mit + m,; zusammenfallen. Die 
relative Verschiebung der Einzelkomponenten ist, wie Locutr-Hott- 
GREVEN') gezeigt hat, von der Art der Stérung abhiingig, das Aufspaltungs- 
bild wird also verschieden sein, je nachdem z. B_ fiir einen P-Term 
S- oder D-Stérung iiberwiegt. Die relative Verschiebung wurde von LocHTE- 
HoLtGREVEN berechnet und tabelliert, so daB sich das Aufspaltungsbild 
eines Termes je nach Art der Stérung angeben lat. Ist nun das Auf- 
spaltungsbild aus dem Experiment bekannt, so kann man, wie am Beispiel 
des Natriums gezeigt wird, aus den Locutreschen Werten den prozentualen 
Anteil S- zur )-Stérung oder das Stérungsverhaltnis 

S Stoérung os 45 7 Is F \ y fp 
D Stérung S ala! va sls (4) 


1) W. Locntr-Ho.rereven, Zs. f. Phys. 109, 358, 1938, 
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n. Das gesteckte Ziel ist nun aus (3) und (4), die f-Werte der- 
Ubergiinge zu berechnen, die von dem beobachteten P-Term zu 
m nachstliegenden S- und D-Term ausgehen. 
a \ls Beispiel fiir eine solche f-Wert- ns 
bestimmung soll das Natrium die- 
nen, bei dem der inverse Stark- 
effekt der D-Linien von Koprer- 
MANN und Paut!) eingehend unter- 
sucht und deren Ergebnisse von 
3LER®) in ausgezeichneter Uber- 
immung bestatigt wurden. Das 
Schema der interessierenden Terme 
ist in Abb. 1 dargestellt. Die Ver- 
schiebung des unteren Terms laBt 
ee . ‘ 
sich in diesem Falle recht genau 
berechnen, da der f-Wert der D- 
Linien gut bekannt ist und mit 
1,0 die f-Werte aller hdheren Abb. 1. Schema der vom.Na 3 P,%/s, "/eTerm — 
Absorptionsglieder und des Kon- haben a das Somme 


inuums weit iibertrifft. Es ergibt sich aus (2) in guter Naherung 


-é 
Aves = 55° oie =7,06-10-7 F®[cm-], (5) 


2 3P ve 


wobei F in kV/cm, v in [cm] gemessen ist. 

Beriicksichtigen wir fiir die St6rung des 3 P-Terms vorerst nur die be- 
nachbarten Terme, so kommen dafiir in Frage die Terme 38, 45, 3D. 
Bezeichnen wir die Oszillatorenstarken der Ubergange zu diesen Termen 
mit /3s, f4s, fsp, 80 ist nach (3) die Schwerpunktverschiebung des 3 P-Termes 


, } Avg p = 2,03 - 10?- felser -— Jas. + a {em7}]. (6) 
: %3D Y4s8 %35s 


Das Aufspaltungsbild der gestérten Terme ist in Abb. 2 wiedergegeben. 
Der Grundzustand bleibt wegen j = 1/, einfach, ebenso der Term 3P1,, 
it |m;| =1/,; wahrend der 3 Ps), Term in zwei Komponenten mit |m;| 

4/, und |m;| = 9/, aufspaltet. Die Verschiebung der Einzelkomponen- 
ten des 3 P.), », Terms ergibt sich, wenn man zu den experimentell ge- 
fundenen Verschiebungen der einzelnen Ubergiange die Verschiebung des 
ndzustandes Avzg aus (5) addiert. Von Koprermann und Pau 
wurde gefunden 


1) H. Koprermann und W. Paut, Zs. f. Phys. 120, 545, 1943. In dieser Arbeit 
st bei der Berechnung der Termverschiebung Av, g ein Fehler unterlaufen, der 
hier korrigiert ist. — ®) F. GaBier, Phys. Zs. 44, 108, 1943. 


Ay Psi eaqaste = 18,4° 10- - F2 2 o , 

Ay Pin gry i 14,9 - 40-7 - F2 (7) 
Av Papi pce Sale ii a . 
ae Diese Verschiebungen verhalten sich also A v Ps),.,1),: A VPs ms" 
ete A v P*)m), = 18,4 14,9: 11,4. Fur reine S-Termstérung gibt LocHTE 
Eien 9:1:0 an, fiir reine D-Storung 55:50:45. Gesucht ist nun das Verhaltn s 
Deeeone S-Storung zu D-Stérung (4), das das experimentell gefundene Aufspal 
t- tungsbild hervorruft. | 


Abb. 2. Aufspaltungsbild der Terme 3 Ps),, 3 Pi), 38 1, im elektrischen Feld. 


Wie nachfolgende Uberlegung zeigt, hingt dieses Verhiltnis wirklich 
nur von den relativen Verschiebungen der Einzelkomponenten bei reiner 
; _S- und /)-Stérung und der gefundenen gemischten Stérung ab. 
. Sind ag, bg, eg die relativen Verschiebungen der drei Komponenten bei 
ary +2 reiner S-Stérung, @p, bp, ep bei reiner D- und agp, bgp, esp bei der ge 
bent mischten Stérung, so sind die absoluten Verschiebungen gegeben durch die 

cS GrdBen agCs, bsCs, ¢sCsi @pC p, nC p, CyCp; @spCsp; bspC sp, ¢spCsp- 


hc Sind bei der gemischten Stérung x Teile S-Stérung und y Teile D-Stérung” 
ag Oe es = 

TAR vorhanden, d. h. > us : S Ip == =z, so ist 

om dou! VS YD j 

‘ Av Ps m=, =(@+y)asp'Csp =azasCg+yapCp, (8a) 

% Av Ps), mimi = (x + y) bsp*Csp =2xbsCs + ybnCp, (8b) 

% 


Av Ps, m=), =(@ + y) tsn* Csp = aegCg + yepCp. (8c) 


Ss Ga, s o laBe sich nun das gesuchte Stérungsverhiltnis «: y er- 
men. Av Ps) x), und die relativen Verschiebungen agp, bsp, sp &r- 
en sich aus dem Experiment, wihrend die GréBen dg, b S 


Cg; Ap, bp, ep 


Locureschen Tabellen zu entnehmen sind. Es fehlt nur noch eine 


E Beziehung zwischen Cg und Cp. Wir erhalten sie durch folgende Uber- 
legung: Die beobachtete Schwerpunktsverschiebung des 3 P-Termes ist ge- 
en durch 


: Pri Ne = HalOY Phim = + AvP,,, cate 


gleichgiiltig, ob 


é stérenden Uberginge zu S- oder rend fiihren. < ist also unab- 

hangig von der Art der Stérung im Gegensatz zur Verschiebung der ein- 
zelnen Komponenten. Ware die beobachtete Schwerpunktsverschiebung 
durch reine S-Stérung hervorgerufen, miiBte 1/; (ag + bg + cs) Cg 
=AvP,), «), sein, waren nur D-Terme fiir die Stérung verantwortlich, 
Ys (ap + bp + ep) 1 =AvP:;,, 1. Damit haben wir aber den gesuchten 
‘Zusammenhang: 


Tiga Seep (84) 


Das gesuchte Stérungsverhaltnis z/y =z ergibt sich aus Division der 
Gl. (8a) und (8b) unter Zuhilfenahme von (8d) zu 


Spa eb ep as ts ths tes. bn (F ESD (7)p (Be) 
ag * bgp — bs" 4gp aptbptep ’s (F *)s—(#)sp. 


woraus man ersieht, daB z tatsachlich nur durch die Verhaltniszahlen der 
Einzelkomponentenverschiebung gegeben ist. 

Die GréBe z 1aBt sich auch graphisch durch das Schema Abb. 3a er- 
mitteln. Tragt man in Richtung der Abszisse in beliebigem Abstand die 
aus den LocutEschen Tabellen entnommenen relativen Verschiebungen 
fiir S- und D-Stérung mit den Mafstabskonstanten mg bzw. mp auf, so 
liegen, wie schon LocuTE-HoLTGrEVEN gezeigt hat, die Werte fiir Be- 
mischte Stérung auf den Verbindungsgeraden agmg— apmp usw. Die 


geometrische Bedingung, daB alle Werte agp bgp Cgp in gleicher Héhe y, 


liegen, ist gegeben durch die aus Abb. 3 abzulesenden Gleichungen. 


nant La —m.a 
™sp “sp — a,+ 5, (™ pap — Mg %) 
mS Sat 1 b,,—m,b.) usw. 
Map ben = Mg bgt (My Pp s) 


Ps Se “ 
cess ee 


Ce | Durch Divigon dieser  Gladhling aa tae aa 


be 2 DY, ame Bee | 
#1 Mg 4g bgp —bs Sgn “cet 
-. ; Diese Gleichung geht in bhi — wenn wir die Mafstabskonstanten im; 
und mp so wahlen, dab 2 = ™ = ist, also auch hier die Schwerpt nktsve 


ms” ee 
schiebungen, unabhangig von Gs Storungsart, in allen Fallen den beobach- 


teten Wert Av Ps), 1), besitzt. Das aus der Zeichnung zu entnehmend 
Verhaltnis Yo/Yy ist mae gleich dem gesuchten Stérungsverhaltnis 2. — 


& 


reine D- Storung mpbp rib J 
; mpap 2p bp ep reine D- Stéra 


Mss 


Abb. 3a Abb. 3b. ~ 
Schema der relativen Starkeffektverschiebungen a) in einem beliebigen Fall, b) der Kom 
ponenten des Na 3 P-Termes. 


ae In Abb. 3b ist das Schema fiir den varliegenden Fall des Na 3 Pi) : P 
; Termes gezeichnet und das experimentelle Aufspaltungsbild eingepaBt. 
In diesem Falle fallt die Schwerpunktsschiebung mit der Verschieb 


der Pi), 1, Komponente zusammen. Es ergibt sich aus (8e) bzw. a s 
Abb. 3a 


“ 


oder wenn nur die Nachbarterme beriicksichtigt werden (10), i 


SARL 176 22: fp 


vis V3s 


(10) 


vin 


Setzt man (10) in (6) ein, wird mit der experimentellen Schwerpunkt re 
verschiebung Avgp = 14,9> F2+ 10-7 em-! h 


fsp = 9,93 und damit aus (10) mit fss — 0,331), fyg = 0,17. 
‘ 


“tei ) Es ist fsp—ss = 1 8ss ‘fegs—sp3 da fgs—sp = 1b 3St, wird fz p_ ss hs 
. ‘ = — 0,38. 53P 


fy ¥ 


“ 
x She & ‘ : 
an, n> oat 
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Werte iadiee. eine obere Grenze dar, da alle Ubergiinge von dem - 
achteten P-Term zu héheren Termen unberiicksichtigt blieben und 
ie gesamte Verschiebung des 3 P-Termes nur die Terme 3 S, 4S, 3D 
intwortlich gemacht wurden. 

Wollen wir die wahren f-Werte zwischen zwei Zahlen eingrenzen, so 2 
sen wir auch Uberginge zu héheren Seriengliedern beriicksichtigen “oe 


co co 
nc & (6) und (10) die Glieder s = und tap einfiigen, so dab 
a 5 


2 - . 
Vv D 5 £ , 
ns 4 n j 


diese Gleichungen schreiben 


“Ayyp= 2.08. le ee a (6a) 


3D v5s 4S " Yns 


hs * fener N fen | “ies 
a Sa 2 = = 0176 (P +e } (10a) 
4 


Eine weitere Bezichung zwischen all diesen f-Werten gibt uns der f-Sum- 
mens z, der fiir den 3 P-Term des Natriums lautet (14) 


Z}=Zinv+ Ths =1; also ¥ tuo =1—fav—fss—fas— hrs. 


co co ‘ A 
Setzen wir nun abwechselnd = Inp und = fns =9, so haben wir fiir 


drei Unbekannten fis; fs; = fap bzw. & fnrs drei Gleichungen; 


tus denen man diese GréBen berechnen kann. 


1. Fall. s Ing = %. Wir erhalten, wenn wir fiir f;g = — 0,33 und fir 
5 


np und vng die Ubergangsfrequenzen zur Seriengrenze als mittlere Fre- 
uenz setzen, was verniinftig erscheint, da das Kontinuum zur Storung 


beitragt, aus (6a), (10a) und (11). fap = 0,89; fag — 0,17; S fnv = 0,31. 
ierbei stellt fyg = 0,17 einen Maximalwert dar, da die gesamte vor- 
segebene S-Storung wegen s fns =9 diesem Ubergang zugeschoben 
de. Andererseits wird nach dem f-Summensatz (11) = fnp fiir = fas 

0 maximal; also f;p ein Minimum. 


2. Fall. ¥ fap =0. Es ergibt sich, wie im Fall 4 


Isp = 0,93, fas ae 0,14, Ins = 0,26, 


fé N “ : ty ee is a, ~ 
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ie 


shy 


= 


‘Hier ist fan ein Maximal-, fyg ein | Minimalwert. Als ni ii 
stellt sich also. heraus te 


0,85 <fgn <0,93 O0K< s inp < 0,34 


ina 0,14 <fyg < 0,47 O< z Ins <.0,26. 


Prokoriew!) gibt nach einer quantenmechanischen Rechnung die Wert 
fap = 0,83 bzw. fyg = 0,16 an. Die Ubereinstimmung beider Ergebniss 
ist sehr befriedigend. og 


Herrn Prof, Dr. Koprermann danke ich fiir wertvolle Diskussionen. 


Gottingen, II. Physikalisches Institut der Universitat. 


1) Prokoriew, Zs. f. Phys. 58, 255, 1929. 


DD er Begriff der inneren Temperatur in der Dynamik 
von Gasen mit mehratomigen Molekiilen*. 


r 


Von J. Meixner in Aachen. 


(Eingegangen am 9. November 1944.) 

. 5 

Im Hinblick auf die Bedeutung, welche der phanomenologische Begriff der in- 
neren Temperatur fiir die theoretische Behandlung des gehemmten Energieaus- 
_tausches zwischen inneren Freiheitsgraden und der Translationsbewegung von 
asmolekiilen, insbesondere fiir die Anwendungen auf Schallabsorption und 
dispersion und Warmeleitung in Gasen, hat, wird die Anwendbarkeit dieses 
: Begriffes untersucht und sein Giiltigkeitsbereich naher abgegrenzt. 


In mehreren Arbeiten wurde vom Verfasser’)?)3) eine verallgemeinerte 
-Gasdynamik aufgestellt. Sie umfaBt neben der Warmeleitung auch die 
Diffusion, die Thermodiffusion und die Diffusionsthermik (vgl. *)) sowie 
die méglichen chemischen Reaktionen zwischen den verschiedenen Kom- 
ponenten des Gases. Da sich auch die Anregungs- und Abregungspro- 
-zesse eines Molekiils als spezielle chemische Reaktionen auffassen lassen, 
so ist damit in dieser verallgemeinerten Gasdynamik auch der verzégerte 
oder gehemmte Energieaustausch zwischen der Anregungsenergie und 
der Translationsenergie der Molekiile enthalten, welcher von groSem 
Einflu8 auf die Schallabsorption und -dispersion bei hohen Frequen- 
zen®)®)7)8) und auf die Warmeleitung®)!) ist. 

Fiir die theoretische Behandlung der Absorption und Dispersion des 
Schalles sowie der Warmeleitung in Gasen mit mehratomigen Molekilen 
wurde von HERZFELD und Rice*), von UBBELOHDE®) und von ScHAFER®)") 
“mit Vorteil der anschauliche Begriff der inneren Temperatur 7’; eingefiihrt ; 
man kann sie etwa definieren als die Temperatur, die herrschen wiirde, 
wenn das Gas bei derselben mittleren Energie der inneren Freiheitsgrade 


*) Herrn Prof. Dr. R. W. Pout zu seinem 60. Geburtstag gewidmet. 
1) J. Meixner, Ann. d. Phys. (5) 39, 333, 1941. 
2) J. Merxner, Zs. f. phys. Chem. (B) 53, 235, 1943. 
3) J. Merxner, Ann. d. Phys. (5) 43, 244, 1943. 
4) K. CLusius und L. WALDMANN, Naturwissenséh. 30, 711, 1942. 
5) K. Herzre_p und F. O. Rice, Phys. Rev. 31, 691, 1928. 
6) H. O. Kneser, Ann. d. Phys. (5) 11, 761, 1931. 
7) A.J. Rutcers, Ann. d. Phys. (5) 16, 350, 1933. 
8) K. Scuirer, Zs. f. phys. Chem. (B) 46, 212, 1940. © 
_ *) A. R. Uspetoupe, Journ. Chem. Phys. 3, 219, 1934. 
10) K. Scuirer, Ann. d. Phys. (5) 42, 176, 1942. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 124. 9 


‘> piebies: ee a as 
im thermiddynamiscben Cicich gotten wire. ie Sicens int ie _ 
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beschrieben, wo. t, eine GréBe von der Dimension einer Zeit, als Rew 
laxationszeit bezeichnet wird, wahrend T die Translationstemperatur ist, 
welche in iiblicher Weise durch den ungeordneten Anteil der Trans- 
lationsenergie der Molekiile definiert wird. Eine von LanpAv und TELLER!) 
und von ScHAreR?) angegebene Verallgemeinerung besteht darin, daB 
man bei drei und mehratomigen Molekiilen jeder Normalschwingung eine 
eigene innere Temperatur zuordnet; dann erhalt man an Stelle von (f) 
ein System von Relaxationsgleichungen. 

Die Grundgleichungen der verallgemeinerten Gasdynamik beriicksich- 
tigen, daB bei Gasen, die sich nicht im thermodynamischen Gleichgewicht 
befinden, die Besetzungszahlen der inneren Niveaus der Molekiile nicht 
mehr durch eine BoLtzMaNN-Verteilung gegeben sind. Sie spielen vielmehr 
die Rolle von selbstandigen Zustandsvariablen, die, abgesehen von der — 
Bedingung konstanter Gesamtkonzentration, voneinander unabhan cig 
sind; denn man kann sich diese GrdBen fiir einen bestimmten Zeitpunkt 
in beliebiger Weise vorgegeben denken. Die Einfiihrung einer inneren Tem- 
peratur fiir jede Normalschwingung soll die Konzentrationen als Zustands- — 
variable ersetzen; dieses Verfahren kann notwendig nur sehr summarisch ~ 
sein, weil die Zahl der angeregten Molekiilniveaus und damit die Zahl der 
unabhingigen Konzentrationen immer viel gréBer als die Zahl der Normal- _ 
schwingungen und damit der eingefiihrten inneren Temperaturen ist. 

Wir wollen daher versuchen, innere Temperaturen in anderer Weise zu _ 
definieren und in die Grundgleichungen der verallgemeinerten Gasdynamik 
einzuftihren, den daraus entspringenden Folgerungen nachzugehen und 
zu sehen, ob und wie sich in bestimmten Fallen das einfachere Verfahren’ 
begriinden liBt. Wir beschranken uns dabei auf Gase, die aus lauter gleichen _ 
Molekiilen bestehen. Die Beweise fiir die einzelnen ausgesprochenen Be- | 
hauptungen werden zum Teil an anderer Stelle in anderem Zusammen- | 
hang wiedergegeben werden, 

Die Niveaus der Molekiile seien mit 0, 1, 2, ..., NV bezeichnet; die Be-_ 
setzung des Zustandes & sei durch den Mélenbruch Yr gegeben. Wenn§ 
thermodynamisches Gleichgewicht herrschen wiirde, so wiirde zu einem — 
bestimmten Wert von y;, eine bestimmte Temperatur gehéren, welche aus — 
der BoLtzMANN-Verteilung berechnet werden kann. Wenn kein thermo- 
iy shang Gleichgewicht vorliegt, so bezeichnen wir die auf dieselbe — 


1) L. Lanpau und E, Tetuer, Phys. Zs. d. Sowjetunion 10, 34, 1936. 
*) Vgl. Anm. 8 S, 129. 


se RECRENES: Hater qT, Kee innere em petact dee events Kes 


gilt also 
; 7 y ae e~Up,/RT 
k= 


e-Uy/RTp ae e-Ua/RT, 4 ANE be e-Uy/RT p ’ k=0; pe Ee SVs (2) 


ist die innere Energie des Zustandes k je Mol. Diese Definition der 
nneren Temperaturen 7), fiihrt sie zunichst als reine Rechengrdfen, 
bzw. als neue Zustandsvariable an Stelle der y, ein. Sie sind wegen 
tot Yi + °**+ Yn = 1 nicht voneinander unabhangig. Die anschauliche 
Bedeutung dieser inneren Temperaturen zeigt sich darin, da® im thermo- 

3 dynamischen Gleichgewicht alle inneren Temperaturen gleich der Trans- 
lationstemperatur T werden und da der Grad der Abweichungen vom ther- 

I modynamischen Gleichgewicht unmittelbar an den Differenzen 7;, — T zu 
sehen ist. Mit Hilfe dieser inneren Temperaturen konnten z. B. ScHiLER 
und Mitarbeiter!) in Hohlkathodenentladungen sehr schén die Einstel- 
lung der BottzMann-Verteilung bei den Rotationsniveaus der Gasmolekiile 
verfolgen. 

_ Beschtanken wir uns weiter auf bis eakiiech wichtigsten Fall kleiner 
; bweichungen vom thermodynamischen Gleichgewicht, so daB wir in 
ate kaise nach GréBen, welche die Abweichungen vom thermo- 
4 ischen Gleichgewicht charakterisieren, mit den linearen Gliedern 
auskommen Dann folgt aus (2) 


uz SYR = EC, ST, k= D212, (3) 


YS 

wo C;, 8 T;, die Energiezufuhr an ein Mol der Komponente k bedeutet, 

wenn sich ihr Molenbruch um 3, und damit ihre innere Temperatur 
6 7T; andert. Die Summe aller C,, ist also gleich dem von den inneren 

ctheitsiraden herriihrenden Anteil der Molwairme. Fiir V = 1 ergibt 


die Ausrechnung der C;, wegen 5y,+ 57, =0 die Relation 3 Ty) = 87); 


allgeme in gilt see Cn 5 x 

ee Se 

Der Diffusionsstrom der Molekiile im Zustand k setzt sich aus zwei An-' 
eilen- zusammen, von denen der eine, der Thermodiffusionsstrom, propor- 
tional zum Temperaturgradienten ist, wahrend der andere Anteil linear 
von den verschiedenen Konzentrationsgradienten abhangt. Die Einfiihrung ~ 
der inneren Temperaturen statt der +; fiihrt nun die ganzen Diffusions- 
vorgange der Molekiile verschiedener Anregungsstufen ineinander aus- 
‘schlieBlich auf Thermodiffusionsstrome im Gefalle der Translations- 
temperatur 7’ und der inneren Temperaturen 7), zuriick. Ganz entspre- 
shend 1a4Bt sich der Warmestrom, der mit Gliedern, die zu den Gradienten 
der y, proportional sind, auch die Diffusionsthermik enthalt, durch Ein- 


3 me H. Scniiter, H. Gottnow und H. Haser, Zs. f. Phys. 111, 484, 1939. 
E-: | ye: 
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fiihrung der inneren Temperaturen aus einer r auBeren Warmeleitung Zu 
folge des Gradienten der Translationstemperatur und aus innerer Warme- 
leitung, deren Anteile proportional zu den Gradienten der inneren Tempe- | 
raturen sind, zusammensetzen. : sg 

Der Charakter der C; als spezifischer Warmen Cie in der Energie- : 


gleichung zum Ausdruck. lautet (vgl. [2. 8] in %)) 7 


eis =Rrremes. (4) 
ot rs 

ra 0 

C,, ist die Molwarme der Translation = 3 R/2, R ist die Gaskonstante pro_ 
Mol, p die Dichte.- Die durch Punkte angedeuteten Glieder beziehen sich — 
auf die Energiezufuhr durch Warmeleitung und Arbeit der Reibungs-_ 
krafte, SchlieBlich seien noch die Gleichungen, welche die zeitliche Ande- 
rung der Besetzungszahlen als Folge der Abweichungen vom thermo- 


dynamischen Gleichgewicht beschreiben, wiedergegeben. Durch Um- 


rechnung von (2. 8) in 3) erhalten wir “4 
OTR oat yr Aaj un Cj RT De 
he eS gk MB See eee “a 

j=6 


M ist das Molekulargewicht, die A,; hangen in einer hier nicht naher zu 4 
erérternden Weise von den U Se ee ae zwischen den 


Molekiilniveaus beim StoB ab. Es gilt Ay; = Aj, gece - an = =), i. 


Damit ist das Bestehen von Relasatkrepicicnentan? vom Typ (1) a 
Strenge gezeigt, nur mit dem Unterschied, daB wir, wie zu erwarten, ein” 
ganzes System von solchen Gleichungen benétigen. Es ware nun zu zeigen, 
unter welchen Voraussetzungen sich (5) auf so viele Gleichungen reduziert, 
als die Molekiile Normalschwingungen haben. Wir begniigen uns damit — 
einige Faille aufzufiihren, unter denen eine solche Vereinfachung eintritt ; 

1. Besitzen die Gasmolekiile auBer dem Grundzustand nur ein einziges 
angeregtes Niveau, so reduziert sich (5) auf ein System von zwei Gleichungen. 
Wegen 57, =8T7, ist aber auch Ty), — T=T7,—T und daher tritt 
eine weitere Reduktion auf eine einzige Gleichung, die mit (1) identisch — 
ist, ein, Dieser Fall, der in der angegebenen Form nie realisiert ist (die An-— 

zahl der Molekiilniveaus ist stets gréBer als 2), erhalt trotzdem praktische — 
Bedeutung dann, wenn nur der Grundzustand und der erste angeregte 
Zustand merklich besetzt sind, d. h, bei geniigend niedrigen Temperatu-— a 
ren. Doch darf man die beiden Niveaus nicht ohne weiteres mit dem Grund- — 
zustand und dem ersten angeregten Niveau einer Normalschwingung _ 
identifizieren, da diese infolge der Molekiilrotation in eine groBe Ze 
von Einzelniveaus aufgespalten sind. 

2. Besitzen die Gasmolekiile zwei Gruppen von Niveaus, so dak sich 

zwischen den Niveaus innerhalb einer Gruppe die BoLTZMANN- Verteilung | 


# he “J fea ge 
his he See ; ee ene i = is 


ff der *nneren Temperatur i in der Dynamik yon Gasen. 


ae 
ae von ant eeeBinakdnhg der StoBzeit einstellt, wihrend die 
a6) bergangswahrscheinlichkeit zwischen zwei verschiedenen Gruppen an- 
g oe Niveaus gering ist, so laBt sich folgendes zeigen, Das System (5) 
yon Relaxationsgleichungen kann durch eine einzige Relaxationsglei- 
chung vom Typ (1) mit einer einzigen inneren Temperatur, der sog. 
Schwingungstemperatur, ersetzt werden. In die Relaxationszeit t gehen 
die gesamten Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen j je zwei verschiede- 
denen Gruppen angehérigens Niveaus in der Form ihrer Summe ein, In 
der Energiegleichung (4) steht statt C,, die gesamte Molwarme, die sich 


von Zustinden stattfiinden. Die Betrachtungen lassen sich ohne weiteres 
auf mehr als zwei Zustandsgruppen verallgemeinern. Dieser Fall ist bei 
allen Molekiilen mit Schwingungs- und Rotationsniveaus erfiillt, wenn 
allein das erste angeregte Schwingungsniveau merklich besetzt ist; in 
diesem Fall ist C,, in (4) durch C,, + Molwarme der Rotation zu ersetzen; 
damit ist auch der von BourGin?) beanstandete Ansatz KNEsERS?) gerecht- 
fertigt, wonach in der Theorie der Schallabsorption und -dispersion bei 
uiblichen Temperaturen die Rotation unter die 4uBeren Freiheitsgrade des 
Molekiils zu rechnen ist. Die Voraussetzungen dieses Falls-sind auch bei 
einer Mischung von Ortho- und Para-Wasserstoff bei so tiefen Tempera- 
turen, daB auch das erste angeregte Schwingungsniveau nicht mehr merk- 
lich besetzt ist, erfiillt; hierbei waren die Rotationszustande des Ortho- 
‘Wasserstoffs in eine Gruppe von Niveaus, die des Para-Wasserstoffs in 
die anderé Gruppe zusammenzufassen. 

3. Sind die Molekiile des Gases harmonische Oszillatoren mit einer 


Normalschwingung, deren Rotation wir bei nicht zu tiefen Temperaturen | 


wie im Falle 2 auseinandergesetzt, in die d4uBeren Freiheitsgrade auf- 
mehmen kénnen, und deren Wechselwirkungsenergie linear’ von den 
-Schwingungskoordinaten abhangt, und sind die Ubergangswahrschein- 
lichkeiten beim StoB zweier Molekiile durch die bekannten Matrixelemente 
des harmonischen Oszillators gegeben, so 14Bt sich das System von Re- 
laxationsgleichungen (5) nach Lanpavu und TELLER*) aufspalten in eine 
Relaxationsgleichung fiir die innere Energie vom Typ (1) und in weitere 
Gleichungen, die nur solche innere Vorgange beschreiben, welche keinen 
EinfluB auf Temperatur, Energie, Geschwindigkeit usw. haben. 

Zusammenfassend kénnen wir also folgendes sagen. Bei Temperaturen, 
in welchen sich die BoLtzMANN-Verteilung der Rotationsniveaus schon nach 
wenigen MolekiilstéBen einstellt, wahrend die Einstellung der BoLTZzMaNn- 
Verteilung fiir die Schwingungsniveaus gehemmt ist, d. h. viele Zusammen- 
stoBe erfordert, und in welchen ferner allein ein angeregtes Niveau jeder 
Normalschwingung merklich besetzt ist, geniigt es, wenn man jeder Nor- 


1) D. G. Bouretn, Phys. Rev. 42, 721, 1932. 
®) H. O. Kneser, Ann. d. Phys. 11, 779, 1931. — *) Vgl. Anm. 1S. 2. 
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ergabe, wenn iiberhaupt keine Ubergange zwischen den beiden Gruppen | 
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malschwingung eine einzige innere Temperatur zuordnet. Es gibt da nn 
ebenso viele unabhangige Relaxationsgleichungen vom Typ (5), als Normal- 
schwingungen vorhanden sind; die einzelnen Gleichungen sind aber nicht - 
genau vom Typ (1), es treten im allgemeinen Kopplungsglieder auf, die_ 
ein Abbild des Mechanismuseder Energieiibertragung der Normalschwin- | 
gungen unter sich und mit der Translation darstellen. Sind dagegen meh- | 
rere Niveaus einer Normalschwingung merklich besetzt, so gilt diesel be 
Behauptung nur, wenn die erwahnte, von Lenpau und TELLER angenom- 
mene Wechselwirkung zwischen den Molekiilen besteht. Indessen sind 
diese Voraussetzungen so spezieller Natur, daB es fraglich ist, ob sie bei 
einem reellen Gas auch nur angendhert erfiillt sind. Mégen auch die Nor- — 
malschwingungen fiir die niedrigeren Energieniveaus nicht stark von der 
Harmonizitait abweichen, so ist doch damit zu rechnen, daB die Wechsel : 
wirkung sich betrachtlich von dem angenommenen linearen Verhalten 
unterscheidet. a 
Eine Antwort darauf, wie in konkreten Fallen die Verhaltnisse 
wirklich sind, ist von theoretischer Seite her schwer zu geben, da die~ 
Theorie der StéBe zwischen Molekiilen zu wenig weit entwickelt is 
Von experimenteller Seite her kénnte man eine Antwort nur durch 
Untersuchungen bei héheren Temperaturen, d. h. mehreren merklich — 
besetzten Schwingungsniveaus, erhalten. Besonders geeignet hierfiir — 
sind Messungen der Schallabsorption und -dispersion. Doch auch hier 
ergeben sich Schwierigkeiten, die nicht leicht zu tiberwinden sind. Theo- 
retische Untersuchungen von RicHarps?) und Rose?) iiber die Ge- 
stalt der Dispersionskurve bei mehreren wirksamen inneren Energie-— 
niveaus zeigen namlich, daB diese Kurve weitgehend unempfindlich gegen- 
iiber der Anzahl der Dispersionsglieder ist, selbst wenn die zugehérigen — 
Relaxationszeiten verhaltnismaBig stark streuen. Man wiirde also eine seh > 
groBe MeBgenauigkeit benétigen, wollte man feststellen, ob ein Disper- — 
sionsgebiet der Dispersionskurve sich in mehrere Dispersionsglieder auf-- 
lésen la8t. Hierzu kommt noch, daB nach DamMKOnLER®) und MEIXNER®) 
auch der Einflu® der Reibung, Warmeleitung und Diffusion, welche 
nach ‘der klassischen Kircunorrschen Theorie®) vernachlassigbar sein 
sollte, von den An- und Abregungsprozessen so besinfluBt wird, daB er, — 
wie DamKOHLER’) an CO, bei 2600° C und 1 Atm. abschatzt, oberhalb 
einer Frequenz von 10° Hz nicht mehr vernachlassigbar ist und daher auf 
die Analyse von Feinheiten der Dispersionskurve sehr stérend wirken kann, 


*) W. T. Ricarps, Journ. Chem. Phys. 1, 863, 1933. —®) M. E. Ross, Journ. 
Chem. Phys. 2, 260, 1934. —*) G, DamKOuter, Zs. f. Elektrochem. 48, 62, 116, 
1942. — *) J. Meixner, Ann, d. Phys. (5) 43, 470, 1943. — 5) G, KIRCHHOFF, 

Pogg. Ann, 134, 177, 1868. ‘‘ 
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Aachen, Institut fiir theoretische Physik der Technischen Hochschule, _ 


Supraleitung und Hertzsche Schwingungen. 


Von M. v. Laue in Géttingen. 
Mit 3 Abbildungen. 
(Eimgegangen am 24. Februar 1945.) 


achweis des Ohmschen Leitungsmechanismus im Supraleiter aus Beobach- 
tungen von McLennan und Mitarbeitern aus dem Jahre 1932. 


_ 1932 veréffentlichten McLeNnNaN, Burton, Pirr und WILHELM!) zwei 
rbeiten tiber das Verhalten von Supraleitern gegeniiber Hertzschen 
Schwingungen von 10 bis 140m Wellenlange, also Schwingungszahlen 
von 2. 10° bis 3. 107 Hertz. Mittels eines Réhrengenerators veranderlicher 
hwingungszahl regten sie einen Oszillatorkreis an, welcher ganz aus 
dem zu untersuchenden, der Supraleitung fahigen Metall bestand. Sie 


brachten diesen Kreis auf Temperaturen nahe dem Sprungpunkt und 


senkten allmahlich die Temperatur unter diesen. Aus der Hohe und Scharfe 


absolute Temperatur —~ 
12 417 422 42B 43% 438 444K 


Fig. 1. Ordingte der oberen Kurve ist das Qua- 
drat des an Tantal gemessenen Hochfrequenz- 
viderstandes. Die Abszissenwerte der Tempe- 
atur geben die Zahlen am oberen, die dazu- 
gehorigen Dampfdrucke des Helium die Zahlen 
m unteren Rande der Figur. Die untere Kurve 
gibt den gemessenen Gleichstromwiderstand in 
einer anderen Einheit. (McLennan und Mit- 
arbeiter.) 


Sa9 740 780 820 260 900 3940 
Heliumdampfaruck —=— mmig 


der Resonanzkurve schlossen sie auf dessen Ohmschen Widerstand. Sie 
fanden, da8 dieser nicht am Sprungpunkt erlischt, sondern erst bei etwas 
tieferer Temperatur. Sie sprachen deswegen von einer Sprungpunkt-Er- 


1) McLennan, A.C. Burton, A. Pitt und J. O, WitneLM, Proc. Roy. Soc. 136, 
52, 1932 und 138, 245, 1932. 
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niedrigung infolge von Hochfrequenz, welche bei Blei und Tantal 0, 20, pei 
Zinn 0,06° betragen solle, bei einer Blei-Wismut-Legierung , allerdings 
nicht nachweisbar war. Diese Erniedrigung wachst mit zunehmender ~ 
Schwingungszahl, wie sie beim Zinn nachwiesen. Die Abhangigkeit des — 
Ohmschen Widerstandes von den Temperaturen erlautern sie fiir Tantal — 
in der oberen Kurve von Fig. 1. Allerdings tragen sie in ihr nicht den 
Widerstand, sondern dessen Quadrat auf, um auf diese Art nach der Theos 
rie des Skineffektes auf den spezifischen Gleichstromwiderstand, das — 
Reziproke der Leitfahigkeit, umzurechnen. Dies ist nun allerdings nicht 
ganz gelungen; sonst miiBte die Hochfrequenzkurve oberhalb des Sprung-- 
punktes mit der unteren Kurve iibereinstimmen, welche die Abhangigkeit — 
des gemessenen Gleichstromwiderstandes von der Temperatur angibt. 
Vielleicht liegt dies daran, 
daB die Verfasser nicht auf — 
die Korrektur achteten, welche 
nach der Theorie des Skin- 
effektes den geraden Draht — 
von der Spule, die sie tat-— 
sachlich zu ihren Messungen 
benutzten,unterscheidet?). Wie _ 
dem auch sei, die Genauig- — 
keit, mit der die obere Kurve — 
gerade bei der Temperatur 
ihren Anstieg beginnt, bei 
welcher nach der unteren der 
letzte Rest des Gleichstrom- 
widerstandes aufhért, ist wohl 
ein deutlicher Hinweis, daB — 
der normale Sprungpunkt — 
auch fiir Schwingungen seine — 
Bedeutung behilt. ; 
Die Folgerung, daB der 
Sprungpunkt von der Schwin- 
25 30 35 WK gungszahl des MeBstroms ab- 
absolute Temperatur —= hange, steht, wértlich genom- 

Pet oer et A er ee ee 
Die Supraleitungskonstante 2 yon Quecksilber als heutigen Auffassung, dab der 
Funktion der Temperatur. Normal- und der Supraleiter — 

zwei Phasen im Sinne der — 

Thermodynamik darstellen, deren Ubergang ineinander nicht von dieser 
Schwingungszahl abhingen kann. Die angefiihrte Arbeit fand deshalb — 
auch wenig Beachtung. Hier soll gezeigt werden, daB sie sich gut in die % . 


1) A. SOMMERFELD, Ann. d. Phys. (4) 24, 609, 1907. 
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=] eutigen Rennie von der SAE einreihen laBt, wenn man sich 
auf den Standpunkt der Lonponschen Theorie der Supraleitung?) stellt 
und die Erfahrungen iiber die Abhingigkeit der Supraleitungskonstanten 
yon der Temperatur hinzunimmt, welche nach verschiedenen Methoden 
einerseits APPLEYARD, Bristow und H. Lonpon?), andererseits SHOEN- 
BERG?) gesammelt hacen Thr an Quecksilber gewonnenes Ergebnis iiber- 
pengen wir im Qualitativen auf das Tantal. 

Dies Ergebnis stellt Fig. 2 dar, welche die MeBpunkte beider Unter- 
‘suchungen enthalt. Nach der hindurchgezogenen Kurve steigt die Supra- 
leitungskonstante } bei Annaherung der Temperatur an den Sprung- 
-punkt stark an, ja es lieB sich keine Grenze dafiir feststellen. Wir nehmen 
-daher im folgenden an, daB sie dort iiber Grenzen wichst. 

_ Die erwahnte Theorie nimmt an, da8 im Supraleiter zwei Leitungs- 
-mechanismen nebeneinander existieren, die gewohnliche, Ohmsche Lei- 
tung, bei welcher die Stromdichte 3° mit der elektrischen Feldstirke © 
durch die Beziehung 

y =a & (1) 


_yerbunden ist, und die Supraleitung, ye mit der elektrischen Feld- 
_ starke durch die Gleichung 


> Zs =e (2) 


_verkniipft ist. Bei Gleichstrom ist wegen (2) © = 0 und wegen (1) 3° = 0; 


_der Suprastrom schlieBt den Ohmschen Strom kurz und schaltet ihn damit 
aus. Bei einer Schwingung der Frequenz vy jedoch gilt fiir den Gesamt- 
strom, wenn wir samtliche FeldgréBen zu e*”! proportional setzen: 
JH Ge GIL ENO (3) 
P iva 
_ Ferner gilt nach jener Theorie fiir den Gesamtstrom 3 eine Telegraphen- 


_gleichung ; 
SNP Sin Oe eL, 3=0, (4) 


welche sich von der fiir den Normalleiter giiltigen nur durch den Zusatz 
des letzten Summanden unterscheidet. Wir kénnen in ihr bei Anwendung 
: auf die hier in Betracht kommenden Frequenzen, welche alle unter 10° 
sec liegen, und bei den fiir Tantal und andere reine Metalle giiltigen 
 Werten von Leitfahigkeit o*), welche bei tiefen Temperaturen in der Nahe 
Pee aa 
3 


1) F. Lonpon, Une conception nouvelle de la supraconductivité, Paris 1937; 
M. v. Lave, Ann. d. Phys. 42, 65, 1942. — *) T. S. Appneyarp, J. R. Bristow 
und H. Lonpon, Nature 143, 433, 1939. — *) D. SHOENBERG, ebenda, S. 434. 
a — 4) Unsere Gleichungen benutzen das Lorentzsche Mafsystem, in welchem o 

47 mal so grof ist, wie im elektrostatischen. 


, aL = Lar ee 
ae . ~“*} a 
if: ‘ - agers 
von 1019 sec- liegen, den zweiten Steele eopiacl vernachlissigen si 
So finden wir, wenn wir 3 zu ge arse setzen > a 
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AS +P?3=0,4 =— Te 
ay . Diese Gleichung integrieren wir in Zylinderkoordinaten r,v, Z fir’ das 
| Innere eines Kreiszylinders vom Radius F, indem wir ihn von einem Sue om. 
der Starke Je‘¥' durchflossen annehmen. Die Lésung lautet, wenn - 
unter J, (x) und J, (x) die Bessetschen Funktionen nullter und erste . 
ES _ Ordnung verstehen: 

ate KI To(ikr) 
7 20 R 1, (tk R) 


Die Integrationskonstante haben wir schon so bestimmt, daB 


R 
27 Pons = Jets 


wird. “Die magnetische Feldstarke an der Oberflache (r = R) ist einfacit 
3 ivt é < 
ye ee () 
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Dies gilt genau so fiir den Normalleiter, nur da fiir ihn an die Stelle von _ 
in (5) eingefiihrten Konstanten & eine andere Konstante 


pe eee 
kn = ~V ive 


tritt, welche den Grenzwert von k fiir } — co bildet. Stets ist 
. Fi ! - - >» * 
r tf | |AL> [Ay] und Re (A) > Re (Ar). (8) 


ae Ist |k |. R >> 4, so fallt in (6) die Funktion /, (ikr) vom Rande aus exponentiell 
ab; es liegt ein stark ausgeprigter Skineffekt vor. In dem besprochenen — 
Versuch war dies schon beim Normalleiter der Fall, also a fortiori betty 
rh Supraleiter. 
i Des weiteren schlieBt die iibliche Theorie des Skineffekts beim Normal-_ 
Sects leiter von 3, auf ©, =o 3,. Sie berechnet ferner nach PorntinG die 
‘ey Energiestr6mung pro Flachen- und Zeiteinheit, welche durch die Ober- . 
flache r = FR in den Zylinder hineinflieBt. Waren € und § reelle GréBen, | 
so wiire die einzige Komponente dieser Strémung gleich ¢ & Hy, beide — 
Feldstirken fiir 7 = R genommen. In unserer komplexen Darstellung ist — 


: j der zeitliche Mittelwert davon gleich 4/, ¢ Re (€, 3) = 5 Re (3, 95). 


oe Und die pro Lingeneinheit einstrémende Energie ist im Zeitmittel das _ 
iit 2x R-fache davon. Andererseits ist der Ohmsche Widerstand W gleich — 


ap , (9) 


V = Re (Z). 


YD yun ist nach (6) ual (7), wenn wir dort & durch k,, ersetzen, 


1 ik, R Ip (ik, R) 


ya Cae. 
omR® 2 (ik, Ry 


(11) 


iden Formeln (10) und (11) haben wir die Theorie vee Skineffekts im 
“N ormalleiter vor uns. : 
Was andert sich nun, wenn wir diese Uberlegung auf den Supraleiter 
perestragen? Nichts, als daB gemaB (3) G, durch einen anderen Faktor 
als o~ mit 3: verbunden ist. Schreiben wir also in (11) k fiir k, und multi- 
_plizieren wir mit dem Faktor é 


" 


5° ivond 
a THiven’ (12) 
so haben wir in der Gleichung ‘ 
ee 1 ivokA tkR Tp (tk R) (13) ie ; 


ot R? 1+ ivorzA 2 I1,(ikR) 


in Verbindung mit (10) die Theorie des Hochfrequenzwiderstandes eines 
supraleitenden geraden Drahtes vor uns. ' 

_ Wichst 2 iiber alle Grenzen, so geht der zweite Bruch in (13) in 1 und 

k in k,, tiber. Der Hochfrequenzwiderstand des Supraleiters geht folglich am 
Sprungpunkt stetig in den Hochfrequenzwiderstand des Normalleiters tiber. 

Dies gilt in voller Strenge fiir alle Werte von R. Es steht in Ubereinstim- 
ung mit der oberen Kurve von Fig. 1. 

sig stark ausgepragten Skineffekt (|k|R >>1), wird 7 


Ig(ikR)_ __ 
I,(ikR) 
vund i in Hinblick auf den in (5) gegebenen Wert von k: 
oe 1 ivr . 
ie Fix a= 14 
“ea. 2ncR Gay Tlvek ue) 


Diese Formel diskutieren wir nunmehr. 

Alle bisherigen Messungen und Uberlegungen geben der Konstanten 
bei Temperaturen, die 1/, Grad oder mehr unter dem Sprungpunkt liegen, 
‘die GréBenordnung 10~*! sec?. Dann ist fiir die hier in Betracht kommen- 
den Frequenzen, die jedenfalls unter 10° Hertz liegen, und bei a= 107° 


Be raha a 
Ly “i re Ss 
eis 


non a 7 
hey die Zahl v Shee Reiheneneweeltanis des Mins in 4) er 


dann fiir den reellen Teil von Z: 
we vans (vor)? 
ee VE tee eens ae 

Sr Pay, anxcR hua Revi : 


Die in der zweiten Formulierung vorgenommene Prodibtvatlesines macht 
diesen Ausdruck anschaulich. Nach (1) und (2) ist vo A das Verhaltnis 
der Amplitude von 3° zu der von 3'; Joulesche Warme aber erzeugt yur 
der Ohmsche Strom 9° und diese ist zu seinem Quadrat also zu (vo A)* 
proportional. Im Nenner steht, abgesehen von dem Faktor o, der Umfang 
22 des Zylinders und die Eindringtiefe c./% des Stroms, deren Pro- 
dukt ein ungefahres MaB fiir den zur Stromleitung benutzten Querschni itt 
abgibt. Der Suprastrom iiberwiegt in diesem Fall weit den Ohmschen 
Strom; daher diirfen wir noch, wie im Gleichstromfall, c 1/ als Eindring- 
tiefe nehmen, was im allgemeinen ungenau ware. DaB W zu v? proportional 
ist, entspricht der eingangs erwahnten Erfahrung, daB sich die untere 
mefbare Grenze von W mit wachsender Frequenz zu tieferen Boga 
turen verschiebt. 

Fir Temperaturen jedoch, welche dem Sprungpunkt naher liegen, 
diirfen wir (15) nicht verwenden. Vielmehr fiihren wir zur besseren Uber- 
sicht in (14) eine HilfsgréBe © ein, definiert durch ; s 


tg O =voa. (16) 


Wir erhalten dann 
. mieten Ey R. 
2xrcRZ=ivVaAcosOe 2 ., 


Der reelle Teil davon ist 


2nrcRW = V x var cos@ sin (4 @) = Vv 8 (4.6) 


Am Sprungpunkt ist 4 unendlich groB, daher @ = 1/, x. Die aig 
welche dort vielleicht einen anderen Wert hat, als fiir eine tiefere Tempe-_ 
ratur, zeichnen wir durch den Index s vor anderen Werten aus, ebenso = 
den Widerstand W,. Wir fincen aus der letzten Gleichung: 


2nxcRW = Vive ‘a 


Die Division der beiden letzten Formeln ergibt dann: 


Ca We pitas Sars > 
V ow ) 2sin © sin ( 0). ® (aig 
Aus Gl. (17) ist jede den Supraleiter geometrisch kennzeichnende Grobe 


s fortgefallen. In der Tat gilt sie auch fiir andere Formen, als den geraden — 
a Kreiszylin der. a 


ate 4 
Bos he Mme it 
che Schwingungen. 


3 ungen sitzen. Es kann z. B. ein zur Spule gewickelter Draht sein. Sein 
Gleichstromwiderstand wire L/sQ, wo Q einen mittleren Querschnitt 
bezeichnet. Bei Wechselstrom und stark ausgepriigtem Skineffekt erfiillt 
der Strom aber gar nicht den vollen Querschnitt, sondern nur eine diinne a 
Oberflachenschicht, deren Dicke durch Re [(k,,)}-!, gemessen wird. Lings | ‘ e 
der Oberflache habe ihr Querschnitt eine Erstreckung, welche durch ae 
die Strecke S gekennzeichnet sei. So wird der Hochfrequenzwiderstand oe 
= L [Re (k,)]/o S. Die Rechnung fiihrt, wie das obige Beispiel dartut, 
-statt auf W zunachst auf eine komplexe GréBe Z, deren Realteil W ist; da 
sie Real- und Imaginfrteil von &, nicht gesondert behandelt, kann die 
Gleichung fiir Z nicht anders lauten als Z = Lk,/o S. In der Tat hat 
Gl. (11) diese Form, wenn man in ihr den Quotienten der Besselfunkti- 
onen gleich —i setzt und bedenkt, daB sie sich auf L = 1 bezieht. Der 
‘Ubergang zum Supraleiter, welcher Ersatz des k,, durch k und Hinzu- — 
fiigung des Faktors (12) erfordert, liefert dann 


k tivonr 
4=5 o iS). 

Wir bestatigen an (13), daB der Faktor von L/S hier gleich dem dortigen 
Faktor von (27 A) ist, wenn man wiederum fiir den Quotienten der 
Besselfunktionen —i schreibt. 
Dann aber iibertragt sich auch die an (16) ankniipfende Umformung 
_ unverandert auf die Ausdriicke c SZ/L und cSW/L, was wieder zur Gl. (17) 
- fiihrt?). 

~ Zur Diskussion der Formel (17) denken wir uns die Temperatur 7’ vom 
_ Sprungpunkt 7, an gesenkt. Dabei nimmt nach (16) mit A auch © und die 

Funktion ]/ 2'sin © sin 4. ©, mit dem Wert 1 beginnend, ab. Ist schlie- 
lich voA<1 geworden, so ist auch O<1 und © 


7 ee = a 1 (voa)3/, 
V 2sin © sin} O =F. d) ie 


q Pee 
-also nach (17): w=W. V 2 vor 


in U bereinstimmung mit (15). Zwischen W, und diesem Wert sollte sich 
-W monoton verringern, ware die Leitfahigkeit o konstant. Aber die 


1) Fiir den zur Spule gewickelten, normalleitenden Draht berechnet A. SOMMER- 
- yeLp [Ann. d. Phys. (4) 24, 609, 1907] die an (11) anzubringende Korrektur. Bei 
- starkem Skineffekt besteht sie in einem reellen, nur von der Ganghohe der Spule 
“und dem Drahtradius abhangenden Faktor. Dieser tritt auch zu W = Re (Z) 
hinzu und hebt sich in (17) bei der Bildung des Quotienten W/W, heraus. 


Tia 


i Vs y ‘ 
Maniee, LN TEE Ee IA 

ee * +) oe Ae ie: ‘. he ey : 
arene Airs Ay pa AS 


; oe’ . f + nee Res F ey) Nts aad ae . nye 
hate i ae Fs Mv. Ft wi ye, eee 
‘ , ete ‘ ats s rhe: r 
eee obere Kurve in Fig. 1 zeigt ein Maximum, bei welchem 8% liber W, 


liegt. Sofern diese Beobachtung richtig ist, bleibt nur die Annahme ib: 
daB sich ¢ vom Sprungpunkt an etwas verringert; denn das Produkt o VV 
eS verringert sich nach (17) auf jeden Fall. 5 os > 
Aus dieser einen empirischen Kurve kann man selbstverstandlich nicht 

cs und 4 als Funktionen von 7 bestimmen. Aber man kann feststellen, ob 

_ ein plausibler Ansatz fiir o als Funktion von 7 in Verbindung mit dies ‘ 
empirischen Kurve zu einer Kurve fiir  fiihrt, welche einen ahnlich steil se 
Abfall zeigt wie die fiir Quecksilber geltende Kurve von Fig. 2. a 
In Fig. 3 legen wir den Ansatz 


2 


ae 0,6 + 0,4-e —5 (T,—T) 
6, ; 


zugrunde, demzufolge o innerhalb eines Grades auf 0,66, absinkt, um 
dann praktisch konstant zu bleiben. Die Angaben fiir o, schwan ken. 
McLennans und seiner Mitarbeiter 
Messung ergab fiir den Widerstand 
des Tantal beim Sprungpunkt 7, 
das 0,07fache des Widerstandes bei 
0° Celsius. Dies fiihrt im LonENT? 
schen MaBsystem, das wir tberall 
benutzten, auf o, = 1,30 - 10* sec}, 
das 4x-fache des elektrostatischen 
Wertes. Damit rechnen wir; sollte 
der Wert um den Faktor « falsch 
sein, so sind alle o mit «, alle A mit — 
a! zu multiplizieren, was den Ver- — 
lauf der -Kurve nicht verandert. 
Innerhalb des Bereichs von 0,1 bis’ 
0,2 von 78 — T ergibt sich nun in~ 
der Tat der erwartete steile Abfall 
fiir A. Unterhalb liegen Messungen 
iiber W nach Fig. 1 nicht mehr vor. 
Oberhalb ist die Umrechnung von — 
den aus Fig. 1 entnommenen Werten 


von ) 2 sin @ sin $ © auf tg © zu 
Fig. 3. Abszisse: Temperaturdifferenz Ts—T, 


nach links wachsend, Ordinate fiir die steilere UNgenau. Daf ) dort noch monoton 


Kurve ist die Supraleitungskonstante in see?; 3 4 . . : 
dazu gehért der MaBstab rechts. Ordinate fiir und auBerst steil ansteigt, 1st aber 


die flache Kurve ist 6/08 gemaB der Annahme sicher ; 
: y 


(18); dazu gehdrt der MaBstab links, “ 
Weiter kann man fragen, wie sich — 

die W-Kurve fiir héhere Schwingungszahlen verindert. Bei den tiefsten _ 
in Betracht kommenden Temperaturen, bei denen W noch gerade merklich 
ist, muB sich wegen des Faktors v? in (15) die Kurve betrachtlich heben. 


Sed 
18 
sec” 


76) 


Supraleitungskonstante —~ 


@2 a 


ar 
»— lemperaturdifferenz T,-7 


eratur, also RES o und A, mit v faa © und damit die rethite 

von (17) wachst. Aber die Zunahme macht um so weniger aus, je 

r vo A schon liegt, je kleiner also 7, — T ist; d fiir T, selbst ist © bei 

er Frequenz gleich 1/.7, dh. W = W,, wie wir schon oben sahen. Die 

-Kurve wird also noch bei tieferen Temperaturen als in Fig. 4 be- 

be chtbar sein, und ihr Anstieg auf W, wird weniger steil ausfallen. Das 
Maximum, wenn es reell ist, wird immer bestehen bleiben. 


Nach Abschlu8 dieser Untersuchungen erfuhr ich von den’ Messungen, 
he H. Lonpon?) tiber die Erwirmung eines ellipsoidischen Supra- 
(Zinn) durch Schwingungen von rund 10! Hertz gemacht hat. 
erhalt fiir die je Zeiteinheit erzeugte Warme in Abhangigkeit von der 
mperatur eine Kurve, welche beim Sprungpunkt stetig an die fiir den 
malleiter geltende Kurve anschlieBt, dann aber “steil und ohne 
faximum zu niedrigeren Temperaturen abfillt. Gleichung (17) findet 
in anderer Form und ohne Ableitung ebenfalls bei H. Lonpon. 


A 


” Hechingen, Max-Planck-Institut fiir Physik, Februar 1945. 


1) H. Lonpon, Proc. Roy. Soc. 176, 522, 1940. 
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Einseitiges Gleitvermdgen 
und seine kristallstrukturelle Deutung. 


Von H. Seifert in Miinster (Westf.). 


Mit 9 Abbildungen. 


-(Eingegangen am 15. Februar 1944.) 


Die Symmetriebedingungen ,,einseitigen‘‘ Gleitvermégens werden -fiir det 
Makrokristall und das Diskontinuum kurz besprochen. Fiir das Beispiel des 
Kaliumchlorats KClO, wird eine kristallstrukturelle Begriindung gegeben 
Umgekehrt wird aus der Struktur nachgewiesen, warum bei Zyanit Gleitung 
praktisch gleich gut in Richtung und Gegenrichtung verlauft, wahrend der Bary 
als ein Beispiel fiir echte zweiseitige Gleitung bei entsprechend hoher Symmetrie 
vorgefiihrt wird. — Auf das Problem der gitterdynamischen Uneinheitlichkeit 
reziproker Schiebungen, das ist gewisser mechanischer Zwillingsdeformationer 
gleichen Schiebungsbetrages, wird am Beispiel des Kaliumchlorats hingewiesen. 


1. Von besonderem theoreti 
schem Interesse ist das bisher 
wenig beachtete _,,euseitig et 
Gleitvermégen mancher Kri- 
stalle. Es wurde von 0. Mice) 
am monoklinen BaBr, - 2 H,O— 
aufgefunden. 4 

Steht auf der Translation 
flache JT und zugleich auf det 7 
Translationsrichtung ¢ eine 
geradzahlige Deckbewegun os 
achse oder eine Symmetrie-— 
ebene senkrecht, so ist die 
b. Gleitrichtung notwendig zwei- 

seitig, andernfalls aber nicht. 
So liegt ersteres Verhalten bel- 
spielsweise vor beim mono- 
klinen Gips mit T = (010 
t = [001], das zweite beim 
ebenfalls monoklinen Kalium- 
chlorat mit 7 = (001), t= [100]. 
. ee C. Von zwei langs 7 aneinander 
hlcabarkeid Sehematiceh ak ae tsmeeigs Stenzenden Schichten (Fig. La) 
vermag dann eine, etwa die 


') O. Muaee, N. Jahrbuch f. Min. 1889, I, 5.165:1898> 3° S 74. 
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_s- hk 
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ge erscheint auch eine nur ,,elnseitige Biegsamkeit solcher Kristalle; 
‘ann man nur das linke Ende leicht nach Sone das rechte leicht ae 
w nten biegen (Fig. 1b), nicht umgekehrt (Fig. 1c). . 

~ Selbstverstiindlich ist theoretisch unter den geschilderten-Symmetrie- 
be edingungen nur ein quantitativer Unterschied der Gleitfihigkeit in Rich- 
tung und Gegenrichtung zu folgern. Das im Schrifttum besprochene 
»einseitige’’ Translationsvermégen bedeutet also nur die Beobachtung 
des praktisch vélligen Fehlens von Gleitung in der einen der beiden Rich- 
u igen. In scheinbarem Widerspruch zur Symmetrie verlauft umgekehrt 
die Gleitung praktisch gleich gut in Richtung und Gegenrichtung beim 
trik nen Zyanit mit 7 = (100), ¢ = [001] und monoklinen Glimmer mit 
’ = (001), t = [100], [110]. Entsprechend lassen sich diinne Blattchen nach 
(100) von Zyanit nach beiden Seiten merklich um f | ¢ falteln. Aber 


Gegenrichtung hin. — Bei Zinkblende 
wurde bisher experimentell in dieser Hin- 
sicht nichts festgestellt?). 

_ Besonders gut ist einseitiges Gleitver- 
‘mégen am Kaliumchlorat KC1O, [nach 
PADCHER und Mtcce]”) me studieren, in- Fig. 2. Kristall von Kaliumchlorat, 
dem man kurze, nach (001) dicktaflige Kri- taflig nach der Basis (001). 
stalle (Fig. 2) zwischen Korkbacken preBt und wahrend des Druckes die 
oben anliegende in Richtung t = + a verschiebt. (Versucht man dies in 
umgekehrter Richtung, erleiden die Kristalle bis zur Zertriummerung keine 
merkliche Veranderung.) Die vollkommene Spaltbarkeit nach (110) bleibt 
dabei erhalten, und die Spaltflachen sind frei von merklichen Streifungen; 
sonst zeigen sich auf allen Kristallflachen, auBer denjenigen aus der Zone 
yon ¢ (a), die feinen Translationsstreifungen nach (001). Die einseitige 
Biegung erzeugt man bei KCIO, leicht, indem man einen parallel zur 
Querachse (6) auf die Basis aufgelegten runden Glasstab eindriickt. Die 
zylindrische Einmuldung der Basis erreicht dabei nach MiiccE bis 40°, 
ch die anliegenden Prismenflachen werden gekriimmt und zeigen jetzt 
feine Translationsstreifen. Eine Zuriickbiegung vielfach gleichzeitig ent- 
standener Zwillingslamellen nach (001) ist nicht méglich. Zwillinge nach 
(001) sind infolge des einseitigen Gleitvermégens tiberhaupt nicht biegbar; 
‘bei hinreichend groBem Druck zerspringen sie vielmehr, wie MUGGE 
schreibt, geradezu explosionsartig! 


1) O. Miece, N. Jahrbuch f. Min. 1898, I, S.71. — 2) A. Jounsen, Zentralbl. 
Min. 1918, S. 265. — 3) P. Fiscuer, N. Jahrbuch f. Min., Beil.-Bd. 32, 1, 1911; 
O. Micce, Nachr. Ges. Wiss. Gottingen 1910. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 124. 10 
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schon weisen nach Mice?) feinere Einzelbeobachtungen, z. B. tiber 
e nickungsflachen, auf Unterschiede des Verhaltens fiir sph und — 
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Pees nen quantitativen frnteracnen in der EOE GS. Kraft, eit 


minimale Gleitung zu erzielen, kann man bei Betrachtung im Diskontinuum 
der Symmetrie der Anordnung selbst einer einzigen Partikelsorte entnehmen. | 
Das zeigt z. B. die Projektion eines einfach monoklinen Raumgitters au 
(010), wobei ein Gleiten als nach (001) mit der Gleitrichtung [100] moglich | 
vorgestellt sei (Fig. 3). 


Fig. 3. Gleitung mit T=(00f), t=[100] in einem monoklinen Raumgitter; Projekti 
auf (010). Limks t= + [100], rechts t= —[100), gleicher Gleitbetrag J a,. 
= 


Praktisch wirklich ,,einseitiges‘‘ Gleitverhalten sollte dann nur in der 
Symmetrie der Bausteine in entsprechenden Kristallstrukturen begrindet 
sein. Solche Verhaltnisse seien im folgenden am Beispiel des Kali 
chlorats naher untersucht’). i 

In der Struktur des Kaliumchlorats nach ZACHARIASEN®) findet sich die 
in der Fig. 4 gegebene !Massenebenenbelastung und Ebenenfolge der 
Massenebenenserie nach (001). Die Spaltniveaus, zugleich als Gleitniveaus 
in Anspruch genommen, sind angedeutet. Eines der erkennbaren Doppel- — 
schichtpakete ist in Fig. 5 in der 
Projektion auf die Flache selbst ge- 
zeichnet. Die [ClO3]-Komplexe lie-_ 
gen durch die ganze Struktur hin- 
durch mit ihren Ebenen gleichge- 
richtet; das Zentralatom ist aus der 

Ebene der drei pees ’ 
05,04 04,05 Liganden etwas asymmetrisch her 

Fig. 4. Belastungsbild von (ou: es pm te 

-" “*‘Kaliumehlorat. Der Gleitvorgang sei veranschau- 


licht an einem Projektionsbild_ ; 


ke Cl, Cli eke 


') Herrn Kollegen StRANskt verdanke ich den freundlichen Hinweis, daB Ver-_ 
suche gemacht werden sollten, um zu priifen, wieweit unter den abgeanderten Be- 
dingungen desEintauchens in verschiedenen Lésungsmitteln eine solche ,,Einseitig 
keit‘‘ aufgehoben werde. — *) W.H. ZAcHARIASEN, Zs. f. Krist. (A) 71, 501, es 


a 


i 46: Einseitiges Gleitvermégen und seine kristallstrukturelle Deutung, 147 
ach (010) (Fig. 6) in Verbindung mit dem vorigen!). Soll gemaB® der 
experimentellen Erfahrung das obere Paket iiber das untere im Sinne 
++ a, d.h. nach links (oder das untere gegen das obere nach rechts), jedoch 
_nicht umgekehrt gleiten, so 
-gelten zunachst die folgen- 
den Feststellungen, die auch 
in Ubereinstimmung mit der 
Hypothese von Stark ®) sind: 
_ 1. Die Gleitrichtung ist 
eine einionig besetzte Gitter- 
dinie besonders kleinen Para- 
meters. 
2. Die Gleitflache ist 
_dichtest belegte Massen- 
ebene welligen Charakters 
mit Schachbrettstruktur; Sy- 
steme von +-und —-Ketten 
legen parallel ¢ auf Liicke Fig. 5. Ein Schichtpaket der Struktur von 
Mehexicinandes. (Wachstums- KC10s, projiziert auf T= (001). 
kinetisch bedeutsam sind, worauf nebenbei aufmerksam gemacht sei, die 
_ besonders dichten zickzackformigen + —-+-—-Ketten der allgemeinen 
Richtung [010] (6) =5,58 A), 
aus deren Faden man sich 
die ganze Struktur auch ein- 
fach aufgebaut vorstellen 
kann. ) 

3. Es gleiten +- und —- 
Ketten tibereinander hinweg 
derart, da niemals ein Ion 
in groBere Nahe eines gleich- 
geladenen gelangt, wodurch 
starke abstoBende Krafte 
auftreten wurden, sondern 
stets nur in eine neue, der 
urspriinglichen gleichartige 
Lage gebracht wird’). 

Fig. 6. Projektion der Struktur von Kalium- Es zeigt sich nun ferner, 
novea pte bn daB die Anionkomplexe nur 


1) Zur Erlauterung sei hinzugefiigt, daB die je mit 1 und 2 bezeichneten 
_Ladungszentren von Kation und Anion gleiche Hohenlage zur Projektionsebene 
haben: A, und Cl, liegen etwa in 6 = 0, dann A, und Cl, in 6 = 3. Es gleitet 
‘also in Richtung + a immer eine +-Kette (K,) iiber einer —-Kette (Cl)) entlang. 

— 2) J. Srark, Jahrb. Radioakt. u. Elektr. 12, 279, 1915. — #) Vgl. FuBnote 1, 
Le 
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in derjenigen Richtung  achoban werden, bei der fas Peach pa 
symmetrisch zur Bewegungsrichtung gelegen, voranschreitet und 
dritte O-- nachgezogen wird. Der umgekehrte Bewegungsvorgang unter 
Vorantritt dieses letzteren scheint nicht vonstatten gehen zu kénnen. ist 
wiirde dies energetisch plausibel erscheinen. .; ¥ 


Man kann hierin zugleich eine indirekte Bestdtigung der gollzogenen An 
nahme des Gleitniveaus sehen. Die engere Doppelschicht kann durch eir 
solche Bewegung nicht aufgerissen werden; die sageblattartige Verzahnung 
der Teilschichten wie auch der dann notwendigerweise erfolgende Vorat a- 
tritt des einzelnen O-Ions stehen dem energetisch entgegen. 


3. Von Interesse ist in diesem Zusammenhang die folgende Feststellu: ng 
von O. MUGGE (a. a. O.). Wenn man nicht den zusatzlichen Druck auf die 
Basisflachen der zu beanspruchenden Kristalle wie im oben angegebenen 
Experiment ausiibt, sondern allein das Kraftepaar parallel der Gleitfla he 
wirken 1aBt, entstehen keine Translationen. Vielmehr erfolgt dann ein 
andersartiger Bewegungsvorgang, eine Zwillingsgleitung nach derselben 
Gleitfléiche und mit sogar der gleichen Schiebungsrichtung + [100]. 
Miicce sah darin ein Anzeichen dafiir, daB so nicht ,,einer etwaigen Aus- 
dehnung senkrecht zur Gleitflache entgegengewirkt wird“, vielmehr eine 
Vergr6Berung des Abstandes der Schichten eintritt, ,,vermutlich auch be- 
gleitet von einer Anderung in der Orientierung der Teilchen und vielleicht — 
auch ihrer Konfiguration“. s 


Es kénnen also sehr wohl Anderungen in der Komplexkonfiguration, 
Drehungen derselben auftreten, Bewegungen, in deren zwangslaufigem 
Auftreten bei dem Versuch einer Gleitung in der Gegenrichtung —a@ 
deren Versagen vielleicht erblickt werden kénnte. Wenn also (Fig. 6) die 

: hier gezeichnete obere Schicht, in Richtung + a nach links vorn gleitend, 
in Zwillingsstellung zur unteren, das ist der ersten Schicht des intakt — 
bleibenden Gitters gebracht werden soll, so ist ja, wie man erkennt, eine — 
vollstandige Umklappung der Komplexe erforderlich. Es ist das ein kompli 
zierter Bewegungsvorgang ganz nach Art des bekannteren am Kalkspat, 
der uns bis jetzt nach wie vor in seinen Zwischenstadien recht unverstand- 
lich ist, Zwischenzustdnden, uenen keine Dauer, keine MOglichkeit der Er- 
haltung beschieden ist, die strukturell, stofflich im Grunde gar nicht be- 
zeichnet werden kénnen, jedenfalls — kein KCIO, sind. - 


Haufiger als die soeben betrachtete ist bei KCIO3 die reziproke Schiebung — 
nach K, = (100) mit Ky = (001), d.h. o, = [001], andere gleichfalls er- 
zielbare ganz auBer Diskussion zu lassen. Sie sei nur erwahnt, um darat 
hinzuweisen, daB die Gleitrichtung dieses Bewegungsmechanismus, dyna- 
misch gesehen, eine schwach geknickte + — + —--- -Kette ist; die 
Periode dieser Gitterlinie ist der drittgréBte Parameter der Struktur 
¢, = 7,085 A, wie sie in Richtung [001] aus der Fi ig. 6 ohne weiteres ersicht- 
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ich st. Die unerwartete gitterdynamische Uneinheitlickeit dieser reziproken 
Schiebungen gibt neue Probleme auf. : 
4 4. Als Gegenbeispiel zum Kaliumchlorat sei der trikline Cyanit (Disthen) 


-Al,SiO; behandelt. Seine wegen ihres allgemeineren Interesses viel 


TaYLor und Jackson?) in zwei Projektionen erlautert (Fig. 7). Sie zeigen 


vo allem den schichtigen Aufbau der Struktur nach (bc) = (400). 
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rechts Projektion mit der Blickrichtung [001]. (Nach Strukturbericht II.) 


Wieder ist die Flache vollkommener Spaltbarkeit Gleitflache. Nach 

MiccGe?) ist T = (100), t = [001]. Es wurde bereits gesagt, daB praktisch 

im allgemeinen kein merklicher Unterschied des Gleitvermégens in Rich- 
ng und Gegenrichtung heraustreten soll. 

Die Spaltharkeit erscheint den Genannten geniigend plausibel erklart 
auf Grund des gut schichtigen Aufbaues der Struktur nach (100) derart, 
daB an der Grenze von Schichten mit [AlO,]-Oktaedern isolierte [SiO,]- 
‘etraeder die iibergreifende Verbindung herstellen und dort in bestimmtem 
Niveau sehr wenig Atome (O;x und Ox) liegen, somit dort eine besonders 
geringe Zahl von Bindungen beim Spalten zerstort wird. Man kann dem 
wohl beipflichten. Der Verlauf der Spaltbarkeit wird offenbar ein im 
Molekularen welliger sein, und die Spaltflachen sind molekular aufge- 
auht, da selbstverstandlich die SiO,-Komplexe bei dem Vorgang erhalten 
bleiben. In der nachfolgend dargestellten Massenebenenserie ist diese 
Lokalisierung der Spaltbarkeit gekennzeichnet (in den Abbildungen kommt 
die Niveaudifferenz von 0,01 p nicht zum Ausdruck!). 

Man hat keinen Grund anzunehmen, daf in den bezeichneten Ebenen 
nicht auch die Gleitniveaus liegen und daB sie etwa, wie auch die Spalt- 


1) St. NARAY-SzaBO, W. H. Taytor u. W. W. Jackson, Zs. f.Krist. (A) 71, 117, 
4929. — *) O. Miiccr, N. Jahrbuch f. Min. 1898, I, S. 71. 


besprochene Struktur ist hier nach dem Vorschlag von NARAY-SZABO, — 


I ig. 7. Struktur von Cyanit; links Koordination und Darstellung der Schichtstruktur, 
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niveaus, dort lokalisiert seien, wo Kationen unmittelbar an Kationen mit 
auch relativ weitem Ebenenabstand (Al;;; und Alyy) lagern. Mit der ge- 
troffenen Annahme stimmt bestens die im folgenden besprochene Tatsache 
iiberein. ih 

An anderer Stelle!) wurde auf die allgemein fiir Translationen in 
Ionengittern bedeutsame Rolle besonders dichter Kationenrethungen 
gewiesen. Wie die nachste Projektion einer Teilschicht der Cyanitstrukt r4 
auf die Gleitflache (Fig. 8) zeigt, liegen nun in den angenommenen Be- 
wegungsniveaus Kationenketten ||¢ = [001], die Halfte aller Kationen 
der Struktur enthaltend, mit der kleinsten Periode von nur ¢,/2 = 2,78 AL 


i 
Cyanit. Ebenensatz (100). zn 
o? D 
Nrtin(+ 22) Teilgitter Frmrer tr yt Bemerkungen 
220 . J . 
1 0 Orso OF 0.49 <— Spaltbarkeit, 
2 0,49 |All, Altr 001 Gleitniveau _ 
3 0,20 i Sess 002 e 
4 0,22 Oy, § Ovz,. Ovit, Ovi 016 (Ionennumerierung — 
5 0,38 Or, Orr, Ox; Ory 001 nach Strukturbericht 
6 0,39 Alm, Alry 0.22 II, S. 109) ‘ 
| 0,61 Ali, Alry 0'01- 5 
$)}°5. 0,62 =4 Or) Ort, “Osa, OF 016 
9] 0,78: |Ov, Ovi, Ovi1, Ovimi 0°02 
10 0,80 Sil, Sin 4 
11 0,81 Aly, Ali 0,01 
' ¥ 0,19 Spaltbarkeit, 
1 | 0 Ory Ox ; | 0,19 2x Gleitniveau 


1) H. SerFerT, Zs. f. Elektrochem. 50, 78, 1944. a. 
_ *) Die Bedeutung von ¢ erhellt aus folgendem: Lést man die Struktur auf 
in ihre Teilgitter Tj, so sind die Koordinaten irgendeines Punktes Pj; von 


Px Py Pz ' 
z2=|—+r,}a, =} — b =|— 

= | . i +r] so k SP hs ™ 
wo die ge mit beliebiger Annaherung bestimmbare ganze, rationale Zablex i 
Px Py Pe 
Pa’ Pb ’ Pc . 
gitter I) und 7x, 7y, 72 positive oder negative ganze Zahlen einschlieBlich Null 


die Indizes des Verschiebungsvektors von Tj gegen das Ursprungs- 


von I’), wenn 


bedeuten. Dann liegt irgendein Punkt P; von Tj in der Gitterebene (= <i 
PP PLS 
Px ° Pz ¥ 
hAj=+ ki <= = 
(2 ra) + is try) a2 +r.| a 
oder nach Umformung 


hes Rey) Pe 


= “ = =p—(hry +kry +Ir,), 
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os Man stelle sich jetzt den Gleitmechanismus an diesen Grenzebenen der 
Schichten vor (Fig. 7 mit Fig. 8). Auch hier gleiten im Sinne der Idee von 
J. Stark + -Ketten von Al’: tiber —-Ketten von Anionen hinweg und aie 
gekehrt. Der Aufbau der Anionketten, besser -streifen, ist etwas kompli- 


Ca é Cys.” 0 


Fig. 8. Projektion einer an das Bewegungsniveau angrenzenden Teilschicht der Zyanit- 

struktur auf die Gleitflache (100). [Die eingetragenen Zahlen bedeuten die Hohenlagen der 

- Ionenrelatiy zum Niveau der Ionen Al, ausgedrickt in der Koordinate x, wobei die x-Achse 

nicht senkrecht steht auf (100)!1. ‘ 

zierter und zeigt eine zickzackformige Aneinanderreihung der isolierten 
_Komplexe. } : 

In diesem Strukturschema liegt aber auch der Schliissel zum Ver- 

standnis des praktisch zweiseitigen Gleitens bei Cyanit. Es ist die Symmetrie 


der in diesen Ketten vereinigten Baugruppen und ihre Anordnung, die 


* Liganden ausgeht, ist einmal nach rechts, das andere Mal nach links von 


Ley. 
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fiir den Ablauf des Geschehens mafgeblich ist. Der Befund abe ears oO 
beschreiben: 
Die an sich hochsymmetrischen [SiO,]-Tetraeder sind leicht leforated 
und dadurch jeglicher Symmetrie verlustig gegangen. Wahrend eine ihrer — 
Kanten || t in 7 verlauft, liegt deren Gegenkante nicht etwa mehr senkrech t 
dazu, das ist | t und _L 7, sondern ist dagegen etwas verdreht, so daB sie 
schief in 7 einsticht. Die Drehung ist dabei in allen in der Kette wechselnd 
aufeinander folgenden SiO,-Gruppen in gleichem Sinne erfolgt, so daB die~ 
nach auBen (oben) gekehrten Liganden in der ganzen unendlichen Kette 
nach einer und derselben Seite aus der Mittellinie zwischen den seitli hb 
angrenzenden Al-Ketten herausgeriickt erscheinen; die innen (unten) ge- 
legenen ebenso nach einer gleichen, aber der entgegengesetzten Seite. 
Fahrt nun also eine Al-Kette bei der Gleitung iiber den Anionfaden_ 
hinweg, so findet man dementsprechend, wenn man sich diese Bewegung 
einmal (Fig. 8) von unten nach oben, das andere Mal von oben nach unten 
vorstellen soll, einen energetisch zwar genau zu definierenden, aber eben 
doch einen kleinen Unterschied in der Qualitaét ihres Ablaufes vor. Grob — 
sinnlich 14Bt sich das nach dem raumlich-plastischen Bild der Projektion 
etwa so aufzeigen: Die sterische Hemmung, die von den herausragenden | 


der gekennzeichneten Symmetrale verlagert; oder, mehr geometrisch, die 
oben besprochene Verbindungskante der Liganden O;(Or) und Oyx(Ox), in. 
ihrem Verlauf von innen nach auBen gegen das Gleitniveau hin betrachtet, — 
bildet das erstemal einen spitzen Winkel, im anderen Falle jedoch einen _ 
stumpfen Winkel mit der Gleitrichtung, im letzteren also Sori 
gegensinnig streichend. 
5. Im Gegensatz zu den bisher besprochenen Fallen sei noch kurz dex 
Gleitmechanismus an einem héher symmetrischen Beispiel behandelt. Hier-_ 
fiir ist die Gleitung am rhombischen Baryt (Schwerspat) BaSO, nach der — 
Basis, der Ebene vollkommener Spaltbarkeit, T = (001) mit t = [100] — 
gewahlt. Diese Flichenart und (001) von Kaliumchlorat sind strukturell 
von so analogem Bau bei sehr ahnlichen Dimensionen ihrer Elementar- 
maschen, daf die beiden Kristallarten langs ihnen bzw. ihnen sehr ahnlich) Mi 
struierten und in ihrer Lage wenig abweichenden Stellungen orientiert 
zu verwachsen vermdégen!). 
Zum strukturellen Aufbau. des Baryts sei nur kurz das Poigende be- . 
merkt. Die Barytstruktur kann man sich aufgebaut denken aus Doppel- ' 
schichtpaketen nach (001), zwischen denen die Spaltniveaus gut deutbar — 
sind. Jede Einzelschicht ist eine aufgerauhte, von +- und —-Ladungen — 
belegte Massenebene, die sich wiederum zusammensetzt aus zickzack- _ 
arene Ketten +-— + — + —-+ der allgemeinen Richtung [010]. — 


iia tie Sarees, Zs. f. Krist. (A) 96, 111, 1937; 99, 16, 1938. 


cukturell 


¥ 


os 5 
ho vA 


Kug eariconeahiia. der Fig 9 Siu eine Seolkche Doppelschicht; eine 
“awe ite, dariiber gelagert zu denken, wiire gegen sie um b,/2 versetzt. Als. 
>i G eitrichtung erkennt man einionige, etwas weitriumige Ketten (a9=8,85 A),, 
di lie bei Gleitungen lings ihnen ganz nach dem Srarkschen Schema iiber 
_ polar aufgeladene ebensolche Ketten hingleiten. Auch hier fiihrt der Be- 
fund eindeutig zur Annahme bestimmter Gleitniveaus. 


fee Fig. 9. Projektion der Struktur von Bar yt auf die Gleitflache (001). \> 


aA. 


Be Diesem Packungsbild ist nun in der Tat im Sinne der héheren Symes 

von T, t keinerlei Begriindung dafiir zu entnehmen, daf etwa der Bewegung 
18 in einer Richtung andere Hemmungen als in deren Gegenrichtung er- 
; e. Dem Stifterverband der Deutschen Forschungegemeinschate habe ich 

oY fir Bereitstellung von Mitteln zu danken. 


ES Mi iinster (Westf.), im Februar 1944. ray ene gonan ite oe Ca 
; Institut der Universitat. 


Zur Theorie der KIKUCHI-Enveloppen. 


Rees. Teil I. 
Allgemeine Theorie der KIKUCHI-Enveloppen 
auf Grund des Reziprozitatssatzes. 


, Von Kurt Artmann in Hamburg. 
* Ae Mit 5 Abbildungen. 
(Eingegangen am 17. Juli 1944.) 


Rar. a 
a.” Im Unterteil A werden die zu den Kikuchi-Enveloppen fiihrenden reziproken 
Wellenvorgange auf anschauliche Weise ohne Rechnungen dargestellt. (Die 


nahere Durchrechnung soll in den spater erscheinenden Teilen III und IV er-_ 


* ar folgen.) Diese Wellenvorgange entstehen folgendermafen durch elastische 

eae Streuung der vom Vakuum einfallenden Elektronenwelle im Kristallgitter: Die — 
Beet einfallende Elektronenwelle wird an den zur Kristalloberflache parallelen Netz- 
yes oe? -ebenenkreuzgittern mit schwacher Intensitaét in deren FRaunHoFeERschen B. R.1) _ 
’ S abgebeugt. Die flach gegen diese Netzebenenschar verlaufenden Beugungswellen 
iN verstarken sich aus zwei wesentlich verschiedenen Griinden durch Interferenz, ~ 
Ba, . namlich: a 
as , Einmal regt die in der odersten Netzebene flach abgebeugte Welle infolge der 


durch - Totalreflexion hervorgerufenen fortgesetzten Zickzackreflexionen bei 
giinstiger Phase die Oberflachen-Eigenschwingung des Kristalls an (TAMMsche — 
Oberflachenwelle). Andererseits verstarken sich die an den verschiedenen Netz- _ 
ebenen flach abgebeugten Wellen und geben zur Entstehung von Raumgitter- — 
Eigenschwingungen des’ Kristalles AnlaB. Die hierfiir maBgebende Bedingung 
(2. 301) kann auch als Braceésche Bedingung aufgefaBt werden, die jedoch in- — 
folge des starken Einflusses der zur Oberflache parallelen Netzebenenschar auf 
die flach auffallende Beugungswelle modifiziert werden muB. Bei Umkehrung — 
a der Fortpflanzungsrichtung aller Wellen ergeben sich die im Teil 1%) auf direktem 
ie Wege beschriebenen, zur Oberflachen- bzw. Raumgitter-Enveloppe fiihrenden 
Wellenvorgange. 

Auf Grund dieser Betrachtungen wird im Unterteil B die Gestalt der Ober- 
i flachen- und Raumgitter-Enveloppe mit Hilfe der erlaubten und verbotenen Ener- _ 
giebander aufgezeichnet, wobei sich in allen Einzelheiten Ubereinstimmung mit 
den Experimenten ergibt, Der Zusammenhang der Oberflichen-Enveloppe mit — 
oe: den sogenannten SteRNschen Dellen wird diskutiert. Ein von anderer Seite ver-_ 
of muteter Zusammenhang mit den Woopschen Banden besteht nicht (Abschnitt 4), 


ae A. Elementare Darstellung der zu den KIKUCHI-Enveloppen 
ate fiihrenden reziproken Wellenvorginge. 
. I. Anwendung des Reziprozitatssatzes der Wellenmechanik. 


" Im Teil 1°) wurde die Entstehung der Kikuchi-Enveloppen auf direk-_ 
pee em anschaulichen Wege folgendermaBen beschrieben: Die von einem 
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ven: *) B.R. ist hier und im folgenden die Abkiirzung fiir Beugungsrichtung. 
iy" *) K. ArntmMANN, Zs. f. Phys. 124, 80, 1947. Die erste Ziffer der Formelnum- 
mern von Teil I ist stets eine 1, z. B. (1. 402). —%) Vgl. Anm. 2. % 
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__unelastisch streuenden Kristallatom ausgehende Kugelwelle wird in 
_ ebene (Elementar-) Wellen zerlegt. Die flach auf eine einzelne dicht be- 
setzte Netzebene auffallenden Elementarwellen werden infolge Total- 
__ reflexion fortgesetzt zwischen zwei benachbarten Netzebenen zickzack- 
2 reflektiert und regen bei giinstiger Phase die Eigenschwingungen des 
_ Kristalles an. Diese bestehen aus Raumgitter-Eigenschwingungen und 
einer Oberflachen-Eigenschwingung (Tammsche Oberflichenwelle). Durch 
Abbeugung aus diesen Eigenschwingungen in die B. R.1) des Netzebenen- 
kreuzgitters erfolgt Ausstrahlung in die Raumgitter- bzw. Oberflachen- 
Enveloppe. 
_ Leider ist es nicht méglich, diese anschaulichen Betrachtungen zu einer 
__strengen Theorie auszubauen, weil die Ausbreitung einer Kugelwelle im 
Raumgitter auf mathematisch strengem Wege durch Zerlegung in ebene 
Wellen nicht behandelt werden kann. Unter Verzicht auf die direkte 
rechnerische Behandlung der bei den Kikuchi-Enveloppen auftretenden 
Wellenvorgange soll deshalb in den Teilen II bis IV die Intensitat der 
inkohérenten Streustrahlung auf indirektem Wege berechnet werden, 
_ namlich nach dem yon y. Laur?) angegebenen Verfahren mit Hilfe des 
_ Reziprozitatssatzes*) der Wellenmechanik. Hiernach ist die Intensitat, die 
ein einzelnes unelastisch streuendes Kristallatom nach einem auBerhalb 
des Kristalles gelegenen Punkt P ausstrahlt, gleich der Intensitat derjenigen 
_-Welle, die bei Einstrahlung aus dem Punkte P am Ort dieses Kristall- 
atoms entsteht, wenn die Streuung der Elektronen am Kristallgitter véllig 
_ elastisch ist. LaBt man den Punkt P ins Unendliche riicken, so ist das. 
Problem der Intensitatsverteilung der inkoharenten Streustrahlung auf 
der unendlich fern gedachten Aufnahmeplatte zuriickgefiihrt auf die Be- 
_ stimmung des bedeutend einfacher errechenbaren Wellenfeldes, das durch 
Einstrahlung aus einem unendlich fernen Punkt P, d.h. aus einer festen 
Einfallsrichtung f bei elastischer Streuung im Kristall entsteht. 

Um die Gestalt und Intensitat der Kikuchi-Enveloppen zu berechnen, 
hat man wegen ihrer im Abschnitt 1 des Teiles I angegebenen Lage diese 
Einfallsrichtung f insbesondere so zu wahlen, daB eine B. R. irgend- 
eines dicht besetzten Netzebenenkreuzgitters ungefahr in dessen Ebene 
verlauft. Dieses Netzebenenkreuzgitter nehmen wir genau wie im Teil I 
parallel zur Kristalloberflache an, so daB die betrachteten Beugungswellen 

ungefahr parallel der Kristalloberflache verlaufen. Die Intensitat dieses 

Wellenfeldes ist nach R. S.*) gleich der Intensitat, die im Falle der un- 

elastischen Streuung in die der obigen Einfallsrichtung entgegengesetzte 

Richtung —f ausgestrahlt wird. Diese Richtung —f soll reziproke 

Einfallsrichtung genannt werden., Sie stimmt in Fig. 5 und 6 des Teiles I 
1) Vgl. Anm.1 der S. 154. — *) M. v. Lave, Ann. d. Phys. (5) 23, 705, 1935. 
3) Fiir Reziprozitatssatz wird im folgenden die Abkiirzung R. S. verwendet. 
4) Vgl. Anm. 3. 
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mit der B. R. iiberein, in welcher die Ree in die ‘Kikuchi-Er I ve- a 
loppe erfolgte. ea 

Die Interferenzen einer ungefahr der Kristalloberflache saralial ver- 
laufenden Elektronenwelle sind von LAmva!) rechnerisch behandelt wor- — 
den. Wie im spater erscheinenden Teil IV dieser Arbeit gezeigt werden 
soll, sind die LamLaschen Rechnungen unvollstandig. Deshalb ist dieses — 
Problem hier erneut aufgegriffen worden. Da die analytische Behandlung — 
dieses Beugungsvorgangs, die in den Teilen III und IV erfolgen soll, — 
ziemlich verwickelt ist, so soll die Theorie in ihrem wesentlichen Inhalt 
im vorliegenden Teil II ohne Durchrechnung wiedergegeben werden (Un- — 
terteil A) und im AnschluB daran die Lage der Kikuchi-Enveloppen in — 
der Plattenebene berechnet und diskutiert werden (Unterteil B). ht 

2. Entstehung der koharenten ebenen Gitterquellen durch PRs Q mn 4 
der Primarwelle. “ 

Es falle in einer festen Einfallsrichtung ff aus dem Vakuum™ raeeey 0) 
her eine ebene Elektronenwelle ei) auf das Kristallmodell der Fig. 4 — 
74) des Teiles I auf, das aus einer Aufeinanderfolge von Kreuzgittern besteht. 
Wir charakterisieren diese Welle wie iiblich durch ihren Wellenvektor — 
f°) —(k, ky k,, dessen Richtung die Fortschreitungsrichtung der — 
Welle und dessen Absolutbetrag 


|f|— Vki+kh+h= k= i (2. 201) 


> 


ist. Der zugehérige Teilchenimpuls ist dann bekanntlich /# f), 
- Setzt man voraus, daB kein sehr flacher Einfall auf die Kristalloberflache _ 
vorliegt (k, += ~ 0), so durchsetzt die (willkiirlich auf 1 normierte) Primar-— 
welle eit) jede einzelne der als Netzebenenkreuzgitter wirkenden perio- 
disch gewellten Rinnen wegen des nur wenig von 1 abweichenden Bre- | 
chungsexponenten ?pinne fast ungestért und beugt nur intensitatsarme | 
ebene Wellen in die Fraunnorerschen B. R. (m,, my) dieser Kreuzgitter _ 
ab. Die ersten beiden Komponenten cos %,,, COS 8, dieser B. R. sind 
bekanntlich mit den ersten beiden Richtungskomponenten cos «, cos 8 — 
der einfallenden Welle verkniipft durch die Beziehung 


rN a 
COS Hm,, — COS & = My *— 5 COS Pm, — cos B = mg °—, 


mit ganzem my, Mg [vgl. (4. 704)]. 


Daher sind die Wellenvektoren £,,, ,, der in diesen B. R. verlaufenden 
Vakuumwellen 


4 cae oe 
Binime = (Ka + may ky += may Kim, m| (2. 202) 


- 1) E, Lamia, Ann. d. Phys. (5) $2, 178, 1938. 


ae ‘ae 


Ove ns 


wide 
2S 


RU oF u-Envel pen. ‘Teil TT 


ee re teak TE (in he +m mh HE) 


Fem, me 
we © 
ae 


(re +m). (2. 203) 


Je nachdem i in (2. 203) das positive oder negative Zeichen steht, verlauft 
die betreffende Welle schrag auf- oder abwiirts. Die in (2. 203) angegebene 
Bre crnonkate Kmm, der B. R. tm, miiBte eigentlich noch einen 
index z tragen, hitte also eigentlich nicht Kmim,, Sondern {fmm}, oder 
Kemm, bezeichnet werden miissen. Um allzu AR Indizes zu vermeiden, 
wird jedoch der Index z stets fortgelassen. Fiir hinreichend hohe Num- 
ap erm My, Mm, ist die z-Komponente fy, , nach (2. 203) imaginar, die 
_ Beugungswelle im Vakuum also inhomogen, d.h. in z-Richtung expo- 
nentiell abklingend. Die im Teil I Abschnitt 7 definierte geometrische 
_ Envelope ist in dieser Bezeichnungsweise wegen des Lauxrschen Satzes?) 
dt breh die Forderung 


a agent (2. 204) 


_ intensitatsarmer kohdrenter ebener Gitterquellen angesehen werden, die nur 
in die Fraunnorerschen B. R. des Netzebenenkreuzgitters strahlen. Die 
eiece je zweier benachbarter koharenter Gitterquellen unterscheiden 
sich um die Phasenverschiebung k, a, welche die (praktisch ungestérte) 
-Primarwelle eit) beim Ges tackraiten ‘ton eltiat Netsebods tu benach- 
-barten erfahrt. Wegen der schwachen Wellung der Platten und Rinnen 


_hervorgerufen wurden, von der Plattenwellung vdllig ab; d. h. wir denken 
uns diese aus der Primarwelle abgebeugten ebenen Wellen nur noch vom 
einfach periodischen Kristallgitter Vo (z) beeinfluBt. 


well, in welche im Teil I die vom streuenden Kristallatom ausgehende 
_ Kugelwelle zerlegt wurde. Im Gegensatz zu Teil I ist jetzt jedoch bei vor- 
-gegebener Fortschreitungsrichtung nicht nur eine einzige Gitterquelle 
(— Elementarwelle) im einfach periodischen Kristallgitter vorhanden, 
sondern entsprechend den einfach unendlich vielen Rinnen treten jetzt 
im Kristall einfach unendlich viele (koharente) ebene Gitterquellen auf, 
deren Strahlungen miteinander interferieren. 
3. Die von den kohdrenten ebenen Gitterquellen herriihrenden Wellen- 
_vorgdnge im einfach periodischen Kristallgitter. 
a) Die konstante Untergrundschwarzung: Es soll der Reziprozititssatz 
am Beispiel der Untergrundschwarzung erlautert werden: Da die einzelne 
ebene Gitterquelle intensitatsschwach ist, so ist im Kristall im allgemeinen 
-praktisch nur die einfallende Welle e‘() vorhanden. Ware fiir einzelne 


1) Vgl. Anm. 4 der S. 82 von Teil I. 


_ Jede abbeugende Netzebene (Rinne) kann somit als Ausgangsebene 


~ sehen wir bei den Wellenvorgangen, die von den Gitterquellen in den B. R. 


Jede einzelne dieser ebenen Gitterquellen entspricht einer es ; 
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Finfallsrichtungen eine erhéhte Intensitét an den Kristallatomen vorhan- 
den, so wiirde das betreffende Atom nach dem R. S. in die betreffende — 
reziproke Einfallsrichtung vorzugsweise ausstrahlen. Da im allgemeinen 
keine solche erhohte Intensitat vorhanden ist, so folgt, daB der Untergrund 
gleichmaBige Intensitét hat. Ausnahmefalle von der konstanten Unter- 
grundschwarzung treten nur dann ein, wenn sich die von den koharenten | 4 
intensitatsarmen Gitterquellen ausgehenden ebenen Wellen im einfach — 
periodischen Kristallgitter Vo9(z) durch Interferenz verstarken. Solche ~~ 
Resonanzfalle treten, wie jetzt gezeigt werden soll, aus zwei verschiedenen 
Ursachen ein, erstens info'ge einer Oberflachenwirkung (Absatz b), zwei- _ 
tens infolge einer Raumgitterwirkung (Absatz c). a 
b) Die Oberflichen-Enveloppe. Die zunachst zu besprechende Ober- — 
flachenwirkung besteht darin, daB sich die von einer einzigen, namlich der — 
von der obersten ebenen Gitterquelle ausgehende Strahlung durch Inter- — 
ferenz verstarkt. Zu diesem Zweck muf notwendig die Einfallsrichtung — 
f© so gewahlt sein, daB die herausgegriffene B. R. (m,, m,) des Ober- 
flachenkreuzgitters ungefahr in Richtung dieser Netzebene verlauft; d. h. © 
die aus (2.203) zu entnehmende z-Komponente k,, ,, des zugehorigen — 
Wellenvektors ungefahr gleich Null ist. Entsprechend Abschnitt 6b des — 
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Fig. 1. Anregung der Oberflichen-Eigenschwingung (=T ammsche Oberflachenwelle) durch as 
elastische Streuung einer von au®en auf den Kristall auffallenden Elektronenwelle. Der 
Winkel des zugeordneten Wellenpaares ist iibertrieben groB gezeichnet. In Wirklichkeit 
betragt er ~ 1°. Fig. 1 stellt die zu Fig. 5 des Teiles I reziproken Wellenvorginge dar. 


Teiles I wird die von der obersten Gitterquelle in diese B. R. ausgestrahlte xh 
ebene Welle bei hinreichend flachem Auftreffen innerhalb der obersten _ 
Rinne fortgesetzt totalreflektiert und regt deren Eigenschwingung an, x 
falls je zwei solcher zickzackreflektierter Wellen in Phase stehen, d. h. 3 
falls (bei Vernachlissigung von Phasenspriingen) die Bedingung (1. 602) , 


fiir die Fortschreitungsrichtung des zugeordneten Wellenpaares erfiillt — 
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Theorie der Krkucui-Enveloppen. ‘Teil IL. . 459: oe M 
past. Die Umkehrung der Betrachtungen von Abschnitt 7 des Teiles I ae 
zeigt, dab die zugehorigen reziproken Einfallsrichtungen auf der photo-. Aah 
graphischen Platte eine Parabel, die Oberflachen-Enveloppe, ausschneiden. ee 
oe 


_ Daher besagt der Reziprozitatssatz, daB die Ausstrahlung eines einzelnen 
; Oberflachenatoms im Richtungen der Oberflichen-Enveloppe besonders. Se 
intensitatsstark ist. te 
: . nn Se 
Die sogenannte Tammsche Oberfldchenwelle wurde ausfiihrlich im Ab- ; 


schnitt 6 des Teiles I diskutiert. Insbesondere wurde gezeigt, warum diese “i 
_Eigenschwingung nur in der ausgezeichneten obersten Rinne auftreten kann. , ne 

ce) Raumgitter-Interferenzen (Kikuchi-Kegel und Raumgitter-Envelop pe). ‘ ae 
Der nunmehr zu behandelnde Raumgittereffekt besteht darin, daB die . be 
yon irgend zwei verschiedlenen koharenten ebenen Gitterquellen ausgehenden pee an 
Strahlungen sich durch Interferenz verstarken. Dieser Vorgang soll ge- st b 4 
nauer beschrieben werden: Eine einzelne ebene Gitterquelle (= Elemen- ig iad 
tarwelle) strahle in B. R. (m,, m,) aus. Dann sei rae: der spater ausfiihr- ae Sone 


licher zu diskutierende Phasenunterschied dieser Welle beim Ubergang ia 


von einer zur nachsten Netzebene. %,,m,@ heiBt die charakteristische ie 
Phasenverschiebung der B. R. (my, my) und xX »,,, deren charakteristischer Aan 
Exponent. Sei ferner 4,- a der entsprechende Phasenunterschied der ein- Mae: 
fallenden Welle. Dann verstarken sich die von irgend zwei verschiedenen Pir. ing 
koharenten ebenen Gitterquellen. herriihrenden Wellen durch Inter- Pea 
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ferenz, falls 
+%mm, ¢—kz,a = 2m, mit ganzem m3 (2. 304), 


ist. Es steht das positive oder negative Zeichen, je nachdem eine schrag 
aufwarts oder schrag abwarts strahlende ebene Gitterquelle betrachtet 


ae ee ee ee ee eee ee ¥ 


wurde. 

‘Die Bedingung (2. 301) ist ersichtlich mit der im Teil I angegebenen 
modifizierten Braceschen Bedingung (1. 706) identisch, wenn die Begriffe 
reziproke Einfallsrichtung und B. R. miteinander vertauscht werden: 
An Stelle der steil verlaufenden B. R. (m,, m,), deren Wellenvektor die 
z-Komponente kj», besaB, tritt hier die steil verlaufende reziproke Ein- 
fallsrichtung —f©, deren Wellenvektor die z-Komponente —k, besitzt;. 
und die flach verlaufenden Wellenpaare der V Raumgitter-Eigenschwin- 
gungen treten jetzt im Gegensatz zu TeilI in der (flach verlaufenden) 
B. R. (my, m,) auf. Deshalb tragt jetzt die zugehorige Phasenverschiebung 
%mm, @ den Index (m,, m,), wahrend im Teil I die Phasenverschiebung . 
xa der Raumgitter-Eigenschwingung nicht mit einem Index versehen zu tet 
werden brauchte, weil dort als ,,Einfallsrichtung‘‘ die Richtung des zu- . 
geordneten Wellenpaares betrachtet wurde. Die in (2.301) angegebene wy 
Modifikation der Bracaschen Bedingung geschieht also jetzt infolge des 
hohen Reflexionsvermogens der einzelnen Netzebene gegeniiber den flach 
verlaufenden Beugungswellen. Re 
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Wenn (2.301) erfiillt ist, so besteht innerhalb des Kristalles gro 
. Intensitat in der zum Index (m, mg) gehdrigen flach verlaufenden B. RL 
a Umgekehrt wird daher nach dem R. S. die in diesen flachen Richtung en 
von den Kristallatomen ausgehende Strahlung besonders intensitatsstark — 
in den aus (2.301) folgenden reziproken Einfallsrichtungen — f©) aus-_ 


treten. Das sind, wie nun zu zeigen, (die Kikuchi-Kegel bei steilem Auf-_ 
: , sy 
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S Fig. 2. Anregung der Raumgitter-Eigenschwingung durch elastische Streuung einer von 
gt auBen auf den Kristall auffallenden Elektronenwelle. Der Winkel Jp des zugeordneten — 


Wellenpaares, der in Wahrheit nur ~ 1 betragt, ist iibertrieben groB® gezeichnet. Fig. : 
stellt die zu Fig. 6 des Teiles I reziproken Wellenvorgange dar. +, 


treffen und) die Raumgitter-Enveloppe bei flachen Winkeln der von den— 
i Atomen gegen die Netzebene ausgehende Strahlung. | 
a ae Wir wollen nunmehr die Bedingung (2. 301) bei steilem Auftreffen der 
B. R. (m4, my) vereinfachen und erkennen, daB dabei (2.301) in die~ 
=e Brace@sche Bedingung iibergeht. Beim steilen Auftreffen geht die von — 
jeder einzelnen ebenen Gitterquelle in der B. R. (m,, mg) induzierte Welle — 
wegen des nur wenig von 1 verschiedenen Brechungsexponenten 7 Rinne 
praktisch ungestért durch das einfach periodische Kristallgitter V99(z) 
hindurch, so da die charakteristische Phasenverschiebung % p,m, @ nahe-— 
rungsweise gleich der Phasenverschiebung k,,,,@ ist, welche die in der 
B. R. (m4, mg) verlaufende Welle im Vakuum beim Fortschreiten um die 
Strecke a in z-Richtung erfahrt. Deshalb geht (2.301) bei nicht sehr — 
flachem Austritt der B. R. (m,, mg) iiber in ; 


+ ee r k, a=2n Ms mit ganzem Mz. (2. 302) ‘ 


Da die z-Komponenten k, bzw. ky, von einfallender bzw. abge- — 
beugter Vakuumwelle ersichtlich mit den 3. Richtungskomponenten cos 
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m2 
= FZ 68 Yum, stehen, so kann (2. 302) auch in der Form 


N 
ck COB “Yn va, — COSY = Mg > = mit ganzem Ms (2. 303) 


Dee tiricben werden. Dies ist die bekannte Bragasche Bedingung (1. 707) 
fiir ‘Spiegelung an der Netzebenenschar (my, my, mg). In diesem Ausnahme- i 
‘fall tritt im Kristall neben der Primirwelle ei@@=) eine Welle vergleich- oy EEN, ¥ i 
be er Intensitat in der B. R. (mm, m.) auf. Deshalb strahlt ein Atom nach MAN, 
i dem R. S. in der reziproken Einfallsrichtung — f) eine vom Untergrund as 
_ verschiedene Intensitiit aus, wodurch die Kikuchi- -Kegel an den in (4. 101) | 
-angegebenen Orten entstehen. _ 
_ Bei hinreichend flach auf die Netzebene auftreffenden peaitioeweneh 
elangt man in den Bereich der zu den Raumgitter- Eigenschwingungen *? 
“nugeordneten Wellenpaare. Hier aber ist x,,,m, einer bestimmten Eigen- z 
wingung zugeordnet und hangt mit der im Teil I besprochenen (durch cat 
-Tunneleffekt bedingten) Koppelung benachbarter Rinnen zusammen. Es - 
ist daher verstandlich, daB hier wesentliche Abweichungen vom Bracc-Fall 
_ auftreten und eine einfach iibersehbare Formel fiir x,,,,,@ nicht existiert, ‘: 
so daB man auf eine im Abschnitt 5, Fig. 3 zu bringende graphische Dar-_ 
stellung angewiesen ist. Aber auch ohne die explizite Kenntnis der charak- 
‘teristischen Phasenverschiebung %mm, & laBt sich die cian es (2. 301) 
- physikalisch diskutieren : ra 
Da &k, reell ist, so ist die notwendige Voraussetzung zur Erfiillung von 
2. 301), daB die charakteristische Phasenverschiebung 


Y. a reell ome Aa aie 


~mym,z 


ausfallt. Eine komplexe Phasenverschiebung wiirde im Sinne der spateren PORES 
~ Rechnungen ein exponentielles Abklingen der zugehdrigen Welle be- any 
_deuten. D.h. nur bei reellem %,,,,, kann die Welle durch den ganzen 

_Kristall hindurchtreten. 
4 Da nach Abschnitt 6 des Teiles I nur die Wellen der ie Br ft 
-schwingungen eine reelle charakteristische Phasenverschiebung besitzen, 
so verlangt (2. 304), daB die der Bedingung (2.301) geniigenden, flach 

verlaufenden Wellen mit dem Wellenpaar einer der Raumgitter-Eigen- 
- schwingungen identisch werden. Dieser Sachverhalt kann nach Teil I 
-“Abschnitt 6b auch so formuliert werden, da® die z-Komponente E’, der 
Energie der in B. R. (my, mz) abgebeugten Welle einem erlaubten Bote: 

hand des Potentialfeldes Voy (2) angehort. 

4. Zusammenhang mit den Stexnschen Dellen und den Woovschen Banden’). 


1) Abschnitt 4 kann beim ersten Durchlesen ausgelassen werden, ohne dab 
das Verstiandnis fiir die folgenden Betrachtungen verlorengeht. 
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Die im Abschnitt 3b geschilderten reziproken Wellenvorgange, die zur 
Oberflachen-Enveloppe fiihrten, besitzen ein Analogon in den bei der Beu: 
gung von Molekularstrahlen an einer Kristallobetflache beobachteten In- 7 
tensitatsanomalien, den Sternschen Dellen!). Wegen Raumersparnis sollen. F 
die SterNnschen Dellen hier nicht naher erlautert, sondern nur mit der — 
Oberflachen-Enveloppe verglichen werden. An Stelle des unterhalb der | 
obersten Rinne liegenden periodischen Kristallgitters, das eine hinreichend 
flach auffallende Elektronenwelle im allgemeinen (verbotenes Energie- — 
band) totalreflektiert, tritt in der Theorie der Sternschen Dellen ein voll- ¥ 
kommen reflektierender Spiegel, der in erster Naherung als eben und genau ~ 
wie die Platten in zweiter Naherung als schwach periodisch gewellt 
(= Kreuzgitter) angenommen wird. Dieser Spiegel idealisiert die an der 
Kristalloberflache konzentrierten AbstoBungskrafte, wahrend der obere — 
Rand der Rinne die VAN DER WAALSscheAttraktionskraft charakterisiert. Die — 
Sternschen Dellen entstehen genau wie dieOberflachen-Enveloppe dadurch, : 
daB flach verlaufende Wellen an beiden Randern der Rinne totalreflek- ~ 
tiert werden und bei passender Phase deren Eigenschwingungen anregen, ~ 
Ein Zusammenhang zwischen den Kikuchi-Enveloppen und den bei der ~ 
Beugung von Licht an metallischen Strichgittern auftretenden Woopschen _ 
Banden?) besteht entgegen der Ansicht Fanos) nicht, obwohl die geo- _ 
metrischen Bedingungen fiir Kikuchi-Enveloppen und Woopsche Banden 4 
gleich lauten, namlich tangentialer Austritt einer B. R. des Oberflachen-— 
gitters. Da trivialerweise ein Vergleich mit der Raumgitter-Enveloppe aus- + 
scheidet, so kommt nur die Oberflachen-Enveloppe in Frage. Aber der zu_ 
den Woopschen Banden fiihrende Oberfiacheneffekt entsteht nicht durch — 
Interferenzen zwischen zwei planparallelen Platten, sondern durch Beugung ~ 
einer langs einer Gitterstruktur laufenden inhomogenen Welle und ist a 
daher ganzlich anderer Natur als die Oberflachen-Enveloppe. >. 


“ 


B. Die Gestalt der Kikuchi-Enveloppen. 


5. Die Abhdngigkeit der charakteristischen Phasenverschiebung %,, 
von der Wellenzahl ky, m,- of 
Um die genaue Lage der Kikuchi-Kegel und der Raumgitter-Enveloppe — 
in der Plattenebene explizit anzugeben, muB zunichst die in (2. 301) auf-_ 
tretende charakteristische Phasenverschiebung Xm, @) det. Bika 


als av 


1) R. Friscu, O. Stern, Zs. f. Phys. 84, 437, 1931. Die hier verwendeten theo-_ 
retischen Betrachtungen betrefiend StERNsche Dellen sind vom Verf. behandelt— 
in Zs, f. Phys. 118, 624, 1942. — *) R. W. Woop, Phil. Mag. 4, 396, 1902; 23, 310,33 
1912; Phys. Rev, 48, 928, 1936. Die folgenden Erérterungen betreffend Woop- : 
sche Banden begriinden sich auf eine Arbeit des Verf.; Zs. f. Phys. 119, 529, 1942. 7 
— *) U, Fano, Ann. d. Phys. (5) 32, 393, 1938. — 4) Die charakteristische 3 


Phasenverschiebung Xmym, @ ist nach Abschnitt 3 die Phasenverschiebung, ‘ 
welche die in B. R. (m,,m,) verlaufende Welle beim Fortschreiten um die Gitter- 


konstante @ in 2-Richtung erfahrt. 
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(m, my) in Beziehung zur z-Komponente Kym, gesetzt werden, die det 
Wellenvektor der zugehérigen B. R. (my, mg) im Vakuum besitzt, Wegen 
der Brechung der Wellen an der Grenze Platte — Rinne ist die z-Kompo- 
nente Kinm, 1m Vakuum [V oq (z) = 0] verschieden von der z-Komponente 
Emym,, die die zugehdrigen (zickzackreflektierten) Wellen’ der B. R. 
ny, Mg) in den Rinnen [V9 (zs) = — Wo] besitzen. Um &mim, in Be- 
-ziehung ZU Kmm, ZU setzen, benutze man den Umstand, daB die kine- 
tische Energie der z-Komponente der Elektronenbewegung (= z-Kompo- 
nente der Energie) im Vakuum 


: ' . Ark 2 

aes Fann = pe (2. 504) 
und in den Rinnen 

, 5 - , i Pe 

aS, Fon => (2. 502) 


betragt. Da bei der Brechung an den ebenen Trennfliichen Platte — Rinne 
keinerlei Anderung der 2- und y-Komponenten des Teilchenimpulses auf- 
treten, so ist aus Griinden der Energieerhaltung EL; = EL, + Wy, so daB 
mach (2, 504), (2. 502) . 


= 


; Bm, = V kine + 2m Wo! hi. (2. 503) 
Wegen W, > 0 (vgl. Fig.3 Teil I) ist gyn? > Km?» Man hat drei 
-wesentlich verschiedene Falle zu unterscheiden: 1. {ynm? > 9, Kin? > 0- 
Dann tritt partielle Reflexion an der Grenze Rinne — Platte ein. 2. ginim, 
> 0, kin, <9. Das ist der Fall der Totalreflexion an der Grenze Rinne — 
Platte. Dieser Fall wird in der Theorie der Kikuchi-Enveloppen vor allem 
interessieren. 3. mim? <9, Kim? < 0. Dieser Fall, der nach (2. 203), 
(2. 503) fiir hinreichend hohe Nummern m7, m3} > 1 stets eintritt, ist ohne 
Interesse, weil die Beugungswelle sowohl in den Platten als auch in den 
-Rinnen beim Fortschreiten rasch exponentiell an Intensitit abnimmt und 
daher keinerlei physikalisch bedeutungsvollen Wellenvorgange hervorruft. 
Die gesuchte Abhingigkeit %mm, (emm,) ist von Brittourn?) fir 
einen cosinusférmigen und von Kronic?) fiir einen abschnittweise kon- 
stanten periodischen Potentialverlauf V9 (z) berechnet worden, Das Er- 
gebnis dieser Rechnungen soll im vorliegenden Abschnitt 5 mit den not- 
-wendigsten Erlauterungen mitgeteilt werden, welche jedoch keinen An- 
-spruch auf Vollstindigkeit erheben. Im Teil IIL sollen diese Ergebnisse 
unter Zugrundelegung eines beliebigen Potentialverlaufs V9 (z) durch 
Rechnungen belegt werden. 
_ Es ist nach Britiourn iiblich, nicht die Abhangigkeit der charakteristi- 


1) L. BRriLLovuin, Quantenstatistik, S. 277, Berlin, Jul. Springer (1931). 
2) R. pe L. Kronia und W. G. Penney, Proc, Roy. Soc. (A) 130, 499, 1931, 
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= , schen Phasenverschiebung %m,m, @ yon Ii ans direkt, sondern. als. 
xy : der GréBe w 
sage pl a 
‘ n th mM: 
art aufzutragen. Nach (2. 501), (2. 502), (2. 503) ist 
a = Ep, — Wo) 
ae 
ea: Wir unterscheiden zwei Falle, je nachdem die z-Komponente der kine- 
re tischen Energie in den Rinnen Ez,,,;, >Wo (steiles Auftreffen) oder 
ay Emm, << ~ Wo (laches Auftreffen) ist. Im 1. Fall (Exineme >We) 
4s geht die Welle annahernd ungestért durch einen einzelnen Potentialberg 
ae. (Platte) hindurch, weil jetzt, optisch gesehen, steiles Auftreffen auf die 
ae ‘eh Trennflache zweier Medien mit nur wenig unterschiedlichen Brechungs- 
2 mie? exponenten pyatte UNd Rinne VOrliegt. Daher geht die Welle mit der so- 
aa gleich zu diskutierenden Ausnahme (2. 508) praktisch ungestért durch das 
a ee ganze Gitter hindurch. Ohne die etwas langwierige, ins einzelne gehende 
ates Begriindung anzugeben, sei hier mitgeteilt, daB die charakteristische 


a _ Phasenverschiebung %,,_,@ deshalb naherungsweise gleich denjeniae cen 
“s Phasenverschiebung ist, welche die von der ebenen Gitterquelle in B. 
(m,, Mg) ausgestrahlte ee in einem homogenen Medium mit konstanten 


' Potential VY = Veo= of V 99 (z) dz beim Fortschreiten um die eo a 
in = Richtung erfahren ‘wtedas so da8 entsprechend (2. 503) 


denen = V Beat boat Pia Be (2.506) 


hi -.—s wird. Im Abschnitt 3 hatten wir beim Ubergang von (2. 301) zu (2. 303) 


si naherungsweise %),_ m = Kinym, gesetzt, d.h. die KorrektionsgréBe — 
me 2 my V/A? gegen Kmim, Sestrichen, was ersichtlich bei steilem Auftreffen nur — 
ame einen kleinen Fehler bedingt. Nach (2. 504), (2. 506) wird die uns inter- 
oR essierende Funktion x», = %mym, (W) in der reellen (% pm,» w)-Ebene — 
ne? durch die Parabel o. 
J oy : ; a 

i i Xmym, = # + 2 my V/A* (w grob) 

me 

‘net dargestellt (Fig. 3 gestrichelte Kurve). 

ef 4 Ein Ausnahmefall von dieser praktisch ungestorten Wellenausbreitung 


im einfach periodischen Kristallgitter tritt im vorliegenden Fall des steilen’ 
a Auftreffens dann ein, wenn die an zwei aufeinanderfolgenden Platten 
Ay) reflektierten Wellen in Phase stehen, also a 


X%mim, I~ kinym, I~ UT mit ganzem U (2. 508) | 


< 


E ES Bettany. “Durch siesta kiches Zusammenwirken der 
al n allen Platten reflektierten intensititsarmen Wellen resultiert — wie die 
Rechnungen des Teiles III zeigen — eine einzige reflektierte Welle, die 
genau die Intensitat der einfallenden hat (Totalreflexion). Aus Griinden 
der Energieerhaltung gewinnt die Reflexionswelle ihre Intensitaét auf 
Kosten der einfallenden Welle, die deshalb beim Eindringen in den Kristall 
allmahlich exponentiell abklingt. D. h. daB die charakteristische Phasen- 
-_verschiebung %mym, @ inner- 
halb eines kleinen in der 
Nahe von (2. 508) liegenden 
Intervalles (der GrdBe w 
bzw. Ezmm,) Komplex aus- 
fallt, also in der reellen 
(%mmy ”)-Ebene der Fig. 3 
nicht mehr definiert ist. Ge- 
nau wie im Teil I nennen 
wir auch hier die Intervalle 
der z-Komponente der Ener- 
gie E2.,m, innerhalb derer 
Totalreflexion am Gitter ein- 
tritt, verbotene Energiebin- 
der (in den folgenden Fig. 
schraffiert gezeichnet). 

Diese schmalen hohen ver- 
botenen Energiebander, die 
keine Kurvenpunkte enthal- 
4 ten, sind fiir die Theorie der 
Kikuchi-Enveloppen ohne 
Bedeutung und sind daher 
fiir Nummern > III nicht 7 Li. Lie ial Lie ZA, 
mit eingezeichnet. 4m, mg— 

Im 2. Fall (Ezmm,<~Wo, Fig. 3. *;_,.m, als Funktion von w = Scar Verbotene 
flaches Auftreffen) ist pm, % Pnereiepander schrettert. Dic oberhaib 11? Legenda 
_wesentlich vomWerte (2.506) der Fig. nicht mehr eingezeichnet werden konnten. 

y Die gestrichelte Kurve ist die Parabel (2. 507). 

verschieden, der aus der Vor- 

stellung einer praktisch vom Gitter unbeeinfluBten Welle hergeleitet wurde, 
so daB die Funktion %n,m, = *%mym, (#) fiir kleine w wesentlich von der 

Parabel (2.507) abweicht. Denn das Elektron kann jetzt klassisch ge- 

sehen schon einen einzelnen Berg des Potentialgebirges Voy (z) nicht 
iiberwinden, so daB praktisch schon Totalreflexion der zugehérigen Ma- 
teriewelle am 1. getroffenen Potentialberg eintritt. Das bedeutet, daB die 
-Kristallwellen von hier aus exponentiell abklingen. Es ist also %.m, fiir 


Bo di: <~W, im allgemeinen komplex, so daB die Figur 5 der rellen 
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(%in,m, #)-Ebene fiir kleine w-Werte im allgemeinen leer von Kurvenpunk- Xe 
ten ist. Die kleinen Energiewerte sind im allgemeinen verboten (schraffiert : 
gezeichnet). 
Ein Ausnahmefall tritt dadurch ein, daB innerhalb eines schmalen er-_ 
laubten Energiebandes (oder, wie in Fig. 3 angenommen wurde, me ; 
yon zwei schmalen erlaubten Energiebandern) die im Teil I Abschnitt 6 
diskutierten V (= co)-Raumgitter-Eigenschwingungen des einfach perio , 
dischen Potentialfeldes V9, (z) angeregt werden. Auf diesen schmalen er- — 
laubten Energiebandern ist die charakteristische Phasenyerschiebung — 
%mym, @ Teell, Ihre Abhangigkeit von der GréBe #, %mim, = onany A 
fiir beliebigen Potentialverlauf Vo, (z), wird im Teil III gerechnet und laBe 
sich wegen der Kompliziertheit der Welienvorgange (Tunneleffekt) nicht 
mehr allein mit Hilfe anschaulicher Uberlegungen herleiten. Deshalb ist a 
der Einfachheit halber diese Abhangigkeit als das speziellere Ergeb ns 
Brittouins!) ohne Beweis in Fig. 3 eingezeichnet worden. Es ergibt sich, — 
daB8 die monoton wachsende Funktion %;,4n, = %mm, (#) an den — 
Stellen xym,@ = u7 (u ganz) die Grenze eines erlaubten Energiebandes ~ 
beriihrt und dann ins nachste erlaubte Energieband springt. Falls die An-| 
zahl WV der Rinnen bzw. der Raumgitter-Eigenschwingungen nicht mehr _ 
unendlich ist, so ist nach den Betrachtungen des Abschnittes 6 von Teil I 
jedes dieser erlaubten Energiebander als eine Folge von V diskreten, eng — 
beieinanderliegenden Eigenwerten der Energie aufzufassen. Jeder dieser 
Energiewerte miiBte in Fig. 3 als eine innerhalb des erlaubten Energie- 
bandes verlaufende Gerade w = konst dargestellt werden. Aus zeichne- 
rischen Griinden wurde jedoch davon abgesehen. “a 
In unseren Betrachtungen stand nicht die Energie, sondern die Phase — 
der zugehérigen Welle im Vordergrunde. Konsequenterweise hatten wir 
deshalb eigentlich die erlaubten und verbotenen Energiebander als er- 
laubte und verbotene Phasenbdénder bezeichnen miissen. Um nicht iiber-— 
maBig viele neue Begriffe einzufiihren, haben wir jedoch davon Abstand 
genommen. 
Alle bisherigen Betrachtungen dieser Arbeit, bei denen ein abschnitts-— 
weise konstantes Potential Vo9 (2) (> Platten und Rinnen) zugrunde ge- 
legt war, lassen sich auf einen beliebigen kontinuierlichen Potentialverlauf 
Voo (2) (Fig. 2 und 3 des Teiles I, ausgezogene Kurve) verallgemeinern, 
wenn man sich bei der Beschreibung der Wellenvorgange auf eine kleine — 
Umgebung des Minimi des gemittelten Potentials Vg, (z) beschrankt. Da~ 
hier das Potential V9 (z) praktisch konstant ist, so kann hier die von einer 


* 


ebenen Gitterquelle herriihrende Welle genau so wie bisher in den Rinnen 
als Superposition einer schriig aufwarts und einer schrag abwarts laufenden 
ebenen Welle angesehen werden, deren Wellenvektor die aus Q. 503) z Zu 
entnehmende < s-Komponente g,,,, besitzt. 
* 


st gl: Sone. 1 der S, 163. 
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3 Man erkennt dies, wenn man zunachst das gemittelte Potential Vo, (z) 
In einer sehr kleinen, aber von 0 verschiedenen Umgebung (etwa lings 
§ einer Strecke a/1000) durch den konstanten Wert Vo @)=—W o 2pproxi- 
( miert. Innerhalb dieses kleinen Gebiets wird die zugehérige Wellenglei- 
chung dann in Strenge durch die Superposition zweier ebener Wellen mit 
_3-Komponente der Wellenzahl fmm, gelost. LaBt man jetzt die kleine 
3 Strecke ioe a/1000) gegen Null riicken, so folgt die Behauptung, 

Mit Hilfe dieser Methode kénnen im Teil III die Wellenvorginge im 
_ beliebig gestalteten periodischen Potentialfeld V4, (z) in verhaltnismiBig 
_elementarer Weise behandelt werden. Die Kenntnis der Wellenvorgiinge 
an den Talern des gemittelten Potentials V9, (2) reicht namlich aus, um die 
_GroBenordnung der Wellenintensitat an allen fiir die Streuvorginge 
_ wesentlichen Punkten des Potentialfeldes V9, (z) beurteilen zu kénnen. 
Denn die Streuung findet im wesentlichen an den Stellen statt, wo das 
_ Potentialgefalle steil ist, d.h. aber an Stellen, wo die Wellenfunktion VY 
_ wesentlich abzunehmen beginnt, aber noch von der GréBenordnung der 
-einfallenden (auftreffenden) Welle der Talsohle ist. 

6. Kikuchi-Kegel und Raumgitter-Enveloppe. 

a) Aufzeichnung der Kikuchi-Linien (2.301) in der (k,, w)-Ebene. 

_ Nach diesen Vorbereitungen kommen wir zum eigentlichen Problem 
dieses Unterabschnittes B, namlich der Aufzeichnung der Kikuchi-Linien 
in der Plattenebene. Das sind die Kikuchi-Kegel und die Raumgitter- 
_ Enveloppe, die beide der Bedingung (2.301) geniigen, und die Ober- 
. flachen-Enveloppe, deren Lage sich aus den auf S. 96 des Teiles I an- 
_ gegebenen drei Bedingungen fiir das Auftreten der Oberflachen-Eigen- 
_ schwingung bestimmt. Wir beginnen mit den Kegeln und der Raumgitter- 

Enveloppe und tragen zu diesem Zweck zunachst in einer Hilfsfigur 4 in 
_ der (k,, )-Ebene alle Linien auf, langs welcher die Bedingung (2. 301) 
erfiillt ist. Da x,,m, als Funktion von w in Fig. 3 dargestellt war, so er- 
halt man in der (k,,)-Ebene die zu einem Index mg gehérige Kurve 
(2.301) dadurch, daB man [wegen des doppelten Vorzeichens in (2. 301)] 
die Fig. 3 um ihr an der w-Achse entstandenes Spiegelbild vervollstandigt 
und die so entstandene Figur in %,,,,-Richtung um die Strecke 27 m/a 
nach links verschiebt. Fithrt man diese Konstruktion fiir alle Indizes mg 
— (—0o< m3< + 00) aus, so erhalt man die in k,-Richtung mit der 
Periode 27/a periodische Figur 4. Die Ziffern an den einzelnen Kurven 
geben den Index m, an. Fiir groBe w (Fall 1 des Abschnittes 5) sind die 
Kurven nach (2. 301), (2. 507) die kongruenten Parabeln 


be 


(k, + 2% m;/a)2?= w + 2m V/h? (w groB), (2. 601) 


die in Fig. 4 gestrichelt gezeichnet wurden. Genau wie in Fig. 3 existieren 
‘auch in Fig. 4 innerhalb der verbotenen Energiebander keine Kurven- 
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i Pn | punkte. Die als ,,Oberflachen-Enveloppe“ gekennzeichnete Gera 
' ‘ w ~konst werden wir im Abschnitt 7 als Bild der Oberflachen-Enyelop 1 
i’ in der (k,, w)-Ebene erkennen. ‘A, 
ae 2 b) Transformation von der (k,, w)-Ebene in die (kz, k,)-Ebene (= Platten rs 
ay ebene). Um aus der Hilfsfigur 4 die Lage der Kikuchi-Kegel und Raum 
x gitter-Enveloppen (2.301) in der Plattenebene zu erhalten, beschranken , 
ee wir uns auf den in der Praxis oft vorkommenden Fall, daB die inkoharente _ 
; bas Streustrahlung in einem die y-Achse1) umschlieBenden Kegel kleinen 
Roa: , 
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Fig. 4. Darstellung der Punkte, welche in der (k,, w)-Ebene der modifizierten Bragg- 

schen Bedingung (2. 301) geniigen. Die verbotenen Energiebander sind schraffiert, Die 
Ziffern sind der Index ms. 


Offmungswinkels enthalten ist und auf einer photographischen Platte — 
y = konst in groBer Entfernung vom Kristall aufgefangen wird [vgl. hierzu — 
die naheren Ausfiihrungen im Abschnitt 7 des Teiles I (Kleindruck)]. — 
Dann sind die Komponenten —/, und —k;, der reziproken Einfallsrichtung — 

bis auf einen belanglosen gemeinsamen Proportionalitatsfaktor ebene — 
¥j kartesische Koordinaten in dieser Plattenebene. Man erhalt daher die bei — 
Vis der inkohirenten Strahlung zu erwartenden Kikuchi-Kegel und Raum- — 
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1) Die y-Achse liegt nach Fig. 1 und 2 in der Kristalloberflache. 
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itter Ben warees Sidi man alle Linien, auf welchen (2. 301) erfiillt 
in der (k,, k,)-Ebene aufzeichnet. _ 

_ Zu diesem Zweck hat man nur die theoretischen Kikuchi- Linien (2. 301) ort 
der (k,, w)-Ebene (Fig. 4) in die (kz, k,)-Ebene (= Ebene der photo- a 
graphischen Platte) zu transformieren. Dies geschieht mittels der aus (2.203) yi eae 
Pe. sr) folgenden Formel 


Pent = Famnd) = K2—A (my ky + mg hy) — (72 =) omy + me ye (2,602) 


a diese Transformation in einem konkreten Fall zeichnerisch durch- 
fahren zu k6nnen, spezialisieren wir uns in Fig. 5 auf den Fall m, = —4, 
. Seo oe 
Mo ~ 
_ Bei der Transformation (2. 602) Sa die die Energiebander begrenzen- 
den Geraden w = konst der (k,, w)-Ebene (Fig. 4) in die kongruenten 
_ Parabeln 
s 4 : 2n\2 

k2 — 4 (m, hy + mg ky) — (7) (m2 + m3) =Konst (2. 603) 


2 
der (k,, k,)-Ebene iiber, die in Fig. 5 fiir unseren Spezialfall m, ae —4, 
ms = 0 als gestrichelte Hilfslinien eingetragen wurden. Die zwischen je : 
zwei solchen Parabeln liegenden verbotenen Energiebinder, die genau a 
wie in den Fig. 3 und 4 schraffiert gezeichnet und numeriert wurden, fallen . 
auch in Fig. 5 mit wachsender Nummer, d.h. mit wachsender Energie 
Exmnm, Umer schmialer aus und sind genau wie in den Fig. 3 und 4 fiir 
_ Nummern > III nicht mehr eingezeichnet. Falls die Anzahl N der Rinnen- 
pendlich. ist, so kénnte, wie bereits bemerkt, in Fig. 3 bzw. 4 jedes dieser 
-erlaubten Energiebander als Folge von NV eng beieinanderliegenden Ge- 
-raden w = konst dargestellt werden. Diese wiirden bei der Transformation be 
(2. 602) in NV eng benachbarte Parabeln (2. 603) iibergehen, die in dem 
_betreffenden Bande verlaufen. Aus zeichnerischen Griinden ist genau wie 
in den Fig. 3 und 4 von der Eintragung dieser Parabeln abgesehen worden. 
_ Dagegen wurden in Fig. 7 des Teiles I diese Parabeln fiir den Fall V = 5 
_eingetragen. Das Gebiet des flachen Austritts der B. R. (m,, mg), d. h. das 
-Gebiet kleiner Werte der z-Komponente E27, der Energie der betreffen- 
_ den Beugungswelle, ist in Fig. 5 das Gebiet des verbotenen Energiebandes II 
und das Gebiet der unterhalb II teils erlaubten, teils verbotenen Energie- 
_ bander. 
©) Aufzeichnung der Kikuchi-Kegel und Rauwmgitter-Enveloppe in der 
- Plattenebene. Um nunmehr die Kikuchi- Kegel und Raumgitter-Enveloppe 
[a. h. Linien, auf denen (2. 301) erfiillt ist] in Fig. 5 einzuzeichnen, gehe 
man von groBen w-Werten aus, wo die in B. R. (my, m,) verlaufende 
- Welle wegen des steilen Auftreffens auf die Netzebenen praktisch von diesen 
unbeeinfluBt ist, begebe sich also zunichst in groBe Entfernung von den 
breiten verbotenen Energiebandern. Hier sind die Kikuchi-Linien (2. 301) 
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Fig. 5. Darstellung der Punkte, 
welche in der (k,, ky)-Ebene 


(= Plattenebene) der modifizierten 
Braggschen Bedingung (2. 301) 
fiir m, = — 4, mz =0 geniigen. Ver- 
botene Energiebander schrafflert. 
Die an den geschweiften Klammern 
stehenden Zahlen sind der Index 
ms; der im untersten (schmalen) 
erlaubten Energieband verlaufen- 
den Kurven, die praktisch Para- 
belstiicke sind, und die aus zeich- 
nerischen Griinden nicht mit ein- 
getragen wurden. Die oberhalb des 
verbotenen Energiebandes IT ver- 
laufenden Geraden sind die Ki- 
kuchi-Kegel (2.604). In der Nabe 
des Energiebandes [Il und vor 
allem in der Nahe des Energieban- 
des II treten allerdings Abwei- 
ehungen von der geradlinigen Ge- 
stalt der Kikuchi-Kegel ein. Unter- 
halb II ist diese Abweichung so 
betrachtlich, da®B® man hier die 
Kikuehi-Linien (2. 301) am besten 
als Teile der (naherungsweise pa- 
rabelférmigen) Raumgitter-Envye- 
loppe interpretiert. ¥R/a sala 
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nach den Betrachtungen des Abschnittes 3c die vom gemittelten Poten-_ 
es tial V9 (z) unbeeinfluBten Kikuchi-Kegel und in der (k,, w)-Hilfsebene — 
e die Parabeln (2. 601). Driickt man in (2. 601) die GréBe w durch die rechte 
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Seite von (2. 602) aus, so erhiilt man als Gleichung der Kikuchi-Kegel in 
der (k,, kx)-Ebene (= Plattenebene) : 
maV 


gage (2. 604)4) 


also wie zu erwarten war, die Gleichung einer dreiparametrigen Schar 
von geraden Linien. Diese Geraden wurden fiir unseren Spezialfall my, 
=— 4, m, =0 und laufendem ms, (in einigem Abstand von den breiten 
_ verbotenen Energiebandern) in Fig..5 eingezeichnet. Die Ziffern an den 
‘Kurven sind der Index ms. 


Fiir kleine w (d. h. Energieband II und das Gebiet unterhalb Band II), 


_ wo die Kikuchi-Linien der (4,, «)-Ebene nicht mehr die einfache Gestalt 
(2. 601) besitzen und daher auch (2. 604) ungiiltig ist, hat man die Kurven 
(2. 301) der (k,, w)-Ebene mittels (2. 602) punktweise in die (k,, k,,)-Ebene 


zu iibertragen. Hierbei geht jede der zwischen zwei Geraden w = konst 


der Fig. 4 im erlaubten Energieband verlaufende Wellenlinien in eine 


_ zwischen den entsprechenden Hilfsparabeln (2. 603) verlaufende Wellen- 


_ linie der Fig. 5 iiber und unterscheidet sich in den untersten schmalen 


erlaubten Energiebandern der Fig.5 nur wenig von der Parabelgestalt. 


__Etwas summarisch ausgedriickt, geht Fig. 5 (= Ebene der photographischen 
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Platte) aus Fig. 4 dadurch hervor, daB die durch die achsenparallelen Ge- 


raden w = konst begrenzten Energiebander der Fig. 4 in die parabolisch 


begrenzten Energiebander der Fig. 5 umgebogen werden und hierbei die 
- Kurven (2.301) entsprechend deformiert werden. Die Ziffern an den 
_Kurven der Fig. 5 geben den Index mg; an. Aus Griinden der Raumer- 
sparnis wurden nur die Punkte mit k,> 0 aufgezeichnet. Die Fig. 5 ist 


daher um ihr an der /,-Achse entstandenes Spiegelbild vervollstandigt zu 


_ denken. Die als ,,Oberflachen-Enveloppe‘‘ gekennzeichnete Parabel im 


untersten verbotenen Energieband wird im Abschnitt 7 diskutiert werden. 
_ Wie im Abschnitt 11 des Teiles IV gezeigt werden soll, verschmiert die 


-mangelnde Monochromasie alle Kurven der Fig. 5 in k,-Richtung um 


einen Betrag von der GréBenordnung z/(10 a), wodurch die im untersten 
extrem schmalen erlaubten Energieband verlaufende Kurve (2. 301) 
wegen schwacher Intensitét nicht beobachtbar ist. Diese Kurve wurde 


-daher in Fig. 5 nicht mit eingezeichnet, sondern nur durch die an den ge- 


schweiften Klammern stehenden Ziffern —1, —2, —3, ... angedeutet, 
welchen Index mg das hier verlaufende Kurvenstiick, das praktisch ein 
Parabelbogen ist, tragt. Diese Klammern wurden aus zeichnerischen 
Griinden am unteren Rande der Fig. 5 angebracht. 

d) Diskussion der Gestalt der Kikuchi-Kegel und Raumgitter-Enveloppe. 


‘Die so entstandene Fig. 5 stimmt gut mit den Beobachtungen iiberein: 


1) In unserem willkiirlich herausgegriffenen Fall, daB die Plattenebene eine 
Ebene y = konst ist,‘hat man auch in (2. 604) Ay = konst zu setzen. 


“~ : 


= 


Oberhalb des verbotenen noha UI erhailt 1 man ‘ale Kikuchi en 
praktisch die Geraden (2. 604), d. h. die ungestorten Kegel, d. h. diejenigen rh 
Teile der Kikuchi-Linien (2. 301), die nur wenig vom gemittelten eee | 
beeinfluBt werden, und die auf der photographischen Platte ebenfalls al 
gerade Linien erscheinen. In dem durch die verbotenen Energieba n iced 
I und II begrenzten erlaubten Energieband erhalt man eine die Gerade n- 
schar (2. 604) einhiillende Kurve, die Raumgitter-Enveloppe, die sich ins- 
besondere unter Beachtung der mangelnden Monochromasie nur wenig 
von der Parabelgestalt unterscheidet und nur in der Nahe des Scheitels 
an den Beriihrungspunkten mit dem verbotenen Energieband II schwache_ 
Knicke besitzt.Die Raumgitter-Enveloppe mit dem zugehdérigen para-_ 
polisch begrenzten erlaubten Energieband wurde bereits in Fig.7 d eS 
Teiles I eingezeichnet. Dort wurde das erlaubte Energieband als Folge 
von N (=5) eng benachbarter diskreter Energiewerte angesehen. Ver- : 
folgt man einen Kikuchi-Kegel wahrend des Ubergangs von groBen zu 
kleinen w-Werten — etwa den Kikuchi-Kegel m,; = —2 in Pfeilrichtung - 
so erlischt dieser Kegel (wie auch jeder andere m, == —2) beim Auftreffen 
auf das verbotene Energieband III. Dann setzt sich der Kegel im darunter- _ 
liegenden erlaubten Energieband bis zum verbotenen Energieband II fort, — 
wo er endgiiltig erlischt, weil das in dem darunterliegenden erlaubten — 
Energieband verlaufende Stiick -der Kikuchi-Linie m, = —2 nicht meh 
als Stiick des Kegels, sondern als Stiick der (naherungsweisen parabel. 
formigen) Raumgitter-Enveloppe gezahlt wird. Da somit Kegel und Raum- — 
gitter-Enveloppe durch das verbotene Energieband II getrennt sind, in-— 
nerhalb dessen nach (2. 304) keine Kikuchi-Linien (2. 301) auftreten kén- _ 
nen, so tritt in Ubereinstimmung mit den Experimenten keine direkte 
Beriihrung zwischen Kegel und Raumgitter-Enveloppe ein. § 
Die geometrische Enveloppe (2. 204) ist eine zu den iibrigen Parabeln 
kongruente Parabel, die ihren Scheitel im Punkte k, = 0, k, =—m,n/a 
=4An/a besitzt, aber nicht eingezeichnet wurde. "Wesel der durch die 
mangelnde Monochromasie verursachten Verschmierung aller Kikuchi-— 
Linien fallt diese Parabel in den Aufnahmen praktisch mit der virklchen 
Enveloppe zusammen. 
Aus ‘Fig. 5 erkennt man ferner, da8 innerhalb des Gebietes des tangen- — 
tialen Austritts der B. R. (m,, mg), (d. h. nach S. 171 das Gebiet II und — 
unterhalb II")) Kikuchi-Linien mit sehr vielen verschiedenen Indizes mg 
auftreten; d. h, daB im Gebiet des tangentialen Austritts die (modifizierte) — 
BraGGsche Bedingung (2. 301) fiir mehrere (in unserem Fall fiir 3 bis 4) 
Indizes mg gleichzeitig ungefahr erfiillt ist, d.h. daB beim tangentialen — 
Austritt einer Elektronenwelle aus einem Kristall ein Vielstrahlproblem (in 
unserem Falle ein Vier- bis Fiinfstrahlproblem) vorliegt. Dieser Umstand © 


1) D.h. der Bereich der untersten zwei oder drei verbotenen Energiebander. 
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SH ave + et } 


L AmLaschen Rechnungen!) nicht beriicksichtigt worden. Andererseits 
‘fiihrt das Vielstrahlproblem auf die soeben entwickelte Theorie der Raum- 
g zitter-Enveloppe sowie auf den im Abschnitt 3b behandelten Oberflachen- 
effekt, der die Ursache zu der im folgenden Abschnitt 7 zu diskutierenden 
-Oberflachen-Enveloppe ist. 

_ e) Vergleich mit den Theorien von Surnouara und Furs. Die vorangegan- 
gene Erklarung der Raumgitter-Enveloppe ist eine qualitative Fortfiih- 
rung und Verallgemeinerung der Theorie von Furs”), der in Weiter- 
-entwicklung von Gedankengangen Surnonaras’) die Kikuchi-Enveloppen 
‘ch das Ausweichen je zweier Kegel infolge des Einflusses einer dicht 
_besetzten Netzebenenschar erklart. Man erkennt, daB Fuss, der die Enve- 
-loppen als ,,dynamisch verbogene“‘ Raumgitterinterferenzen ansieht, die 
_ Verhaltnisse auch etwas zu sehr vereinfacht, weil seinen Betrachtungen 
nur ein Dreistrahlproblem zugrunde gelegt wird, in Wahrheit aber im 
_allgemeinen ein Vielstrahlproblem vorliegt. Trotzdem wird der Kern der 
Sache yon Fues richtig getroffen, indem erkannt wird, da® langs der 
Raumgitter-)Enveloppe eine Bracc-Bedingung in Kraft ist. (Vgl. hierzu 
die Betrachtungen von S. 102 des Teiles I.) Allerdings wird weder von 
_ Fues noch yon SH1nouara die hierzu gleichberechtigte zweite Erklarungs- 


Effekt (Abschnitt 3 b sowie Abschnitt 7), in Betracht gezogen. 

_ %. Die Oberfléchen-Enveloppe. 

‘Die Lage der Oberfilachen-Enveloppe ist in der (,, k,)-Ebene (= Ebene 
_der photographischen Platte) bedeutend einfacher anzugeben als die im 


“Abschnitt 6 errechnete Lage der Raumgitter-Enveloppe. Die Phasen- | 


- bedingung (1.602) fiir die Oberflachen-Eigenschwingung, welche die 
Oberflachen-Enveloppe charakterisiert, lautet nach Teil I Abschnitt 6c 
in wellenmechanischer Formulierung, daB die z-Komponente der Energie 
Eijm, der in B. R. (my, mz) verlaufenden Welle einen ganz bestimmten 
Wert annimmt, namlich den Eigenwert Ez,,,m, der Energie, so daB ee 
der Oberflachen-Enveloppe nach (2. 502) fiir die z-Komponente gym, 4 
zugehorigen Wellenvektors zu fordern ist: 


ger 
} ; ees Ft = Konst. (2:704)* 
, Wegen der auf S. 96 des Teiles I angegebenen 1. Zusatzbedingung fur 


das Bestehen der Oberflachen-Eigenschwingung, namlich Totalreflexion 
og = Kristalloberflache, ist die zufolge (2. 503) zugehorige z- Komponente 
fa Odo h. EL”) << W, (W, ist die Hohe der in Fig.2 und 3 des 


Rmyms 


2) Vgl. den zur Anm.1 der S. 156 gehérigen Text. — *) EB. Fugs, Ann. d. Phys. 
(5) 36, 209, 1939. — *) K. Surnowara, Phys. Rev. 47, 730, 1935. 


cht die heen des Teiles Iv mewbei komplisiert und ist in den © 


-méglichkeit fiir gewisse Kikuchi-Enveloppen, namlich als Oberflachen- | 


Fim 


- ~? A ~~ + a 
‘e é ° _7y se “ets OG * , < 
ow et San, cn ae oS ve A = 2 5 as Cae oe a eens 
2 =. SN SOE at Les Cit SR toes gic mies, = 
rm : y rss 


*-te 


CRAs 


ae Reriicase ae 


& 


oe « 


id ee 


a 


aN Sp ME eee a eee oe Sah any 
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Aye ne RS = 


~ Teiles I mit S Beenie Fotcntialediwelioy Wegen der aehtetie au 5: 
S. 96 des Teiles I angegebenen 2. Zusatzbedingung fiir das Bestehen der — 
Oberflichen-Eigenschwingung (verbotenes Energieband — Totalreflexion 
am unteren Rand der obersten Rinne), muB der Eigenwert £:,,(%) einem _ 
verbotenen Energieband des gemittelten Potentials V9 (z) angele: ; i . 

Die Bedingung (2. 701) fiir das Bestehen der Oberflachen-Eigenschwin- — 
gung wird wegen (2. 505) in der (k,, )-Ebene der Fig. 4 durch eine achsen- 
parallele ‘Gerade 5 


w= 2m (Ez, eT: W,)/#? = Konst <0 ai 


q 


‘und daher in der (k,, k,)-Ebene der Fig. 5 (= Plattenebene) nach (2. a0) 
durch eine zu den iibrigen Parabeln kongruente Parabel (2. 702). 


“(y) 
4 2% 2 2 2m(Ez\” .— Wo) 
dargestellt, welche in Fig. 5 fiir unseren Spezialfall m, = —4, mz =0 


eingezeichnet wurde. (2. 702) ist die Gleichung der Oberfldchen-Enveloppe 
in der Plattenebene. 

Sie verlauft nach dem Vorangegangenen in einem (schraffiert gezeich-_ 
neten) verbotenen Energieband und ist in Fig. 5 als strich-punktierte — 
Parabel eingetragen. Wie aus Fig. 5 ersichtlich ist, tritt daher in Uberein- 
stimmung mit den Experimenten keine direkte Beriihrung zwischen der 
_ Oberflachen-Enveloppe (2. 702) und den in den erlaubten Energiebandern 
verlaufenden Kikuchi-Kegeln (2. 604) ein’). Wegen E{”)< W, Kmms a 
~< 0) verlauft die Oberflachen-Enveloppe unterhalb der zwar in Fig. 5 nicht | 
eingezeichneten geometrischen Enveloppe (2. 204), deren Scheitel nach — 
Abschnitt 6d im Punkte k, = 0, k, = 47/a liegt. Aus zeichnerischen — 
Griinden wurde die Oberflichen-Enveloppe in den Fig. 4 und 5 nahe der 
unteren Grenze des untersten Energiebandes eingetragen. Sie konnte mehr- — 
fach vorhanden sein, falls mehrere Eigenwerte der Energie existieren. 
Falls keine Eigenschwingung der obersten Rinne existiert, kann auch keine 
Oberflichen-Enveloppe auftreten, 


Hamburg, Institut fiir Theocetische Physik der Hansischen Universitit, 
Juli 1944. 


") Vgl. den entsprechenden Tatbestand bei der Raumgitter- -Enveloppe im | 
Abschnitt 6d. 


Die Deutsche Physikalische Gesellschaft in der Britischen Zone wahlte _ 
am §. 10. 1946 zum Vorsitzenden Professor Max v. Lave, Géttingen, 
Bottingerstr. 4, zum_ stellvertretenden Vorsitzenden Professor CLEMENS _ 
ScHAFER, K6ln-Bayental, Bernhardstr. 97. Geschiaftsfiihrer ist Professor _ 
R. MANNkKopFrFr, Gottingen, Baurat Gerber-Str. 8. 


Phot. L. Meitner-Graf, Wien, 1937 


geb. 23. 4. 1858 gest. 4. 10, 1947 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 124. Springer-Verlag, Berlin und Heidelberg 
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—_— Der Diffusionsthermoeffekt. II. ; 


* Von as 
i WALDMANN, jetzt in Tailfingen. “< on 
Mit 3 Abbildungen. Ne 
B.. (Eingegangen am 27, Mérz 1944). “ 3 ay fie 
: | ey: 
Die klassische kinetische Theorie des Diffusionsthermoeffektes 14Bt sich, analog 2 ea 


vie in der ersten Arbeit!, auch bei Gasgemischen aus mehreren, einatomigen 

k Bicepieariess exakt durchftihren. Der Warmestrom enthilt Glieder, die den Kon- 
entrationsgradienten proportional sind; die Proportionalitatsfaktoren hangen es 
ein ach mit den Thermodifiisionskoefiizienten zusammen. — Mittels elementarer Nae 
_Kinetischer Vorstellungen findet man fiir. den Diffusionswarmestrom in Fliissig- ee 
keiten die schon friiher fiir binare Gasgemische hergeleitete Beziehung, welche Y 
de esagt, das von jedem platztauschenden Teilchenpaar die Energie «47 be- 
fdrdert wird (« Thermodifiusionsfaktor, 4 BottzMANnn-Konstante, T Tempe- 

-ratur). Der experimentelle Nachweis des Effekts in Fliissigkeiten wird wegen ane 
seiner Kleinheit nicht einfach sein. — Der Diffusionsthermoeffekt kann zur ia 
Messung von Thermodiffusionsfaktoren und von Diffusionskoeffizienten in a : im 
sang benutzt werden. Im Hinblick darauf werden das Temperaturzeitintegral oe ‘a 


a f (7 — T,) d¢ und der asymptotische Temperaturverlauf in zylindrischen ‘ ; % 


et ecammern berechnet und diskutiert. Damit ist die mathematische 4) Dh ; 


. Grundlage fiir das MeBverfahren gegeben. ‘ aes 
ae, * ; RT EERS 
Einleitung. ie fi 
In der ersten Arbeit iiber das gleiche Thema! haben wir uns auf das = ies 
Grundsitzliche beschrankt und demgem4B die kinetische Theorie lediglich é | i 
auf bindre Gasgemische angewandt, sowie im phanomenologischen Teil ne! 


‘nur einen nicht zu verwirklichenden Idealfall behandelt. Im Teil A dieser 


Arbeit wird zunachst die exakte kinetische Theorie auf Gase aus beliebig * ark 
vielen, einatomigen Komponenten erweitert. Sehr vereinfacht ist die \ > Sn 
dann folgende Darstellung des Effekts in Fliissigkeiten. Im Tell BO (i 
werden im Hinblick auf die meBtechnischen Anwendungen des Effekts — ‘* > 
Bestimmung von Thermodiffusionsfaktoren und von Diffusionskoeffi- ‘a 
zienten in Gasen — das Temperaturzeitintegral sowie der asymptotische ro ae 
4 % 
Temperaturverlauf fiir zylindrische Diffusionskammern berechnet und ee 
-diskutiert. Einige diesbeziigliche se sind schon frither mit- ‘om 
-geteilt worden?. Bay 

1 Watpmann, L.: ZS. f. Phys. 121, 501 (1943); als I zitiert. . 

2 WaLpMANN, L.: Naturwissensch. 31, 204 (1943). 
Zeitschrift fir Physik. Bd. 124. 12 ‘ a 
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A. Zur kinetischen Theorie. he ae 


7s 
* 


1. Diffusion und Warmeleitung in Gasgemischen mit beliebig vielen ein- 
atomigen Komponenten. a 


Das Gemisch bestehe aus mehreren Sorten von Atomen mit kuge’ > 
symmetrischen Kraftfeldern. Die Atommasse der i-ten Sorte sei mit m;, 
ihre Verteilungsfunktion mit f; = die Teilchenzahl in det Volumeneinheit 

2 #s 
mit 


n,— [ fdo rt ha ; “a 


bezeichnet (vgl. I, Abschn. 1). Die Gesamtteilchenzahl in der Volumen- 
einheit nennen wir 
N — ae ad 
i 


den Molenbruch der 1-ten Komponente 


Fiir {; machen wir, bis auf eine geringe Anderung entsprechend (1. 10) 
aus I, den Ansatzt 

oY, eT 
haelt+ Srasces + pes) 
wobei 


gi = mi (ttl te FF ; g= (A t+e4c). 


Wir haben dabei wie in I Abhiangigkeit nur von der Koordinate x 
angenommen und die Schwerpunktsgeschwindigkeit des Gases ug = 0 ge-_ 


setzt. Die Glieder proportional ne wurden, der Kiirze halber a 
da sie fiir unsere seh Risiangcaces or sind, im Ansatz (1.4 


und in der Entwicklung von —°* S* (gl. 1.17 und 18) unterdriickt, ~ 


Nun schreiben. wir uns die mceatks fiir den Diffusions- und Energia 
strom auf. Die mittlere Teilchengeschwindigkeit betragt 


Bip > "fc xf do. | (1. 6) 


Also ist der Diffusionsstrom der giuipoibas ,t'‘, das ist deren Teilchen. 
strom in dem mit der Geschwindigkeit up bewegien Bezugssystem, 


j= fe yf do—nuy = [c, (f;— ~t » f) do. 


} Eine Verwechslung des Index & mit der ayer ee ist nich ¢ 
zu befirchten. 


ee in nr aiehe Gleichung mit ide doe (1. 4) ein and erhalten so 
d lie Zerlegung des uiieineecttornes in zwei Anteile, die dem ay aa 
tlions- baw. dem Temperaturgefille proportional sind: 


ei é 
ae -w(z Din SE + Dy, 22, (1.7) 


ie . Ay . . . 
Dabei sind zur Abkiirzung die Diffusionskoeffizienten 


, 
F) 


a 
a 


Dy = — Hx f celine 5 £7.) do (1.8) te 
¢ ind die Thermodiffusionskoeffizienten 


‘ 


; : ’ 
Dy = — x [eel — 11 Ys) do (1.9) 


‘eingefiihrt. Entsprechend zerfallt auch der Energiestrom in zwei Anteile 


pe dof ee ey f, do = SS. abe. ae (1. 10) 

- Dabei heben wir in (1. 4) die Indizes 7 und k vertauscht und zur Abkiirzung st 4 
& den (provisorischen) Warmeleitkoeffizienten 1 aa 
p sone weit at Phe . 
hy e Pat of 
4 wat fe Dey Be Sa (4.44): “Ee 
: =~ wy) Ow BRS | a Bah 

und die Diffusionsthermokoeffizienten B ees 
a} J care S¢, £7, do = (1. 12) : “a p 
 eingefiihrt. e. ve 
Den Zusammenhang zwischen den Koeffizienten Dy und Ap finden 1 i ahaa 


wir analog wie in I durch Einsetzen der Entwicklung (1. 4) in die Bottz- 
_ MANNschen Fundamentalgleichungen. Diese lauten 


+ et; 

‘pane Fis cgrad f,— 7B (ts fy) (1. 13) 

s L —— et, y t 
- wobei : ates | 
ee Bi, A=JSS fovh, fil) de'de (1.14) si 
: (vgl. I, Abschn. 1). Es sei auf einen Umstand hingewiesen, der in [I nicht ee : 
 deutlich hervorgehoben wurde. Wir haben jetzt unter dem Integral von ae 
S (1. 14) statt dem fritheren m (nach) den Index ¢ (vor) geschrieben. Dieser | Bt ee 
soll die Konfiguration (¢,, ¢)) bezeichnen, welche durch ZusammenstoB wpe 
in (¢, ¢) tibergeht, wahrend (c,, cj) die Konfiguration war, welche aus ae 

Bek; ¢ ”) durch Pe rene entsteht. Es ist also in dieser Symbolik aap 
i ' ts 
4 ’ se ‘ (c 3] c/) n = (Cc, c ) == (Cai c,) pF ‘ ' (1.15) 


12% atta 
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ri Ss Bh 
Die Darstellung (1. 14) ist die primaire Form der BortzMann-Gleichung. 
Bei kugelsymmetrischem Kraftfeld ist nun aber — “4 


3 ore 4 


1 


(Cy, €5) = (Cp, &n)- (1. 16) 
Deshalb wird die Bortzmann-Gleichung gewohnlich in der Form (1. 6) 
aus I geschrieben. Die obige Schreibweise (1.14) soll andeuten, daB im 
allgemeinen Fall, bei mehratomigen Molekiilen, die Relation (1. 16) ni ht 
gilt. ; 


Geht man nun’mit (1,4) in (1243) em, wobei wir 2) = 20 Shame 


: é 
annehmen und die Indizes i und k vertauschen, und entwickelt PP 


in (2.6) aus I, so bekommt man an Stelle von (2. 7) und (2. 8) aus I in 
analoger Weise die Gleichungen & 


Cx Bk on = a [B(g, Ti, g)+B (Sp, £7 als (1.17) 


cy (= —§) Sp = SUB (en Se, 8) +B (Sr, 8,50) (A 18) 
; : 


3;, bedeutet die Einheitsmatrix. Wir setzen wieder zur Abkiirzung _ 


[SB (gr. 8) do =J (8, 87, 8)s a 
LSB (8p, 87) do = J (8, Sp 8 7)- aga 
Nach (4.7) und (4.9) aus I gelten die Identitaten! 


J (S, Bn 7s 8) = J (r, 8, 8, 8)), 

J (8, Sys 87) = JF (1, Sp) SR S)- 
Deren Anwendung auf (1. 17) und (1. 18) ergibt die Beziehung 
feesiside = S| Cy 8p Oin 5, dO = fe (8 Sp Pp deo. (1.24) 
é , Rk a 


k 


Diese besagt, in (1. 12) eingesetzt unter Benutzung von (1. 9), daB 


Ap, 1 TANT Tae [exgisjdeo—~ S [ex tirrideo)- (4.22), 


* In jenen beiden Gleichungen wird wesentlich von der obigen Voraussetzung 

(1. 16) Gebrauch gemacht, was damals infolge Benutzung der von vornherein _ 
auf kugelsymmetrische Atome zugeschnittenen Bo.tzMANN-Gleichung (1.6) — 
aus I nicht deutlich zum Ausdruck kam. Mit diesem Umstand hangt in der — 
klassischen Theorie die Schwierigkeit der Ubertragung der Methode auf mehr- | 
atomige Gase zusammen; die Schwierigkeit entfallt bei einer quantentheoreti- — 
schen Behandlung. ; 


Jo sage 


wae diese ei in a. 10) ein, so kommt 


g-—e E oT NAT MDy ute 


Yi On 
1 “a CY: ne : 
eae 5(2h.s [ externdo). (1.23) 


Der zweite Term auf der rechten Seite von (1. 22) fiel bei der Summation 


oY; 
wee da D5 = 0. Um noch dem letzten Glied in (1. oat) eine einfache 


yestalt zu geben, bemerken wir, daB nach (1. 6) und (1. 4) 


OY: y 
Nu;z= x(=e a cetyrnideo) + 22 Xf &,5,do. (1.24) TN 


Lee 


¥ Einsetzen von (1. 24) in (1. 23) ergibt ftir den Energiestrom die Darstellung 


” 


% is  Saceeaga Pyne 


eT : ey : Ss 7 
5 neg ee pur. (1.25) “a 


" Dabei haben wir den Druck p = NAT und den Warmeleitkoeffizienten 
-eir gefiihrt. Es sei noch ae daB wir, obgleich in (1.4) und (4.5) 
_ der Schwerpunkt des Gases als ruhend angenommen wurde, nun nach- 
_ traglich unter wz eine beliebige mittlere Teilchengeschwindigkeit verstehen 
_kénnen. Dann haben wir zwar die Arbeit der Reibungsdrucke und den ie 
Transport an kinetischer Energie nicht beriicksichtigt; dies ist jedoch bei 


nicht zu groBer Strémungsgeschwindigkeit sehr wohl erlaubt. — Wie man 
sich leicht as Se bekommt man fiir das binare Gemisch, wenn 


. Dy. = — Pz,2 = D212 
- gesetzt wird, aus (1. 25) wieder den friiheren Ausdruck (5. 4) in I fir 
den Energiestrom. 


-_Nebenher sei erwahnt, daB mit (1. 22) noch nicht samtliche allgemeinen Be- 
ziehungen zwischen den Koeffizienten in (1. 7) und (1. 10) aufgezahlt sind. Aus 
(1. 8) und (1. 9) ist sofort zu sehen, daB 


‘aan a oy ae i= 0. (1. 27) 
i 
_ Ferner entnehmen wir aus (1.17), unter Benutzung der Abkiirzungen (1. 19), 


[ex8irindo = J feet ij Tjrde 


BY, ~~ = NY (jn, jl ji, Pate ers 8j, 81 714))- 
; hl 


- ‘ 


yon 7 und / gibt: 


fx brn do = ST (753, 85 75n, 60 + SF (ri, 81,83 sat 


l 
j; = 


Nach (1. 20) ist also 
fex8irindo Drake da. 
Mit der Abkiirzung ' 


4 : 
Ww | cx8itindo = Rix 
erhalten wir fiir die Diffusionskoeffizienten (1. 8) die Darstellung 
: 4 
Din = —(Rin—vi DY Rin) 
Yr 1 
wo die Matrix der R symmetrisch ist: 


~ at 
Rix= Rpi- (1. 31) 


Die gleiche Darstellung erhielt MEIXNER apres der erweiterten thermo odynami- 
schen Methode!. A 


Wir schreiben uns schlieBlich die Erhaltungsgleichungen fiir Teilchen- 
zahlen und Energie auf. Es ist 4 


| ee: poe J yale 
St spine (1. 32) 


Mit n; = y,V ergibt sich aus (1. 32) unter Benutzung von (1.33) 


Ste 1 Re an t= 
=< é 


Darin setzen wir /; gemab M 7) ein: 


vat lee Ret wy ote aT ey; 
ha | (Pontes OndE tar 


’ 


oder, mit Benutzung von ae = 0, 
x 


ey, a oy 
: a STD Ry 
at “£( wag ta rps 7) + * 


é 
SD; Yr D oT eT. Cyi _ 
+(3 ikGe ' Tipos) Tea’ Bex mie 


Fiir die Energie Q pro Volumeneinheit gilt 


1 Meixner, J.: Ann. d. Phys. 43, 244 (1943); GI. (7, 18) u. (2, 20). 


3ap ea.er ey; bun ae 
payee he Osa 6 36) eae 


“Wir formen diese e Gleichung noch um, Aus (dd. =e ist, wieder unter Be- 
~ nutzung von = Sp = (zu entnehmen 


& 


= Se ene uret 

ue "as Wot Nox Tot por’ Toa: 

__ Dies setzen wir in (1. 36) ein und erhalten 

oe Syyet op a (, ar al ay; 

et es as Ox \ ae Pt os} 
Bs : + kN uy et — ce 31) 


iactexs wir zu drei Dimensionen iibergehen, indem wir ferner statt | 
; 3 kN, ohne Beweis auf beliebige, mehratomige Gemische verallgemei- 


Seri, ¢,/v schreiben, Molwarme des Gemisches bei konstantem Druck 
_ durch Matyctuiien. und indem wir endlich grad y und grad T als hin- 
_ reichend klein annehmen, erhalten wir aus (1.35) und o 37) die Be- 
ap Co : 

pry. : 

“i ar -_ me grad y, = div (SPinsredy, + Dr, fered 1) (1.38) 
lL — C 5 : , 
“p (r+ uy grad 1) —SPS div(n grad T+p)>'D-, gh grad y,} (1.39) 

zv ct ct Fi ? Yj t 
Damit haben wir im allgemeinsten Fall die Diffusions- und die Temperatur- 


leitungsgleichung. Beim Diffusionsthermoeffekt in emem Gasgemisch zwi- 
-schen festen Wanden kénnen die Glieder mit der mittleren Teilchen- 


” geschwindigkeit up vernachlassigt werden. Die Gleichungen stellen dann | 
die Verallgemeinerung von (6. 3) und (6. 2) aus I fiir beliebig viele Kom- — 
ponenten dar. Dariiber hinaus gestatten es aber (1. 38) und (1. 39) auch 

die Diffusion zweier Gasstréme ineinander zu behandeln. é 


r . 2. Der Diffusionsthermoeffekt in Fliissigheiten. 


Der Nachweisbarkeit der Diffusionswarme bei Fliissigkeiten stehen von 
yornherein zwei Schwierigkeiten im Wege; erstens wird es infolge der 


~ ys 


1 Den Beweis hat MeIxNeER, J. s. S.180, nach der thermodynamischen Methode 
_ erbracht. ; 


=a . ares 
kleinen vstfasl ene ae bei nicht “sehr: attinent Se Schichten_ ang e 
dauern, bis sich das Temperaturfeld ausbildet, und zweitens wird sich d er 
Diffusionswirme im. allgemeinen die eigentliche Mischungswarme de er 
Fliissigkeiten iiberlagern. Wir wollen, unbekimmert um diese Schwierig- 
keiten beim Nachweis, die GréBenordnung des Effektes abschatzen ee 
Eine einfache kinetische Theorie der Thermodiffusion in Fliissigkeiten 
haben Wirtz! und Wirtz und Hisy? gegeben. Die Diffusion wird 
von Wirtz als Platzwechselvorgang zwischen benachbarten Atomen 
idealisiert. Es sei Q* die Energie, die man einem normal angeregten Atom 
der Sorte ,,1‘‘ zufiihren muB, um es aus seiner Potentialmulde »frei® 

- machen, d.h. in einen solchen Zustand zu versetzen, daB es in einen 
anderen freienGitterplatz springen kann. Q* sei die entsprechende Energie 
bei einem Atom der Sorte ,,2‘‘. Nach Wirtz ist dann der Diffusionsstrom_ 
der Teilchen 1“ gegeben durch 


| ay eT oc” 
jp=— (my +m) D (Starve AZ), Mts . 


WO 14,. wieder die Anzahlen der Atome in der Volumeneinheit, +,,2 die 
Molenbriiche, D den gewohnlichen Diffusionskoeffizienten bedeuten und 
der Thermodiffusionsfaktor sich so darstellen laBt sy 


(2.4 

Wir betrachten nun die bei der Diffusion iibertragene Energie und legen - 
dabei dasselbe Modell zugrunde. Jedes der j,, pro Zeit- und Flachen 
einheit in der positiven a-Richtung diffundierenden ,,freien‘‘ Atome mb 
besitzt eine um Q* hdhere Energie, als der mittleren Anregung bei der 
betreffenden Temperatur entspricht; jedes der ebenso vielen, gleichesitia 
in der negativen 2-Richtung diffundierenden Atome ,,2“ transportiert den — 


Betrag Q* an zusiitzlicher Energie’, Daraus resultiert ein Diffusionswarme-_ 
strom der GréBe 


Ipittus, = I QT —7,@, (2. 2) 
d. h. nach (2. 4) 


Woes’ =)\" ak T. : (2. 3) 


Das ist Cas der zweite Term in der friiher fiir Gase hergeleiteten Gl. (5. 4) 
aus I, wenn man dort p= VAT und j = — ND dy/é 2 einsetzt. | 

Allgemein besteht demnach der Diffusionsthermoeffekt darin, da& von 
jedem platztauschenden Teilchenpaar der Energiebetrag akT beférdert 


? Wirtz, K.: Ann. d. Phys. 36, 295 (1939). 
a Wirtz, K. u. J. W. Hisy: Phys. ZS. 44, 369 (1943). 
a Oi 2 sirid die EASTMAN-WAGNERSChen Uberfiihrungswarmen bei konstan- 


tem Druck. Vg. Eastman, E, D.: Journ, Amer. Chem. Soc, 48, r 
Waener, C.: Ann. d. Phys. 3, 629 (1929). : i ae 


: s oe ; Be “Der Dit ase usion asthermoeffekt sie 


Tenn fe 
|. Wenn ice Fallen % von der GheBencrdnuing 1 ist ute. B. beim 
paar H,/N,, s. I, Abschn. 12, oder beim Flissigkeitsgemisch Hexan/ Ri 
Oktan, s. u.), so bedeutet das, da8 bei der Diffusion die eine Sorte von se 
% olekiilen sich so verhilt, als hatte sie ungefihr einen Freiheitsgrad mehr 
(entsprechend der Energie 4 k7), wihrend die andere Sorte scheinbar AK 
e nen Freiheitsgrad weniger besitzt. Von Aquipartition der Energie kann Res 
nicht mehr die Rede sein. — Eine exakte Theorie der Diffusionswiirme in Sie 
| lepeae die ebenfalls auf Gl. (2. 3) fithrt, hat Mrrxner! gegeben. 
_ Nach dieser Betrachtung kénnen wir nun ohne weiteres die Temperatur- 
“ leitungsgleichung (6. 10) aus I iibernehmen: 


c- Rarsaret, 


(2. 4) 


mae (2. 5) 
ys “p 

den Temperaturleitkoeffizienten des Fliissigkeitsgemisches bedeutet und 

zur Abkiirzung 


aT —s8T | (2.6) 
= ‘ p 


< 


-gesetzt ist. R ist die Gaskonstante. ae 
_ Die Diskussion der Gl. (6. 9) und (6. 10) aus I haben wir uns seinerzeit <a 
durch die bei Gasen meist erfiillte Annahme K ~ D erleichtert. In Flissig- 

_keiten findet dagegen die Warmeausbreitung viel rascher statt als die ‘a 
Diffusion; hier ist K >> D. Auch dieser Fall 148t sich einfach tibersehen. 
Wir gehen dazu auf GI. (8. 10) aus I zuriick, welche besagt, daB bei adia- 


batischen Wanden exakt gilt: . 
K 
D [+ (t,2) —y (: pe )f (2. 7) 


Der gréBte Absolutwert, den der Klammerausdruck iiberhaupt annehmen 
_ kann, ist [9 — Yx.|- Dieser Extremwert wird aber auch tatsiachlich erreicht. 
_ Man braucht nur eine Zeit ty,, so zu wahlen, daB ¥ (tmax; «) * Yo; 


tT 
¥ 


T=T,—8Tz 


y hae 2) + & Yoo, was, falls K >> D, stets méglich ist. Demnach ist nach 
(2.7) und (2. 6) 
; Vee 


= aT +2 (Yo) [K>D]. — (2.8) 


T)) extrem 


3 
yy 


Diese Temperaturdifferenz unterscheidet sich etwa um den Faktor 2 D/K 
von der entsprechenden fiir Gase, welche durch (12. 1) aus I gegeben ist. 
Der numerischen Rechnung legen wir ein Hexan-Oktan-Gemisch zu- 
-grunde. Dessen Mischungswarme ist klein, sein Thermodiffusionsfaktor 


:] 


Ka 1 MErxneR, J.: s. S. 180. 


ae 
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anh i is = anh wt Nor eid ciate ; 
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aber rte orem a = 0,61. Die Molwarme ist c= 95 R, “der Temperotil ar 
leitkoeffizient betragt K = 10~* cm?/sec, fiir den Diffusionskoeffizient en 
nehmen wir, auf Grund des Vergleichs mit bekannten Diffusionskoeffizi n- 
ten organischer Flussigkeiten, gréBenordnungsmaBig D ~ 10° cm2/sec an n. 
Mit Yo—Yo= 0, 5 hat man nach (2. 8) (T — 7) extrem © 0,04° fiir Ty= 
300° K. * 

Bei Fliissigkeiten wird also der Sh cermutinin Nachweis des Diffusion: S- 
thermoeffektes nicht einfach sein. ‘ 


B. Zur phanomenologischen Theorie. 
Wir beschranken uns im folgenden auf ruhende, binare Gasgemische : 


3. Das Temperaturzeitintegral bei zylindrischen Diffusionskammern. = 


In I, Abschn. 10, wurde darauf hingewiesen, da® die Berechnung d 5 
Temperaturfeldes bei isothermer Randbedingung auch im geometisenas - 
fachsten Fall kompliziert ist. Dagegen laBt sich das Temperaturzeitinteg: 
sowohl bei isothermen wie bei adiabatischen Wanden selbst fiir zylindris she € 
Diffusionskammern verhaltnismaBig einfach exakt berechnen. Im Hinblick 
auf die Anwendung des Effektes zur Bestimmung von Thermodiffusions- 
faktoren wollen wir diese Berechnung durchfiihren unter der Annahm 
isothermer Zylinderwande. ’ 

Es seien | die Hohe einer jeden Diffusionskammer und FR ihr Radi = x 
Bei z = 1/2 befinde sich die Deckplatte; bei s = —1/2 die Grenzflach 
gegen die andere Diffusionskammer ( Mittel- 
ebene; Fig. 1). Nach (141.3) aus I gilt fiir das 


fe] 
‘Temperaturzeitintegral @ — ye (T—T,) dt z=+} 
ni 


die Gleichung 


_1a[.@0), &@ 
AP rit or) + eens Sy 


y PEE tats J QP PE: ‘ - Miffelesene 

\ Mis K ales K cp (Yo — Yoo) 2) F 4 r 
ig. 1. Achsialschnitt durch die 

Dabei haben wir 37 und Sy gem&B ihren —OPPTE Piffusionskammer, 
Definitionen (6. 8) und (8. 2) aus I ausfiihrlich geschrieben. Die Gas- 
konstante bezeichnen wir mit R. Wegen Ke, = 4v (vgl. (6.7) aus T) 
und R7) = pv ist auch a 


p ‘ 

A = a> (Yo— Yoo): a 

1 Nei Ker, K, u. J. W. Hisy, s.S. 182, betragt der Soret- Koeffizient von 
n-Oktan/n-Hexan bei Peete ae s=a/7 =2:+410-* Grad-t. 
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In A, und damit in ®, kommen nach (3.3) D und Cp nicht vor. Der an- 
schauliche Grund hierfiir ist, da8 bei kleinem D oder groBem Cp Zwar nur 
kleine Temperaturdifferenzen auftreten, diese aber entsprechend langer 
halten. — Die Randbedingungen lauten, da an der Oberfliche und aus 


_Symmetriegriinden auch in‘der Mittelebene zwischen den beiden Kammern 
T=T, gilt, folgendermafen: 


> 


l “N 
z= 45:0=0, Sy, (3. 4) 
se e@ | 
¥ Re Oren 5 r=R:0=0. (3. 5) 


Die Lésung dieser Randwertaufgabe la4Bt sich durch Reihen darstellen!. 


gehen wir verschieden vor. 
ca 8 
oS 


a 4, Flacher Zylinder. 


y - Wir suchen zunachst als Lésung eine Reihe, die rasch konvergiert, falls 
_& >I. Dazu fiihren wir die Funktion ein 


co 
ae 


11 @/.é@® 
S. versa eo Gah 
oder, was nach (3.1) dasselbe bedeutet, 
; 120 
x : Doak Goad Bir ke (4. 2) 
_ Es ist nach (4. 2) und (3. 4) 
te 1 2A® 


E, Die Randbedingungen fiir 9 lauten, wie sich aus (3. 4) bzw. (3. 5) mittels 
_ &. 1) bzw. (4. 2) ergibt, a 


: : sees 
z=+5:9=0, wae 
Pa kt DET Sati baad WEN Pe og a ee we 
r=0:5%= rErats =0; r=R:9=1. (4. 5) 
Die allgemeine Lésung von (4.3) setzen wir in Produktform an 
. e= >» 4,p, (r) 4, (2). (4. 6) 


ee 


1 Eine verwandte Aufgabe wird in Franx-v. Mises: Differentialgleichungen 
_. der Physik II, S.279, Braunschweig 1935, behandelt. — Es sei betont, daB die 

-Randbedingung (3.4) und damit das Temperaturzeitintegral ungeandert blei- 
ben, wenn man in der Mittelebene eine diinne Blende von beliebiger Gestalt, 
- etwa auch ein Drahtnetz, anbringt. Diese Bemerkung ist vielleicht wichtig fiir 
~ MaBnahmen zur Unterdriickung turbulenter Vermischung der Gase zu Beginn 
der Diffusion, beim Ubereinanderschieben der Kammern, 


et 


Je nachdem, ob es sich um einen flachen oder hohen Zylinder handelt, 


< tes a * ea : Vv, UDMA NN a me ins ay , i | 
; s ‘ i BAY v4 b es Sy rhe 

x 5 
Unter Einfithrung “des ae oration arate 32 erbiilt 1 man au aS 6.3) 
die beiden Gleichungen ; 


Die y, sind also ele es ees (4. 8) und decuentoael . 
chend ist in (4. 8) und (4. 7) das obere Vorzeichen zu wahlen. Man hat da: nr 


Jy = COS A, Z, : (4. 10 
wobei wegen (4. 9) a 


a Bees (vee 0,45 | (4. ; 


Die Lésung von Gl. (4.7) ist eine Zylinderfunktion' nullter Ordnung 
des Arguments 7A,r, und zwar kommt wegen der Bedingung S 5) bei 
r = 0 nur die Besset-Funktion in Betracht: aa 


Py = Io (ir, 7). G12 ) 
- Mit (4. 10) und (4. 12) hat man nach (4. 6) ‘Sa 


. eo = »'a,Jq (id, 7) cos 2,2. (6.13) 
Die a, sind so zu bestimmen, daf die letzte Randbedingung (4. 5) fiir 
r= R erfiillt ist: 

ya, Jo (td, R) cos dz = 1. 

Da bekanntlich® Y 


PSOE met. he 
yom (2v+ 1) Jo (id, RY 
Die Hilfsfunktion @ ist damit bekannt. Fiir ® gilt nach (4. 2) _ 
sh Se 
B. Janne EMpeE: iniereaatael S. 146. Leipzig 1938. ‘ 
- Frank-v. Mises: Differentialgleichungen der Physik II, S. 579. 
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er Di nitfus sionst t 
- K REE i, Wale “es 


iz; ce Gt 4 as dieser Gleichung nach < Bich ane tet 


z y 
B= ALT + M3poliAr) cosas ts-cy(r) eqn], (417) 


$ wo  €, (Fr), Cy (r) Sein ieee Funktionen sind. Danach und nach 
(G. 4) ist aber fiir z = +4 


. 


eb 
rey 


. 
Se 


0= A(i+ Sele A (Pate +%). 


Daher ist ¢ = 0;e.= —* und ios SchluBergebnis fiir ® lautet, unter 
Be passing von (4. 11) und (4. 15) nach (4. 17) - 


a 2 a) (2v+4)3 Jg[t(2v+1) x R/U] 

ee 

D ese eRethe konvergiert im ganzen (r, z)-Bereich, aber wie gewiinscht 
_ besonders Mee wenn R>l, da ja fir groBes Argument J (i 7) ~ e. 


5 


i 5. eats Zylinder. 


of _ Wir suchen nun noch die Lésung unserer Randwertaufgabe durch eine _ 
Reihe darzustellen, die fiir / >> R rasch konvergiert. Dazu ees wir an 
E S telle von (4. 1) bzw. (4. 2) die Funktion ein 


Bee. rs t. copy tae Dada ae aa (4 18) ‘3 | : 


oz: 120 _, 118 (20) 
: ° Ss ad , . 


> a 


(5. 4). 


_ Wieder ist 
eae Ad =O. | (5. 2) 
‘und die Randbedingungen (3. 4) und (3. 5) ergeben 


er ar ee a of ‘ “ 
i; ~' hms Y= di, (5.3) 
i Sal oe yey pa eee 

r= 0: =0; rP=R:b=0. (5. 4) 


, Wie vorher machen wir den Produktansatz 


Se pe 
¢ , 


va Y= 27,9, () By) ye! eee 


Bien aber diesmal dem Separationsparameter in (4.7) und (4.8) das 
-_ untere Vorzeichen, da nach (5. 4) jetzt die Py Eigenfunktionen sind. So 
wird nach (4. 7) 
es Paes, Oy 0; (5. 6) 


wobei die 24 béestimmt sind durch — 
JeOOR) =0> een, te 


Ferner ist nach (4.8), und weil ® sicher eine in z gerade Funktion ist, 


gi, = cosh (n,.2). 


Die Koeffizienten 6, sind nach (5. 3) zu bestimmen aus 


bd, cosh (x, 2) FW 


Unter Benutzung der Orthogonalitatsrelationen der p,, welche lauten — 


R . . 
f Jor) Jo (Xr) rdr=0 (v+y), 
0 . 


ferner der Beziehung 


— 


Pele (2) da = tJ, (2) = —2Jj (2); 


wo J, die Brssei-Funktion erster Ordnung bedeutet, sowie der 1 Nor ni ie- 
rungsgleichung! 


x 
fol B(a')da! == LF (2) + JP (a) 
0 
erhalt man nach kurzer Rechnung 


UV = 37), cosh (Aj 2) Jo (Ar), 
wobei : 


2 
Os WR cosh (2! 1/2) Jy (WR) 


Wir gehen zu ® iiber. Nach (5. 1) ist 
hy é e® ae 
To Gr)=40—Or > 6.14) 
Mit (5. 12) bekommt man daraus durch Integration gemaB (5. 10) cunéehert 
‘ * -* ‘ 
am .'A ; b, Sue wp 
= tf —)rdr= Als + X57 cosh (2,2) Jo (Ay) + lel] ) 


Durch nochmalige Integration und Benutzung von (5. 10) folgt E 


x 4 
Me cosh (4,2) J (Ar) + ¢y (2) Nr + ey (2). (5. 15) 


Cy sind fae cae acta a Wesee der Stetigkeit 


0 muB ae = 0 sein. Wegen © = 0 fiir r = R und nach ie 7) 
mer . 


04( a) 


ee ae (5. 16) 
és Nach (6. * sind die &, die Nullstellen der BEssEL- Funktion 


y £ ; J, (&,) = (v=0,1,...). Gu17) 7 


% Dw 
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Somit haben wir, indem wir noch den fiir die Koeffizienten b, oper 
Wert (5. 13) in (6. 15) eintragen, das Ergebnis 


$ 
‘ 


~7cosh (Ey z/R) Jo (Ev r/R) 
ats es J Sesh BIRR Te © 18) 


=e iese Reihe konvergiert ebenso-wie die in (4. 18) fiir alle r- und z-Werte 
des Bereiches, besonders schnell aber, wenn | > R ist. 
; 6. Diskussion des Temperaturzeitintegrals fiir zylindrische 
Diffusionskammern. 


‘Wir betrachten zunachst kurz den allgemeinen Verlauf von ® (r, z). 


Aus (4.18) oder (5. 18) oder auch direkt aus den Gleichungen (3. 1, 4, 5) 


sieht man, daB ® (r, z) = @ (r, — z) und da p29“ =0 firr=z=0. 
Dias Temperaturzeitintegral hat demnach den gr6Bten Absolutwert im 


_ Mittelpunkt der jeweiligen Diffusionskammer. 


‘Bequem zu messen ist aber dieser Wert an einer bestimmten Stelle nicht. 
Man wird es vielmehr in der Praxis je nach Anordnung des Temperatur- 
meBdrahts mit dem Mittelwert iiber einen Querschnitt 


é R 
> . 5 2) re dr Sale (64a) 
: : 
2 


zu tun abe oder mit denn Mittelwert langs eines Durchmessers: 


R 
$ 
a 1 
®(z)== | Odr. . (6. 1b) 
‘ ; a 


est 
rch a 


C= + (also: —4sC¢=}), 62 2) 
p=>, (6.3 


die Gleichung .. 
= A R? a 
ee ae f (6B), - (6. 4a) 

wobel ‘ 


yr (= 1)". —1J; [i (2v +1) 2/8) R. 
f= 6 Poca Seater ge = (v.41) Joli (2v-+1) iB 1" P 


-cos [(2¥ + 1) x@]}. (6.5a 


Diese Reihe eyed besonders schnell, wenn f< 1. Aus der z 
Darstellung (5. 18) von ® bekommt man in derselben Weise 
S71 cosh (&B-S) 6a 
=1—32 5 ve 6. 6a) 
‘ 7=0 = cosh (ErB/2) ” ( 4 


Diese Reihe konvergiert besonders schnell, wenn ~ > 1. 


Fiir den anderen Mittelwert ® ergibt sich durch die Integration 6. 1) 
die Darstellung 


o=—A% 2 (¢,), (6. 4b 
wobei nach (4. 18) 
(2° +1) 21/8 
a 


ay (2v+ 1) Joli (2v +1) /6] © 
- cos [(2v+ txt} (6. 
und nach (5, 18) 
| by 
J Jo(x) da 
i 
Pa Pees fog ome ae tt SP EY 
B= 3 10 eoosh (EB) Jit) CORE B-O). (6.66) 
Wenn £< 1, konvergiert (6. 5b), wenn £ >>1, (6. 6b) besonders schnell. | 
Zur Diskussion nehmen wir zuerst f als klein an und betrachten zuniachst 


den Grenzfall des sehr flachen Zylinders. Nach (6. 4a, b) und (6. 5a, b) b) 
sowie (6.2) und (6.3) ist, wenn B< 1, 


b=G~—“A" 14) =4 2+ 5] (:—3). ie 


co 


oer 


het Hs ae A 
rhe Ne Sad 
ji v 
- 


r Diffe sonsthermoeffekt. ie 
LS nak Gl. (14.9) : aus I, wenn man sich an die Bedeuttin’ von “S (3. 1), 


erinnert und z + . = w setzt. — Bei grdBerem B (= 0,5) muB man auch 


+ 
nwt 
wasn or . 


‘ 


a ch das erste EGepiscuptied 4 in (6.5a, b) mitnehmen. Aus (6. 5a) erhalt 
man fiir B=0,5 


5 f ©, 0,5) ~ 0,25 ah 22 — 0,302 cos ote (6. 8a) 
Aus (6. 5b) ergibt sich fiir 8 = — 
; 


r 


g (C, 0,524) = 0,275 (1 — 4 @? — 0,194 cos 2%). (6. 8b) 
6 
D Das dabei vorkommende Integral ij J (ix) da/J, (6 1) = 1,13 wurde mit- 
tels der Formel? | 
» 


fa (2')d2’ =2 Bsa ya (6.9) 
u=0 bs 
isgewertet. (6. 8a, : sind auf 1% genau. 
_ Falls 6Z 1, ist die Benutzung der Darstellung (6. 6a, b) vorteilhaft. Die 
“i 6b) ty AEE aaa 


» 


> wr 


1, aft (al, (é,) 


# 


kénnen nach (6. 9) berechnet ae Man erhalt fiir? 
a o= 240; €, = 5,52 
die Werte 1,= 288; 1, = — 2,03. 
So ergeben sich die fir 8 = 1 auf 
mindestens 1% genauen Formeln: 
cosh (2,40 B-C) 

cosh (1,20 8) 
cosh (5,52 8 -S) 

cosh (2,76 8) 

(6.10a) 


fx 1—0,956 


— 0,034 


und 
cosh (2,408 -C) 


ge 1,33 — 1,36 “cosh (1,208) + 
cosh (5,528.-) 
+ 0,035 “cosh (2,768) 45-45-0,9-46-07 0 07 O2 03 a as 
(6.10b) c- 7 


: Fig. 2. Verlaut des tiber den Zylinderquerschnitt 
Wenn 6 Si, sind danach J und —_gemittelten Temperaturzeitintegrals @ lings der 


g innerhalb der Kammer fast kon-_ Achse (2 = =) : 


a JauHNKE-EmpeE: Funktionentafeln, S. 145. * JaAuNKE-EmpeE: S, 166. 


Zeitschrift fir Physik. Bd. 124. 13 
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192 L. WALDMANN: . 
stant und fallen erst in der Nahe der Deckplatte bzw. der Mittel- 
ebene (C = + 0,5) steil zum Randwert f = g = 0 ab. a 
Numerische Ergebnisse, mitte s 
(6. 8a, b) und (6. 10a, b) ge- 
wonnen, sind in Tabellen 1 und 2 
sowie in Fig. 2 und 3 wieder- 
gegeben. — Es sei erwahnt, daB 
bei festem Kammervolumen das 
gemittelte Temperaturzeitintegral 
|@,_5| oder | G,_,| maximal 
wird fiir 


1,7, 
(6.14) 


— l =m 
6 Sptimanl de R optimal aa 


|_| wie man aus einer geeigneten gra- 
PS |\W} phischen Darstellung entnimmt. 
‘ Man wird bei Messungen von « 
~95-04-03-O2-01 0 Of G2 03 0% 65 dem DiffusionsgefaB nach Még- 

i-7 lichkeit die durch (6. 11) charak 


Fig. 3. Verlauf des iiber oinent Zylinderdurchmesser terisierte Gestalt geben. 
gemittelten Temperaturzeitintegrals ® langs der 


Achse (8 e 


Zum Schlu8 geben wir ein 
R Zahlenbeispiel. MiBt man A in 
cal/cm + Gradsec und wahlt 

p = 1 atm = 0,0243 cal/cem?, 
so wird nach (3. 3) 


= Yeo! ry! 
A = 0,0243 - ==" (Gradsec/cin’). 
Fiir eine Kammer vom Radius R = 2cm und der Hoéhe | = 3,33 . 
wird daher in halber Héhe (€ = 0; 8 = 1,67) nach (6. 4a, b) und nach 
Tabellen 1 und 2 


@ 0,0091 — 74) ; 
Tabelle 1. = 
Berechnate Wertewenetenceseae ee See E. : 
erechnete Wer e von f= — 7 pa o. e= Re rhs 5 

B t=0 1 f= 0,25 c= 0,375 | C= 0,45 5 
6. 
4 
oo 1 : 1 ) 1 | 1 d 
10 1 | 1 ) 0,95 0,74 “d 
3,33 0,97 0,87 0,65 | i 
1,67 0,75 | 0,61 ) 0,39 / 5 
1 0,47 | 0,37 ' 0,23 ) . 
0,5 0,175 | 0,135 | 0,080 ) ‘ 
" 
4 


¥ aa 
“Je , : ya] 


ean 
% ss wu? 4 


Axe Ri Ne so Der pibeetioc there bart 7 


-. : Tabelle 2. . oe 


' 8 < e z . 
4 Berechnete Werte vong = a 0 (e=5, t= =). ay 
a 
a 1,33 | oS Coe on a | 1,33 1,33 pe 
10 1,33 33a) ) 4,83 1,26 0,92 eae 
3,33 Ae dont nee war eC 0,83 0,41 Aaa 
1,67 0,97 | 0,94 0,77 0,49 0,22 wa : oy s 
1 0,98 0,56 0,45 0,28 0,12 eat ae 
0,524 0,222. | 0,214 | 0,169 0,100 0,044 Biot. 
a ‘hem 
_Es mége H, gegen V, diffundieren. Fiir ein Gemisch mittlerer Zusammen- ai i 
_setzung ist A= 1,57-10~* cal/cm - Gradsec und « = 0,3. Mityy,0o—Yy,,0= gS 
_ =0,5 erhalt man aus (6. 12) @ = 8,7 Gradsec, @ = 11,3 Gradsec. - Sha 
a 
: 7. Der asymptotische Temperaturverlauf bei zylindrischen . aie 
2 Diffusionskammern. ae 
_ Wir haben im vorangehenden das Temperaturzeitintegral exakt berech- ae Cie we 
net und damit die theoretische Grundlage fiir eine Methode zur Bestimmung ee 
_von Thermodiffusionsfaktoren gewonnen. Dariiber hinaus miiBte es még- ee - < 
- lich sein, aus der vollstandigen Temperaturzeitkurve weitere Koeffizienten, o> 
z. B. den Diffusionskoeffizienten, zu entnehmen. Es wird sich zeigen, daB ~ 
dazu schon die Kenntnis des asymptotischen Temperaturverlaufs (t > co) ¥ p 
geniigt, welcher sich hinreichend genau berechnen laft. ‘oo 
Bei einer Diffusionskammer mit adiabatischen Wanden wird nach (8. 8) a 
aus I fiir groBe t oe 
: eek) 
T—T rat ~~ oO ay 
wo te 
=7pP . (7.1) ee 
und Yo, adiab. = 7” K/4 7? ist. K bedeutet wieder den Temperaturleitkoeffi- = 
zienten. Wire 79 > @p, so hatte man einfach eS 
(T—T 9) seynpt ~ o8* (7. 2) ‘ee 
und kénnte aus dem asymptotischen Abfall ohne weiteres D entnehmen. , on 
_ Dieser Fall ist nun bei einem nicht zu flachen, -zylindrischen Diffusions- a 
_gefa8 mit isothermen Wanden tatsachlich verwirklicht, da infolge der pe, 
- Warmeableitung am Zylindermantel und -deckel die Abklingkonstante x ae 
der Temperatur stets merklich gréfer ist als die Abklingkonstante w der rs 
Diffusion bei allen in der Praxis vorkommenden K- und )-Werten. Boy 
Um dies zu prizisieren, betrachten wir zunachst den reinen Abkling- iF 
_ vorgang der Temperatur, ohne Warmenachlieferung, in einer gasgefiillten : 
Kammer, wie sie in Fig. 1 gezeichnet ist. Er wird durch die Gleichung a 
13* v4 
ee 


_ Den kleinsten y-Wert erhalt man mit p= v = 0 (Ey = 2,40): 


H,-Gehalt K< D, jedoch ist fiir alle Mischungen K 2 D/3. In dem— 


oT oT 
+7 r oa 7 é@r yet 
bestimmt, wobei die Randbedingung 


(T —T9) overttiche = 9 

zu erfiillen ist. Wir setzen an a 
T—T, =e" *'u (r) v(2). (7.4 

Wegen der Randbedingung sind u und v Eigenfunktionen der Gln. (4. 7) | 


und (4.8), welche wir uns mit den Separationsparametern — Ps bzw. 
aay Ye geschrieben denken. Also ist nach (5.6) und (5. 16) 4 


u~Jy(r,r) mit 2,=&,/R ; 
und nach (4. 10) und (4. 11) 1 
v~cosa,z mit A= (2v+ 1)z/l. 


Einsetzen von (7. 4) in (7.3) ergibt somit 4 
1= Oy +29) K. (7.5) 


5,76, nt) ¢ _ 
Xo = (73 + +} kK. (7.6) — 
Er bestimmt den asymptotischen Temperaturverlauf, wenn keine Warme 
nachgeliefert wird. 
Fiir das Verhiltnis der Temperatur- und Diffusionsabklingkonstanten 
bekommt man nun aus (7. 1) und (7. 6) 
He. — 4 (1+0,583 py = (7.7) 


Bei ein- oder etey he Gasgemischen mit ungefahr gleichschweren 
Molektilen ist A ~ Dt. Bei Gemischen mit Komponenten sehr verschie- 
denen Molekulargewichts, z. B. beim Paar H,/Ng, wird zwar, wihrend D 
vom Mischungsverhiiltnis bekanntlich wenig abhiingt, mit abnehmendem _ 


ungiinstigen Fall K = D/3 ist nach (7. 7) 


beil = R: Xo = 2,1 a, , 
beil = 1,67 R: 7% = 3,5 a. (7. 8) 


Wenn also 1 = R, wird stets yg 22m, und demnach der Abfall der 
Diffusionstemperatur praktisch durch das Abklingen der Diffusion, des 
warmenachliefernden Prozesses, allein bestimmt sein, wie es durch (7.2) 
ausgedriickt ist. , 


1 Dies ist insbesondere bei allen Isotopen der Fall. Die Angabe fiir Ne in r 
Abschn, 12 ist zu berichtigen. 
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Vir fragen SekieGch. nach det an (7. 2) pra kbitrreicer Korrektur, 

n falls K eine langsam verinderliche Funktion der Zeit ist. Dies ist praktisch 
_ von Bedeutung, wenn sich K mit a Mischungsverhiltnis stark andert. 


Nach See aus I ist (mit z+ — 9 Statt 2) 


= Yo) asympt = SY - — sin [= (3 2 Alem See 


_ Fiir die Temperatur setzen wir an 


— (TT) cccmnpe = C(t, r, 2) 6 (7. 10) 


Sond gehen damit in die vollstindige Temperaturleitungsgleichung (2. 4) 3 
ein. Dadurch erhalten wir unter Fortlassung des kleinen Gliedes 0G/dt 


=a G= KAG— 0,37 dy- + sin [z (#4 5)|- (7.14) 


_ Zwecks roher Abschatzung von G setzen wir das zweite Glied auf der 


‘ rechten Seite von (7.141) provisorisch = const = — KA und nehmen, 
_ vorbehaltlich des Beweises, w) |G < K |A| an. (A hat eine andere Be- 
_ deutung wie in Abschn. 3.) Dann wird AG ~ A; dazu kommt die Rand- 


-bedingung Goptermacne = 0. Das ist gerade die in Abschnitt 3 formulierte 


_ Aufgabe. Folglich ist nach (6. 4a) gréBenordnungsmAabig |G,,,| ~ |A| - 
_ R? f (0, 8)/8 und die iiber G gemachte Annahme erfiillt, falls w,-|A| R? 
_ {/8< KA], oder nach (7. 1) auch 0,3 f DR? / KP?< 1. Mit D=K und 


fiir 8 =1/R = 1 hat nach Tabelle 1 die linke Seite dieser Ungleichung 
den Wert = 0,15; fiir 8 > 1 wird sie noch kleiner. Die Abschatzung zeigt 
somit, da8 in (7. 11) tatsachlich das Glied w)G vernachlassigbar ist. Wir 
haben dann fiir G die Gleichung 


AG = bTSr . § in| (2 +4) I. (7.12) 


Wir diskutieren diese nicht naher, sondern entnehmen ihr nur, daB G~1/K, 
d. h. nach (7. 10) 


1 gost (7.13) 


(T—T) asympt ~ —K 


Dies ist die gesuchte Erweiterung von (7. 2). — 

Mit den Darlegungen des Teiles B ist die mathematische Grundlage fiir 
das MeBverfahren von Thermodiffusionsfaktoren und Diffusionskoeffizien- 
ten mittels der Diffusionswarme gegeben. 

Herrn Prof. J. Merxner danke ich vielmals fiir briefliche Diskussionen, 


Berlin-Dahlem, Kaiser Wilhelm-Institut fiir Chemie. 


Anm. bei der Korrektur: Die beiden in der ZS. f. Phys. 124, 2,30 (1947) 
schon erschienenen Arbeiten schlieBen sich an die obige an; in der erst- 


- genannten Arbeit sollte tiberall @ stehen anstatt ¢. 


-Integral- und Reihendarstellungen fiir die 
verschiedenen Wellentypen der mathematischen | 
Physik in den Koordinaten des Rotationsparaboloids. 


Von 
HERBERT Bucuuotrz in Heidelberg. 


Mit 2 Abbildungen. 4 


(Eingegangen am 2. April 1944.) . 


In der Arbeit werden zunachst die Reihen- und Integraldarstellungen fiir die — 


stehenden und fortschreitenden tesseralen Kugelwellen in den Koordinaten des — 


Rotationsparaboloids aufgestellt, wenn sich die Quelle im Brennpunkt des — 


Paraboloids befindet. Als Spezialfalle erscheinen dabei die entsprechenden — 


Darstellungen fiir die zonalen und sektoriellen Kugelwellen sowie fiir die ebene — 


Welle und die gewéhnliche Kugelwelle. AuBerdem wird noch die Integraldar- 


stellung fiir die stehende und fortschreitende Kugelwelle im gewdhnlichen Sine ~ 


hergeleitet, wenn das Erregungszentrum wie im allgemeinen Falle eine ganz be- — 
liebige Lage zum parabolischen Bezugssystem hat. Als Ausgangsdarstellung dient _ 
in allen Fallen die seit langem bekannte Reihenentwicklung fiir die rotierende 
Zylinderwelle. Das mathematische Riistzeug bildet die Funktionentheorie und die 
Kenntnis der asymptotischen Entwicklungen der beiden konfluenten hypergeo- 


“ 


metrischen Funktionen bei unbegrenzt anwachsendem ersten Parameter (Index). _ 


Die hergeleiteten Beziehungen schaffen die Grundlage fiir die exakte Behand- — 


lung der elektromagnetischen Strahlung in einem Parabolspiegel mit vollkommen 
leitenden Wanden. 


1. Das Koordinatensystem des Paraboloids und die Darstellung fiir die 
rotierende Zylinderwelle. Zwischen den geradlinigen Koordinaten x, y, 2 
eines rechtshindigen und orthogonalen Cartesischen Bezugsystems und 
den krummlinigen Koordinaten &, 7, 9 eines rechtshandigen und ortho- 
gonalen parabolischen Bezugssystems, das gemaB Fig. 1 in das System 
X,Y, Z eingebettet ist, besteht bekanntlicht der durch die nachstehenden 
drei Gleichungen beschriebene»Zusammenhang : 


a=2) Ex x cose =p X cose =r+sind x COs Q, (1. 1a) 


y=2) Ey x sing = e X sing =r: sin? xX sing, (1. 1b) 

s=E&—y=7r-cosd. (1. 1c) 
Bei der Aufstellung dieser Gleichungen bedient man sich zweckmafig 
als Zwischenglied des ebenfalls rechtshandigen und orthogonalen Zylinder- 
koordinatensystems der 9, @, 2. In Riicksicht auf das Folgende ziehen wir 
schlieSlich auch noch den Fall in Betracht, da die Lage eines Raumpunktes 


+ Bateman, H.: The mathematical analysis of electrical and optical wave 
motion. 5.102. Cambridge 1915. 
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die agate der Koordinaten r, 9, © eines rechtshindigen und ortho- 
x valen Systems yon Kugelkoordinaten fixiert wird. Die Beziehungen, 
die zwischen diesen beiden neuen Koordinatentripeln sowohl unterein- 
a ander als auch zu den beiden ersten bestehen, sind in die obigen GI sf) 
bereits mit einbezogen worden. Die z-Achse ist damit nicht bloB die Ro- 
-tationsachse fir das Paraboloid, sondern zugleich die Symmetrieachse 
fiir das Zylinderkoordinatensystem und die Polarachse fiir das System der 
-Kugelkoordinaten. Die Koordinaten &, y sind nach (1. 4) nur positiver oder 
verschwindender Werte fahig. 


- 


Bi shew foreiel- f-\7 G/ dieser Porabel: 
: 07-465 (64-2) 07-41% (4p +2) 
ooo  $0- 7p 


Fig. 14. Die Lage der vier Koordinatensysteme zum Drehparaboloid. 


Fiir den Abstand eines beliebigen Aufpunktes vom Brennpunkt des 
Paraboloids gilt nach den Gl. (1.1) in den vier Koordinatensystemen 


_ die Formel (1.2) und fiir den Abstand Ay, zweier beliebiger Punkte, 


y 
- 
F- 
| 
; 
7 
' 


deren Koordinaten durch die Zeiger 0 und 1 unterschieden werden, die 


Formel (1. 3). 
VPty~rP=bt+yn=Ver+e=r, (1.2) 
V (2. eS 02+ (% “= 2.\9 3 
; R = (GMa) — o—No))* + 45 ono + 461m —8 V EonoExns 008 (P1— Po), 
f LS td 


Vests e2 +9? — 2090; - cos (o— $1) 
LV +r? —2rgr, (cosdycos dy + sin 9)sin 9, €08 (9 —9,)). (1.3) 
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Neben diesen einfachen und rein geometrischen Beziehungen bendtigel 24 
wir als Grundlage fiir die weiteren Rechnungen die schon seit lan, gem 
bekannte! und bereits auf die verschiedenste Art bewiesene? Reihendar- ; 
stellung fiir eine rotierende Zylinderwelle in den Koordinaten des Para- _ 
boloids. Eine solche Zylinderwelle stellt die linke Seite der Gl. (1. 4) d ar. 


Mit der Rotationsbewegung um die Zylinderachse ist danach im 4 L 


qs 


etikz- cose. J, (ko-sin p)*e+tP® 


Q-etip? 


Dewey 


EE ein salad (Li eae rE k)- 
“2 at =" Bote mabe (F2iEk) 


a! 
, +P 


mm?) (+2ink) (1.4) 

; ‘~ - 
gemeinen-zugleich eine in der z-Richtung fortschreitende Bewegung oder 
eine in dieser Richtung erfolgende Zunahme oder Abnahme der Amplitude 
verbunden, je nachdem 9g rein reell oder komplex ist. In den Koordinat en 
eines Rotationsparaboloids gestattet die rotierende Zylinderwelle auf 
Grund der genannten Arbeiten die auf der rechten Seite von (1. 4) stehende ~ 
Reihenentwicklung, in der die Funktion m ) (z) gemaB der Gl. (1. 5a) 


miP? (2) = (5) * My 2 (2), Os ae 


mit der konfluenten hypergeometrischen Funktion erster Art von 
WHITTAKER zusammenhingt. Die GrdBe k in der Gl. (1. 4) denkén 
wir uns hier und im folgenden stets als eine rein reelle Zahl mit der — 
physikalischen Bedeutung der Wellenzahl und mit der Dimension cm—, — 
Mit Hilfe der durch die Gl. (1. 6) und (1. 7) wiedergegebenen asymptoti-— 
schen Darstellungen der beiden in v eindeutigen, transzendenten Funk- 
tionen m‘?) (z) und w?) (z) fiir solche Werte von vy, die innerhalb und 
an den Begrenzungen des ersten und vierten Quadranten bei be-— 


| sin 24 
(p) - P cede o. Me f | 
|mniP2 (2) | Q* vir? | v| exp | 2 \ lv 3 cos(2 
‘ x 
(02|x| <3), (1.6), 


1 BaTEMAN, H.:a.a. O. 


* Watson, G.N.: Notes on generating functions 1) Laguerre Pofraouiies Serta 
London Math. Soc. 8, 189-192 (1933); Bartey, W.N.: Proc. London Math. Soc. 


b | 


2, 41, 215-220 (1936); Erpety1, A.: Mh. Math, u. Phys. 46, 147 (1937). r 
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| acy as 5 eg Pas: v| sie 
re nied | 2° | ‘le 
ng j 2: V | vzl- sin | 0/2 | -0, 
7 exp m-|v|-sin| y|+ oe | | | +e an (1. 7a) 
—2) | vz “sgn y+ sin *— SS vee 


Ex w (P) (3) _s),. ant 

Blaip+i-. | oy eee exp| =: v| sin | x|—2) vez 2] + cos (4)| 
oma 7) : | 
me (0 |x \=4) (1. 7b) 
; re) (+2 +9)|~ any “ly dap exp[—r- lv | Sip) 

z (a1, =3} p=0,1,2 cath 
e. fiir |y|—> oo und mit v=|v|-e'” und z= |2|- 6 


a “4 ; 4 
_liebigen Werten von z mit || = 5 iiber alle Grenzen wachsen, iiberzeugt 
man sich leicht, daB wegen y = 0 die Reihe (1. 4) in der Tat absolut kon- 
_-vergiert, solange tg (p/2) < 1 bleibt. 

Die Formel (1. 4) 14Bt sich yon dieser einschrankenden Voraussetzung 
_ befreien, indem man von der Reihen- zur Integraldarstellung iibergeht. 
- Zunachst wird man als Weg fiir dieses Integral einen Umlauf wahlen, der 
~ von + co- arc (0) her den Nullpunkt der s-Ebene im positiven Sinne um- 
schlingt und zum Punkte + oo: arc (27) zuriicklauft. Fiir dieses Integral 
ist mit dem Integranden von Gl. (1. 9) die Konvergenz sicherlich ebenfalls 
fiir alle tg (9/2) <1 gewahrleistet. Da sich aber dieser Integrand auf dem 
‘unendlich fernen Kreisbogen der rechten s-Halbebene fiir |s| — oo mit 

$s =|s|- e% nach Gl. (1. 6) asymptotisch gemif dem Ausdruck 


eKves- [el)"s exp | 2|s| cos 7 * In 


Boe |-sin y|+2- -V 2hs| s|- (Vx: sin (% + )+VE- sin (4 §) 


_ verhilt, so darf der urspriingliche, sich an die reelle Achse anschmiegende 
Weg nach oben und unten hin so weit gedffnet werden, bis er in. einen 
zur imaginaren Zahlenachse parallelen Weg iibergeht. Nach dem eben. 
angegebenen asymptotischen Ausdruck hangt aber die Konvergenz des 


cles |—2-|s|-sin y-are (15) 


yl ‘ 


geil 


Ye. 7 ats ae Ra 
ho tty Bieta ¢ 


Integrals auf diesem Wege vom ‘Absoltewrert des tg poe eee mehr 
fh, ab, sondern lediglich noch von der Forderung, daB bei komplexen Win- 
aie keln @ der arc von tg (/2) <7/2 ist. Diese Bedingung ist aber jedenfa 

. bei reellen Winkeln ¢ von selbst erfiillt. In der Integraldarstellung (1.9) y) 
fiir die rotierende Zylinderwelle haben wir damit eine Darstellung sewers 1 
nen, die im Gegensatz zur Reihenentwicklung auch noch fir Winkel ¢ 
zwischen 7/2 und x brauchbar ist. Uberhaupt wird sich im folgenden die 
Integraldarstellung als wesentlich geschmeidiger erweisen als die Alte 


@ +100 
eae)’ ety re ail 4/x 1 as 
c ; exthz COO eS ag (ko sin g) ~ sing: (pl)? 2ni [rls S+ 4); a 
/ o—100 


et (—s+ rt) (s)"- m®) (= 2iEK) +m) (+ 2igk) ds 


0Z20<7, p=0.4.2..., (\o| <2) (1. 9) 


Darstellung durch die Reihe, und wir werden sie daher bei allen weiteren’ 
Rechnungen zum Ausgangspunkt unserer Betrachtungen machen. 

2. Die Integraldarstellung fiir die ebene Welle. Obgleich die Bezieh 
fiir die ebene Welle in den Koordinaten eines Paraboloids, zum minde- 
oy.) sten in der Reihenform schon seit geraumer Zeit bekannt ist, wollen wir 
may. sie hier, wo es sich u. a. auch um eine Zusammenstellung derartiger For- 
ek > meln fiir die verschiedenen Wellentypen handelt, nicht iibergehen. ; 
geben sie dafiir an dieser Stelle nur in der Form des Integrals an, in der 
sie neu zu sein scheint. Zu diesem Zweck gehen wir genau so vor wie in- 
dem Bericht! des Verfassers, indem wir uns daran erinnern, daB eine 
ebene Welle, deren Wellennormale in der xz-Ebene enthalten ist und die 
mit der z-Achse den Winkel  bildet, stets gemaB der Gl. (2. 1) als eine 
unendliche Reihe von rotierenden Zylinderwellen dargestellt werden kann. 


ei k(z: col yt eB cose:sin y) — pil.z-cosy. D> (2— Bop) ° iP. Jy (ko- sin). 
+ p=0 


‘cospp (Spp = 1, 8pq = 0 fiir p + Q). (2. 1) 


Macht man .dann noch von der Gl. (1.9) Gebrauch, so entsteht sofort | 
fiir die ebene Welle, die sich parallel zur az-Ebene und unter dem Winkely — 


gegen die z-Achse fortbewegt, in den Koordinaten des Paraboloids der 
paths Ausdruck : 7 


1 Bucwwone, H.: ZS. f. angew. Math. u. Mech. 23, 47-58, (1943). (Diese Arbeit 
wird im Text kurz als Bericht bezeichnet.) 
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|- und Reihend 


n fiir die verschiedenen Wellentypen usw. 


pik (z+cOSw + o-cOS@-siny) _ 4lx or 2 — Fs 


OP. - a 

: sap: 3 Bh + +008 pe x i 

“* p= 0 + 
, a+ico x 

1 p+1 p+ wy \2s i 
6—ico e } 
-m(®) (— 21 Ek) +m (+ 2ink)-ds je[<F* (2.2) ae 

In dieser Darstellung ist die Beziehung fiir die ebene Welle auch dann noch i | 
brauchbar, wenn z. B. die Welle senkrecht zur Achse des Paraboloids ene 
anfallt. Die Reihendarstellung wiirde in diesem Fall versagen. . ie 

_ 3. 1. Der Typus der stehenden tesseralen Kugelwelle. Bei den Wellenfunk- 0) 

onen, die die verschiedenen Arten von divergierenden Kugelwellen be- . , ae 
hreiben, unterscheidet man Ahnlich wie bei den Potentialfunktionen ; ; ay, 
nach den drei Typen der zonalen, tesseralen und sektoriellen Kugelwelle. cae Be 

Bei der allgemeinsten Form dieser drei Arten von Kugelwellen, der tes- Proige 
seralen Kugelwetle, nehmen an der Erzeugung der Kugelwelle n im Zen- — be x “3 
trum der Erregung zusammenfallende Pole teil. Die Achsen von n— p oe 
dieser Pole haben die Richtung der z-Achse, wahrend die p tibrigen Achsen AS 
in der zy-Ebene liegen und unter dem Winkel x/p gegeneinander geneigt ) ae 
sind. Die tesserale Kugelwelle geht iiber in die zonale fiir p = 0 und in die Ws, ae 
sektorielle fiir p = n. Gelingt es uns also, eine Beziehung fiir die tesserale ee 
-Kugelwelle in den Koordinaten des Paraboloids aufzustellen, so haben wir at a 
damit zugleich die Beziehungen fiir die zonale und sektorielle Kugelwelle. set: 

. Bei den drei genannten Arten von Kugelwellen unterscheidet man eae 
noch gem48 den Gl. (3. 1a u. b) nach solchen Wellen, die wie der Typus ¢/; , 4 oh. i 
uh = i> Up (hr) - Ph (cos 9) - e+ip? Wd, (z) = (2/22)? - Inzy, (2), (3-1) US es 
on = 1 - C® (kr) - PP (cos 9) - e+ +P? CY (2) = (17/22)? - TEE ich, (3. 1b) 3 « 
eine auch in radialer Richtung fortschreitende Wellenform wiedergeben, ee 
und nach Wellen, die wie der Typus uw? nur in der z-Richtung eine fort- ey 
schreitende Bewegung aufweisen, wihrend sie gerade in radialer Rich- ie 


tung einer stehenden Welle gleichen. Da der zuletzt erwahnte Wellen- (Se 
typus einer direkten Herleitung zuganglicher ist, so wenden wir uns zu- 
nachst dieser Art Wellen zu. ae 

Es ist bekannt!, daB auch die tesserale Kugelwelle, sei sic nun von der 
Form (3.1a) oder (3. 1b), durch eine Integration aus der rotierenden 
-Zylinderwelle gewonnen werden kann, und zwar gelingt dies bei dem 


stehenden Typus dieser Wellen durch eine Integration tiber den Winkel ¢ 
von Gl. (1. 4) zwischen den Grenzen 0 ...7 auf die durch Gl. (3. 2) an- ne 
1 Erpexyt, A.: Physica 4, 107-120 (1937). é a 
i 


; eRe 
di inv rs a 
uP) — 4 {p+ etip® f eikz-cose. J, (ko-sin ey , pp (cos 9) ‘sing-dg. (3. 2) 
0 ae 
gegebene Art. Setzt man hierin fiir die ersten beiden Faktoren des In e- 
granden die Gl. (1. 9) ein, so kann wegen der absoluten und gleichn 
Konvergenz der beteiligten Integrale die Reihenfolge der Integrationen 
vertauscht werden, und es handelt sich dann bei der Integration nach ¢ 


um die Auswertung des Integrals, das auf der linken Seite von Gl. (3. 3) 


[les rtemey-so- rine These) 


, 


x r(—s+25"] al (—n + p,n+ p+ 1, see ;p+i,p+t; 1). (3. 3) 


vr 


steht, unter der Voraussetzung eines te s = eee Ss Diese Inte- 


gration ist in endlicher Form durchfiihrbar. Ihr Ergebnis gibt die rechte 
Seite dieser Gleichung wieder mit der z. B. aus dem Bericht bekanni en 
Bedeutung von ;/’,. Geht man unter dem Integralzeichen von 9 zu = 


p+! 
<?t 


iiber, so gelangt man im Konvergenzbereich der Integrale mit | c| 
zu der Identitat pe 


[ (txZ)* PR (cos 9) de": f (teZ)*- Pecos @) de. 
0 


0 


ag 


Nach dem Prinzip der analytischen Fortsetzung ist dann aber die daraus 
flieBende Beziehung (3. 4) fiir jedes s giiltig. Fiir die tesserale Kugelwelle 


3o(—n+p,n+pt+1, +s4+P Sh p+, p+41;1) 


@ 


= (—)"P aly (—a+ pat p+1,—s+ ets sp+l,p+4;4). (3. 4) 


vom stehenden Typus hat sich damit in den Koordinaten des Paraboloids 
die folgende erste Integraldarstellung ergeben: 


Se: A ; Lives vp et ee (a +p)l 
DT he eae p® ——.(—i)p-© phe ioe 


me 1 
eer) eee eae | en cece 


F s+ PEt p+, p+1; i} m(?)(— i Ek) +m (4 Zink)-ds. 
. | (Je}<? 2). 
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‘Das ‘Integral (3.5) ist in mehr als ausreichendem Umfange absolut 
konvergent. Mit Hilfe der asymptotischen Darstellung von Gl. (1. 6) fiir 
die Funktion m?) kann man sich jedoch leicht davon tiberzeugen, dab es 
ennoch nicht méglich ist, dieses Integral etwa durch Herumklappen | i 
des Integrationsweges an die rechte oder linke Hilfte der reellen Achse «es 
und durch Zusammenziehen auf die dort liegenden Pole in eine unendliche j a x 
Reihe zu verwandeln. Um dies méglich zu machen, ersetzen wir in (5) , 
die Funktion m{?) (—2 i€k) nach Anleitung der Gl. (3. 6) durch die Summe 
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ai ae * Wee vy 
+H (s 2 ) : wl?) (z) (-> <are(z)<+ 3 (3. 6) a , oe ‘ 
zweier w®)-Funktionen und vertauschen in dem zweiten der so entstehen- Ry Pi nt 
den beiden neuen Integrale die Variable s mit — s. Wegen m®)(+ 2. ink) Lae 
; ai 2 Se 
' ae my POR 4 ‘ 
=m?) (—2ink)-e ®  laBt sich dann in Riicksicht auf die GI.(3.4) 
dem Ausdruck fiir u? die folgende zweite Gestalt geben: ane Pt 
®, ie : 5+100 2 : ae : 
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Die Funktion ,/, ist in diesem Integral wegen —n + p gleich einer ce i 
negativ ganzen Zahl ihrer Natur nach eine in s rationale Funktion. Fir e 


die Beurteilung der Konvergenz der Integrale von (3.7) kénnen wir sie 
also so lange beiseite lassen, als das Verschwinden der iibrigen Bestand- 
teile des Integranden nach wie vor exponentiell erfolgt. Das ist nun unter 
bestimmten Voraussetzungen in der Tat der Fall, denn mittels der Formeln a 
(1. 6) und (1. 7a u. b) ergibt sich fiir den Absolutbetrag des Integranden woth 
mit der Funktion w®) (+ 2i&k) der Ausdruck ; 
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Funktion w®) (— 271k) der Ausdruck SS ee 
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Beim ersten Integral ist der kritische Fall der Wertebereich 0 = —y 
<S +7/2, beim zweiten der Wertebereich 0 2y S +7/2, weil in diesen 
_ beiden Fallen der linear mit s anwachsende Bestandteil des Exponenten 
zum Verschwinden kommt. Die Konvergenz des Integrals (3.7) ist dann 
zwar trotzdem fiir beliebige Werte von ~ und 7 sichergestellt, solange der 
Weg nach wie vor parallel zur imaginaren Achse verlauft, weil in den 
kritischen Fallen stets der Faktor von 4/7 verschwindet. Um aber den 
Integrationsweg an die reelle Achse heranbiegen und damit die Umwand- 
lung in eine Reihe vornehmen zu kénnen, miissen wir die zusatzliche Vo = 
aussetzung eines — >> machen. Unter Benutzung der Gl. (3. 4) und (3. 8) 
kommt damit fiir alle > 1 > 0 die folgende Reihenentwicklung fiir den 


-exp|—z-| s|- (sin]z|—sin y) —2V 2h|s|- 
ia ‘ 


(p) eye ere ake ae ; A a 
eer ( y a+p)l wi) pai @) mit A, p = 0,1, 2,3 (3.8) 


Typus der stehenden tesseralen Kugelwelle u? zustande: 
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Wie diese Reihenentwicklung und das zugehérige Integral (3. 7) fiir ein 
& <<» beschaffen sein miBte, ist offenkundig. ; 
Anstatt zu dieser Entwicklung, die nur noch die Funktion w) enthalt, . 
von der Gleichung (3.7) her unter nachtriglicher Beriicksichtigung der 
Gl. (3. 8) zu gelangen, kann man auch von vornherein in die Integraldar- 
stellung (3. 7) an Stelle der Funktion m, die Funktion w, einfiihren. Dabei _ 
darf man jedoch im vorliegenden Falle nicht durchweg die Gl. (3. 6) heran- — 
ziehen, sondern man muB bei der Funktion m?) mit dem Argument | 
+ 2%7 k die Relation (3. 10) verwenden. Nach dem Einsetzen nimmt dann 
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der in der Siiccs Klammer eingeschlossene Teil des Integranden von 
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(3.7) zunichst die folgende Gestalt an: 
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(3. 10) 


Sr/2 der unendlich fernen s-Halbebene 


_verhalt sich jedoch der Integrand des neu entstehenden tabeerae, von 
dem Faktor ,/’, abgesehen, z. B. 


beim dritten der vier neuen Integrale wie 
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und beim vierten dieser Integrale wie 
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Die beiden eben betrachteten Integrale sind also auf dem zur imagindren 
Zahlenachse parallelen Integrationsweg auch jetzt noch fiir jeden belie- 
- bigen Wert von ~ und 4 mit Ausschluf der Null absolut konvergent. 
_ Dariiber hinaus kann aber bei dem dritten Integral fur jedes & und 7 
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Integrale zu. Mithin gelangt man auf diese Weise zu der folgenden dritten 
Integraldarstellung fiir w?, in der wiederum im Gegensatz zur Reihenent- 
wicklung sowohl > 4 als auch € < 7 sein kann. 
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Die oben angeschriebenen Reihen und Integrale vereinfachen sich 
wesentlich fiir die sektorielle Kugelwelle, da dann wegen n = p aus beiden 
Arten der Darstellung die hypergeometrische Funktion 3/, herausfallt, — 
weil sie der Einheit gleich wird. Dagegen tritt fiir die zonale Kugelwelle — 
mit p = 0 keine Vereinfachung ein, noch nicht einmal auf die Weise, daB — 
sich in diesem Fall etwa die Funktion ;/, auf die gewohnliche Gausssche — 
Funktion ,/’, reduzieren lieBe. Eine besondere Erwahnung verdient ledig- | 
lich noch der Fall n = p = 0, fiir den die stehende tesserale Kugelwelle 
in die stehende Kugelwelle in gewéhnlichem Sinne ¥ 
u® = sin (kr)/(kr) 


0 


iibergeht. Wir sehen jedoch davon ab, die fiir sie giiltigen Gleichungen- 
hier besonders anzuschreiben, weil wir an dem Fall der stehenden Welle 
nicht sonderlich interessiert sind. 


3. 2.. Der Typus der nach auBen fortschreitenden tesseralen Kugelwelle. 
Um die dem vorigen Abschnitt entsprechenden Beziehungen fiir die — 
fortschreitende tesserale Kugelwelle mit der Definitionsgleichung (3. 1b) — 
zu gewinnen, nutzen wir die Tatsache aus, daB einerseits aus dem Be- 


2+ dn (kr) = OW (kr) +02 (kr), (3. 12a) 
Cr (her et i)menain « 2) (her). (3. 12b) 
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stehen der Gl, (3.12) und andererseits aus dem konjugiert komplexen 7 
Charakter der beiden Summanden, aus denen sich jedes Reihenglied in. 


9) zasammensetat, sofort in ei 


Es_ miissen ‘namlich fiir ee offenbar die ‘beiden folgenden Darstelings i ie 
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und in ¢ Gestalt eines Integral fiir alle = = n> 
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a Diese Behar oping ahs sich Sadacch! beweisen, da® man in 6. 43 BS ko 
durch k-e*™ ersetzt. Nach dem Heriiberbringen des dabei links hinzu- ‘ 
 tretenden -Faktors en min auf die rechte: Gleichungsseite steht dann dort oS 

= Dis i in die Vorzeichen hinein dieselbe Reihenentwicklung, wie sie sich aus 
Be: 9) bei alleiniger Beriicksichtigung des ersten Summanden in der eckigen. Nee 


~ Klammer ergibt. Bei Sse bea ter: Bp eeaiis eS sich elinecs Ee Ue 
“nicht eingestellt. : 
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E _~ Speziell fiir den ‘Typus. dex nach AtuGen Gijachroitendtl: selianatien a 
ugelwelle entsteht aus (3.13 b) nach dem ¥ortheben ‘gleicher Ries 
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Die epee Forela fiir die gegen den | ia se 
tenden tesseralen Kugelwellen ergeben sich ohne weiteres aus der Ge 1 
iiberstellung der Gl. (3.9) und (3. 13a). Uber die Beziehungen, die a s 
numerischen Berechnung der Funktionen m) und WP). bei nicht negativ 


egnozatigen Werten von p und fiir Werte von s = +A RE i it 


A =0, 1, 2, 3,... dienen kénnen, ist bereits alles Erforderliche in as m1 
Bericht gesagt Worden i 


4, 1. Die stehende Kugelwelle im whorslonliclion Sinne bet einem aupe — 
halb des Brennpunktes gelegenen Erregungszentrum. Allen bisher hergelei- 
teten Reihen- und Integraldarstellungen liegt in gleicher Weise die An- 
nahme zugrunde, daB die ein- oder mehrfachen Pole, die bei den dive 
gierenden Wellen die Quelle der Erregung bilden, im Brennpunkt des 
Paraboloids angeordnet sind. Wir wollen nunmehr auch den Fall ins Aug 
fassen, daB die Erregung an einer beliebigen Stelle des Raumes liegt. | 
Wir werden uns aber bei dieser Betrachtung auf die Kugelwelle im gewoh 
lichen Sinne beschranken. Im iibrigen werden wir ganz ahnlich wie im 
Abschnitt 3 vorgehen und uns zunachst nicht mit der fortschreitenden, son- 
dern mit der stehenden Kugelwelle beschaftigen. Ihr analytischer Ausdruck 
ist bekanntlich durch den Quotienten (4. 1) gegeben. Nach einer ae 


sin (kK Ro) _ sin (kv/ (3- — 40)" + p,) 2 
rhe Eta rane mit pix ei +03 eo’ “g 
: * COS (Go— 93) (4. 1) 


benutzten Formel! Jat sich dieser Quotient auch in der Form des be- — 


stimmten Integrals (4. 2a) schreiben. Macht man hierein noch von dem 
Additionstheorem 


we{2 © 
k R q % . . 7 . 


fiir die Bessetsche Funktion J/g Gebrauch, so gelangt man schlieSicln' 
nach der Aufspaltung der Funktion cos in die Summe zweier Exponential- — 
funktionen in absichtlich enix erie Schreibweise zu der 
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_ hierin 1 jeden der beiden Faktoren 


« cn das Integral (1.9) dar, wobei wir einmal die intes rel onevaniabin 
mit s, das andere Mal mit ¢ bezeichnen, wiihrend ¢ und + die beiden zu- 
oe Grigen Integrationsabszissen bedeuten. Da jedes der beiden Integrale 

er die Variablen s und ¢ bei geeigneter Wahl von o und 7 absolut kon- 
Bier, so © diirfen wir in 2 dem entstehenden dreifachen Integral die Reihen- 


aus. Dieses Tetenrel tiber > hat dic in Gl. (4. 3) a Meath Gestalt 
laBe sich in der angedeuteten Weise leicht berechnen. Damit kommen | 
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omer ganz analog aufgebauten Integral, in dem die GroBen &o, qo; S14, Ma 
das entgegengesetzte Vorzeichen haben}. 


Es ist nun cies z. B. fiir die m-Funktion mit dem Zeiger t 
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1.9; +p y+ 4, 4b 
m®) (4. 2iE,k)=e -m'?) (— 208k). ( ) 
poe rsetzen wir daher in dem ersten ausgeschriebenen Doppelintegral ¢ 
_ durch —t und machen von den eben angeschriebenen Gleichungen Ge- 
_ brauch, so treten in dem neuen Integral die beiden m-Funktionen wieder 
Bae 
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gesetzte Vora wie . frither, und seine ee 
gegangen in teh oo und - WX: + t 00, In dem zweiten, nicht mitan, 


“iiber s durch. Danach hat sich bis jetzt die folgende Darstellung die 
stehende Kugelwelle i im gewohnlichen Sinne dieses Wortes: sees 
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Die beiden Integrale haben also nunmehr bei verschiedenen Integration ; : 
grenzen einen und denselben Integranden bekommen. i 
Wir reduzieren unter Zuhilfenahme des Residuensatzes von Caucny dé 
Doppelintegral in (4. 5) auf ein einfaches. Entsprechend den beiden : 
lichen Fallen o S t machen wir zunichst einmal die Annahme, es sei <t. 
Fiir einen beliebigen Punkt s der Integrationsbahn des auBeren Integ $ 
bietet sich dann hinsichtlich der Lage, die die Integrationswege der bei den 
Doppelintegrale von Gl. Ses 5) zueinander haben, das in Fig. 2 fe “ 


t -Lbene , t-Ehene 
’ ! ber Fall <t 
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/ \d| « Ie, Iz\< We 
i G+T>0 
| - 
: 
t 
Anfanglicher 1 ger verschobene 
Weg in der Weg in dey 
t - Loene { + flew. 


Fig. 2. Die Lage der beideal Integrationswege im Doppelintegral der a. ack B). ) ‘ 
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gehaltene Bild dar. Dabei ist speziell in diesem Bilde an den Fall p = 00 
gedacht, und es bezieht sich das linke Bild auf die Verhaltnisse beim ersten 
Doppelintegral und das rechte auf die beim zweiten Doppelintegral. Um 

nun etwa das erste Doppelintegral in das zweite iiberzufiihren, gehen wir 


Sen es 


c eselbe tise wie im rechten Bild. Das ist wegen iss exponentiellen Mer 
sch hwindens des Integranden in den Enden des Weges, von dem noch zu 
-sprechen sein wird, ohne Wertinderung méglich. Ritch werden irgend- 
welche Singularitaten dabei nicht tiberschritten. Danach geben wir auch 
c dem. Weg in der t-Ebene im linken Bild dieselbe Lage wie im rechten. Bei 
de dazu erforderlichen Verschiebung dieses Weges nach rechts. wird der 
‘Punkt t =s tiberschritten, in dem der Integrand wegen des Faktors 
41/(s —?) einen einfachen Pol hat. Da durch das Hiingenbleiben des Weges 
am Punkte ¢ = s ein Umlauf um diesen Punkt in mathematisch negativem 
aa erzeugt wird, so liefert diese Singularitit zu dem Inhalt der, ge- 
ch ise Klammer von Gl. (4.5) den Deitrag | 


-m) (21k k) + m®) (+ ink): in (21). ds, 


D as iitlesdiain neu entstehende Denpetinisecal hat nunmehr aac dieselben 
ntegrationsgrenzen wie das unverandert gebliebene zweite Doppelintegral 


in (4.5), und da diese beiden gleichen Integrale voneinander abzuziehen | 
sind, so heben sie sich ganz heraus. Wir haben damit fiir die gewéhnliche, | 
stehende Kugelwelle die were endgiiltige Reihen-Integraldarstellung - 
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_ jetzt offenbar belanglos. 
-. Zu genau dem gleichen Ergebnis gelangt man, wenn man das zweite 
-Doppelintegral von (4.5) in das erste iiberfiihrt. Bei dieser Art des Vor- 
-gehens gibt man am besten zunichst dem Punkte s im rechten Bild die 
gleiche Lage wie im linken. Sodann macht man das gleiche mit dem 
- Integrationsweg der t-Ebene. Dabei wird wieder der Punkt ¢ = s tiber- 
- strichen, und es entsteht dadurch ein Umlauf um diesen Punkt im mathe- 
- matisch positiven Sinne. Das Ergebnis der Wegyerschiebung wird mithin 
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‘Dab wir dabei in (4. 6) hinterher wieder —o durch + o ersetzt haben, ist 


ey Wir: 

auch in diesem Falle mit deen yon Ch. (A. 6) identi ‘isch. Ist er ntgeg 
herigen Annahme o> 7, so andert auch das nichts an dem bee 
Ergebnis. Nur empfiehlt es sich in diesem Falle, die Wegverschiebu 
in der s-Ebene darzustellen. 
Was die Konvergenseigenschaften des Integrals (4. 6) anbetrifft, so 148 
sich mit Hilfe der Gl. (1. 6) unschwer zeigen, daB sich der Integrand + yor 
(4. 6) fiir ein |s|— oo in der rechten s-Halbebene mit s = |s|- wie de 
nachstehende Ausdruck verhalt: 
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/ —— sear Gi ie fe ‘ anit 
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Fiir den in Gl. (4. 6)-vorliegenden Integrationsweg, auf dem || =7/2 is 
konvergiert das Integral also tatsachlich absolut, und der Integrand v ver 
schwindet an den Enden exponentiell. Hingegen hért die Konvergenz fi at 
+ =0 auf. Es ist also auch hier wie bei dem Integral (3. 5) nicht ohn 
; besondere MaBnahmen médglich, den Integrationsweg an die reelle Ach: e 
7 ee heranzuklappen, um zu Reihenentwicklungen zu gelangen. Im tibrigent 
: liefert die Gl. (4.6) fiir 2, = 4,— 0 eben dieselbe Integraldarstellung fii 
sin (kr)/(kr) wie die GI. (3.5) fir n = p =0, denn fiir verschwindende 
Werte von £, und y, verschwinden auch alle m)-Funktionen, fiir di 
p 21 ist, wahrend sie fiir p = 0 in (x/2)", iibergehen und andererseits 
Ug (kr) = sin (kr) / (Ar) und Po (cos 0) = 1 wird. s 
Dem in Gl. (4. 6) vorkommenden Integral wollen wir noch eine ande re 
Gestalt geben, indem wir etwa das Produkt der beiden Funktionen m{?) mi 
den Argumentfaktoren £ und y» vermittels der beiden Gl. (3, 6) und (3. 10) y) 
in die viergliedrige Summe von Produkten zweier w)-Funktionen aufs 
spalten. Fiir die zweite Zeile der Gl. (4. 6) mit dem Integral entsteht auf 
diese Weise die folgende neue Darstellung: “7 
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ir untersuchen 1 der Reihenfolge Et vier Peidsianter ¢ in dec eckigen 
lammer die entsprechenden vier Integrale. xm festzustellen, ob sie alle 


 dingungen sind. 


Bei dem ersten dér vier Integrale besteht nach den Gl. (4. 6) oa Chiay 

‘fiir den Absolutbetrag des Integranden bei unendlich zunehmenden W erten 

Eeyon. Ss in der rechten s-Halbebene der Ausdruck (4. 8a). Danach muB, 
m- (p!)4 


Be 22Rl ot ance P| 2 V 2H [VG os (5 + t)4 Va 
| e[-E+ 4) —V=,- -sin (3 %—F)_Voy-sin =42)] (4. 8a) 


i> 


_ ginaren Zahlenachse iiberhaupt konvergiert, die zusatzliche Bedingung 
ne is =, erhulle sein. Ist sie aber erfiillt, so darf der Integrationsweg 


aes Wie > and fe AF 5 Mes 


dieses Recrdae sogar bis an die positive reelle Achse herangebogen 
_ werden, und da hier auf der rechten Seite des Integrationsweges keine 
? - Singularititen liegen, so heiBt das nichts anderes, als daB das Integral unter 
dieser Bedingung ganz verschwindet. i 


- setzt, ersetzen wir vor jeder weiteren Rechnung s durch — s. Die beiden 
i 


; riickgingig gemacht werden, wenn man das Vorzeichen der Argumente 
; eens beiden Funktionen in GI. (4.7) umkehrt. Fiir den Absolutbetrag 
des Integranden entsteht dann ein ganz ahnlicher Ausdruck wie (4. 8a), 
aus dem i in gleicher Weise wie vordem geschlossen werden kann, daB unter 
_ der Bedingung (4. 9) das Integral absolut konvergiert und tiberdies einen 
ts --verschwindenden Wert hat. 
-Betrachten wir nun das dritte Integral, so ergibt sich in diescin Kalle fiir 
_ den Absolutbetrag seines Integranden der Ausdruck 


a lon te 2V 2k | | cos | % + | <2 
? 382 «“k-|s| (Eqozrma) -exp V 2k s| 3 V no 


ae —V=,- sin * (4 = 0) , | 
aan 7 Mees se a 
aR Vé,-sin(%—F)-seny [s=\x5 =|: 


(4. 8b) 


4 unter den. gleichen. Bedingungen existieren und welcher Art diese Be- 


|e damit dieses Integral auf dem vorgeschriebenen Wegé parallel der ima- | 


6.9) 


& _ Beim zwerten der vier Integrale, aus denen sich die Gl. (4. 7) zusammen- i 


_ Funktionen m gehen « dadurch u. a. in die Funktionen m(®) tiber. Diese 
_ Anderung kann aber im Hinblick auf die Gleichungen (4. by: b) wieder | 


-.wiirde sich auch nichts andern, wenn man zuvor unter: dem Thieoreie 
am vierten Integral der Gl. (4. 7). 


—  sin(kR 4 cos —o,) rere : . 
Se Bal Sey Sap P (o— % 4 S 


-mehr symmetrische Form geben, von der aus dann leichter auf den eae 


age Bua 
Auf dem fiir das aca G. 7) vonesutiee boner inidgratioosmen - mi thin 
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auch dieses Integral unter der Bedingung (4. 9) absolut konvergent. Daran 


zeichen von s zu —s wberginge. Dahingegen ist es bei diesem Integral 
nach Gl. (4, 8b) selbst unter der Bedingung (4. 9) nicht mehr statthaft, det 
Integrationsweg an die positive reelle Achse heranzubiegen. ns 5 
Zu genau dem gleichen Ergebnis fiihrt die Konvergenzuntersuchung. 
Im ganzen sind wir damit zu dem Ergebnis gelangt: Unter der Be-) 
dingung (4. 9) ]aBt sich der Ausdruck (4. 6) fiir die stehende Kugelwelle ‘. 


in gewohnlichem Sinne auch in der Gestalt der Gl. (4. 10) schreiben. 
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+0 (—Dingh)|-ds (E>. ne te l< Pe}. & m 
Durch eine einfache Umformung 1aBt sich dieser Darstellung noch ‘eine — 


sprechenden Ausdruck fiir- die fortschreitende Kugelwelle geschlosse 
werden kann, wenn mit dieser Schreibweise auch andererseits wieder ders 
Nachteil verbunden ist, daB sie die Formel langer macht. Spaltet man % 
namlich das Integral in (4. 10) gemaB® der Summe in der eckigen Klammer = 
in zwei getrennte Integrale auf und geht in dem Integral mit den F: aktoren — 
w) (— 21& 9k) und w®) (2ingk) von der Variablen s zu — s iitber und faBt 
danuct wiederum zusammen, so entsteht, natiirlich nach wie vor unter der _ 
Bedingung (4.9), die folgende dritte Darstellungsméglichkeit fiir ios 
stehende Kugelwelle der gewohnlichen Art: 
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ie verschi edenen | Sted die’ wir auf digse Weise fiir die weherde 
se lwelle exzielt haben, ‘setzen sich alle aus einer unendlichen Sitanie.4 in 
: n einer Fourterschen Entwicklung und aus einem Integral iiber den 
Zeiger s der beiden konfluenten hypergeometrischen Funktionen zusam- 
men. Die erste Darstellung (4.6) fiir diese Art Kugelwelle, die nur die 
ay unktionen m, unter dem Integralzeichen enthalt, bleibt ohne jede weitere 


A, 


| os gung hinsichtlich der ueeetaciigen GrdBenverhiltnisse der vier 
arabolischen Koordinaten & , 49, £, und M1 giiltig. Die beiden anderen 
Darstellungen (4. 10) und 4. 11) sind an die Voraussetzungen’ gebunden, 
aB } Eo > =, und y9> 7, ist. Wie diese letzten beiden Gleichungen aus- 
sé ehen miissen, wenn an Stelle dieser Voraussetzungen eine von den folgen- 
den: drei anderen: ; 


aes So> Ei» Ni No oder Ei1> Fo, Mo > Ma oder Eki. eae 
errall ist, 1aBt sich nach einiger Einfiihlung leicht angeben. Wir werden 


bei der uns mehr interessierenden fortschreitenden Kugelwelle sowieso 
explizite. anschreiben. Als eigenartig- an den obigen Entwicklungen ver- 


allgemeinen nicht weiter in eine Reihe aufgelést werden kann. Im Falle 


-weiteren Bedingungen erfiillt ist, namlich 


BS entweder a) | ESVELV. No Mies 
oder b) Vn >V fot VeEtV 1 


‘ist. Unter der Bedingung a) mu dann im dritten Integral von Gh GD 


der Integrationsweg nach links und im vierten nach rechts herum gelegt 
_ werden. Unter der Bedingung b) ist umgekehrt zu verfahren. Statt den Inte- 


_ grationsweg nach links herum zu werfen, kann auch wie bisher im Text _ 


_-zu der Mafnahme gegriffen werden, da man vordem s durch —s ersetzt. 


4. 2. Die fortschreitende Kugelwelle im gewohnlichen Sinne bei einem aufer- 
_halb des Brennpunktes gelegenen Erregungszentrum. Von der Gl. (4. 11) 


_fiihrt uns eine kurze Uberlegung unmittelbar zu dem Ausdruck fiir die — 


_ fortschreitende Kugelwelle: Dazu brauchen wir uns namlich nur klarzu- 
~ machen, daB die beiden Integrale, in die die Gl. (4. 11) aufgespalten werden 


kann, unter Einschlu® des Faktors 1/271 vor dem Integralzeichen konju- 


_ giert komplexe’ GroBen sind. Um dies zu erkennen, setzen wir die beiden 
- Integrale s = it und co = 0. Dann lautet das erste dieser beiden Integrale 


Bic | i -aefP (retire isan ol 


Some) + 2i&,k).- me Sh Linyh) wP) (+ QE yk) - wh) (4+ 2ingk) «dt 


‘iibrigen die Zusammensetzung des Integranden in diesen vier Fallen AY 


merken wir noch die Tatsache, daB das darin vorkommende Integral im 2 


der Gl. (4. 10) und (4. 11) gelingt dies nur, wenn noch eine von den beiden 


und das zweite 


Ag (k) = 27 vi (ic f p> *| r (etre. 


« m), (— Lib) m\ (— Linyk) - wh) (— 2izgk) - wP, (— Linok) + dé 


Wir gehen nun in A, (k) durchweg zu den konjugiert komplexen Aus- 
driicken iiber. Ersetzen wir dann hinterher noch ¢ durch — 1, so ergibt | 
unmittelbar die behauptete Beziehung: 


A, (kt) =4,()- - G& 1a) 
Schreiben wir andererseits in A, (k) fiir k neuerdings k - e+”! und beachten 
da8 auf Grund.der Umlaufsrelation fiir die Funktion m der Zusz mmen 
hang a 


m®) (4+ Qik, k= et!) = m®) (— 2iE, k- et 2) — e7ip - m® (— 2iby ) 
besteht, so wird sofort ersichtlich, daB auch die Gl. (4. 12b) 


‘ 


A, (k) = Ag (k- et) 
zutrifft. Nun ist bekanntlich : 


2. Rabin se eo 
und fiir den zweiten Summanden gelten auch hier die beiden Gl. (4. 12a, b). 
Daraus kann geschlossen werden, da8 fiir die fortschreitende Kugelwelle 
im gewohnlichen Sinne unter der Bedingung eines £4 > £, und Ho > % 
die folgende Darstellung in Form einer Fourter-Reihe mit Integralen | , 
Koeffizienten gilt: 


¢ , a es 
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RR ee ee 
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a+710 } ‘ 
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1) (— 27% Qh) WP) (—Biggh) “ds (|. 


Sind hierin, was mit der angegebenen Bedingung vertriiglich ist, 6) == 
= 0, so verschwinden die Funktionen m) fiir alle p2i. Fir p 4) ab rt 
werden sie gleich (7/2). Aus (4.13) entsteht dann wegen T' ($ +a 
-I'(} —s) = z/cos xs die Gl. (10. 9) des Berichtes. ' -¥ 
Anstatt wie im AnschluB an die Gl. (4.6) gemaB der Gl. (4.7): den 
Faktor mP) (+ Linok) + mM) (— ik ok) zu zerlegen, hatten wir beispiels- 
weise auch mit den Faktoren m{P) (+ 2ingk) +m (— 27€,k) verfahren 
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i) 28, k)- mp sea x gpl?) ae Aes w®) (— 2inok) 
Eo> E, Noon), (4. 14a) 

ni 21h) . mi) (— 2th) x wi?) (— 278k) WP) (— Qinyk) . | 
> ee: i> mo), (4. 14b). 
. mi ie OE, we -m{P) (— 2ingk) x w) (— 2ie 4k) wP) (— 2in,k) | , 

Ri CST atop talaga 

1) (27% h)- -m®) (—2iqyk) x w® (—22E sh) w°) (— Qinok) a 

(Ey > bo, 7 Sai ce Lad) 


gE: Nach den segauaien am SchluB des Abschnitts 4.1 ist die Auf-. 
+e rig des Integrals in Gl. (4. 13) in eine unendliche Reihe nur mene 
wenn im Falle der _ : : 


GL. 14a) V E>) BV eV V0e> Veet VntVEs | 
FG 6.140) VE>VEot+Vnet Vn VS Vat VEOt VE 
: bit — 5s — Pe Oe ae & ws oe 
GL (4. 14c) | So> V E:t+Vot+V pt V1> V No -F Ve, a Vea t 
Gi. ics 14d) VE>V bo+V m0 +V 1 V > V e+ Vn ty Gxtasieg 
3 ist, je nachdem namlich mit den Faktoren der Gl. (4. 14) im Integranden 
_ yon (4. 13) der Integrationsweg nach rechts an die positiv reelle Halb- 
de achse oder nach links an die negativ reelle Halbachse herangebogen wird. 
- Bei einem anderen GréBenverhiltnis zwischen den vier Koordinaten ist 
cing Darstellung der Funktion ¢”” /ikR durch eine Doppelreihe nicht 
“seek Die wirkliche Herstellung dieser Doppelreihe aus der Gl. (4. 13) 
- fiir den Fall ihrer Existenz darf wohl, da sie nur eine einfache Anwendung 
a des Residuen-Satzes erfordert, dem Leser selbst tiberlassen bleiben. 
Ro: Schlubbemerkungen. Um die Reihenentwicklungen und_ Integral- 
_ darstellungen fiir die stehende und fortschreitende Form der allgemeinen 
und tesseralen Kugelwelle mit dem Pol im Brennpunkt des Paraboloids | 
und fiir die gewohnliche Kugelwelle bei beliebiger Lage des Pols herzu- 
q _ leiten, wird in der vorliegenden Arbeit von der Reihe (1. 4) fiir die rotie- 
_ rende Zylinderwelle ausgegangen. Ein anderer Weg, der hierzu benutzt 
ec, werden kann, wenn ér sich auch in erster Linie nur fiir die gewohnliche 
_ Kugelwelle eignet, ist von J. Merxner? beschritten worden. Er benutzt 


1 Meixner, J.: Math. ZS. 36, 677-707 (1933). 
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HERBERT ‘Bucunorn: 


dazu unter gewissen Bh uci die <4 hs Soars ng 
Integralstellung fiir die GreENsche Funktion. Die MEIXNERSchE Arb eit 
bringt in allerdings anderer Bezeichnungsweise und unter einem Titel 
der es nicht vermuten ]4Bt, zunachst eine Reihendarstellung - fiir die Ee 
wohnliche fortschreitende Kugelwelle mit dem Pol im Brennpunkt d 
Paraboloids. AuBerdem beriicksichtigt sie auch den allgemeineren Fall, d 1B 
die Erregung in der Ausdrucksweise der gew6hnlichen Elektrodynamik — 
von einer kreisringformigen Anordnung’ gleichstarker und gleichphasi a 
-schwingender Dipole in axialsymmetrischer Lage zur Rotationsachse aus - 
geht. Auf den hier behandelten Fall einer punktférmigen Quelle, die sich 
‘in einem beliebigen Raumpunkt auBerhalb des Brennpunktes penaes ‘ 
wird jedoch auch i in dieser alteren Arbeit nicht eingegangen. 4 


ie 1 niemeKeaae A.: Jahrb. d. Dtsch. Mathematiker-Vereimgung 21, 38 a 
(1912). 
Von technischen und physikalischen Arbeiten, die auf die Soandenks : oo 
geometrische Funktion fiihren, erwahnen wir noch als Erganzung zu dem Schri 
eri tumsverzeichnis des Berichtes die folgenden Abhandlungen: 
x3 Franz, K.: Hochfrequenztechnik u. Elektroakustik 57, 146-151 (1941); :ENT.20, 
113-189 (1943). - Gran-Oxtsson, R.: Ing.-Arch. 8, 81-98, 270-275, 373-380 
(1937); Journ. Math. and. Physics, Mass. ne ot Technology 19, ap Ae | 
Ing.-Arch. 13, 162-174 (1942). ‘ 
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ie. Sptaichen Bicilantan werden Hall- Efiekt, Thermokraft und tichtelekeviecher 
Effekt gemessen. Bei solchen Stiicken, die einen gleichmaBigen lichtelektrischen 
‘ Effekt iiber die ganze Oberflache zeigen, besteht ein bestimmter Zusammenhang 
zwischem dem Vorzeichen des Hall-Effektes und der Thermokraft einerseits und 
so oe _ der Richtung des lichtelektrischen Stromes andererseits. 
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ie _ Unter den natiirlichen Bleiglanzen finden sich Kristalle, die lichtelek- — 
trisch empfindlich sind. Wird ein solcher Kristall auf eine leitende Unterlage : 
3 __gebracht und als zweite Elektrode eine Nadel verwendet, die unter leichtem - 
_ Druck die Oberflache des Kristalls beriihrt, so entsteht bei Belichtung der - 
- Kontaktstelle Nadel-Kristall eime E.M.K. zwischen den’ beiden Elek- 
- troden, so daB bei deren Verbindung ein Strom flie8t. Die Intensitat dieses _ 
 Lichtstromes ist bei Bleiglanzen verschiedener Fundorte sehr verschieden. | 
Bei den meisten Kristallen konnte iiberhaupt kein lichtelektrischer Effekt 
_ nachgewiesen werden. AuBerlich sind die lichtelektrisch empfindlichen | 
von. den unempfindlichen nicht zu unterscheiden. Untersucht man einen 
- Bleiglanz mit der eben beschriebenen Anordnung, so ergibt sich in der © 
; - Regel, daB die Empfindlichkeit von Punkt zu Punkt verschieden ist, und 
es bedarf langen Suchens, um einen solchen zu finden, dessen lichtelek- 
trische Empfindlichkeit iiber eine ganze Flache gleichmafig verteilt. ist. 
Sogar die Richtung des Lichtstromes kann verschieden sein. FlieBt bei 
 Belichtung- der Kontaktstelle Nadel—Kristall der Elektronenstrom von 
der Nadel in den Kristall, so wollen wir diesen lichtelektrischen Effekt als 
den normalen bezeichnen. Den umgekehrten Effekt entsprechend als , 
“anormal. Und zwar deshalb, weil sich unter guten Stiicken, die iiber ihre 
_ ganze Oberflaiche einen ziemlich gleichmaBigen Effekt zeigen, solche mit 
~ groBem ,,normalen* Effekt haufiger finden. Der anormale Effekt dagegen 
ist nie so stark und kommt haufig an Stiicken vor, bei denen die lichtelek- 
-trische Empfindlichkeit 6rtlich sehr ungleichmafig ist. Nicht selten findet 
_ man Stiicke, die an einzelnen Stellen den normalen und an anderen Stellen pip 
den anormalen Effekt. zeigen. Dann aber sind beide Effekte sehr klein. m3 py st 
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Auch bei Uintersaeeeieet der caer ele a Effek 
Thermokraft yon Bleiglanzkristallen wurden die verschiedensten verte 
gefunden. Es esgaben sich Schwankungen iiber mehrere Zehnerpotenze PDs 
Ahnlich wie beim lichtelektrischen Effekt verschiedene Richtungen des 
Lichtstromes nachgewiesen werden konnten, traten auch hier vena ne 
Vorzeichen von Halleffekt und Thermokraft auf.t 
Es sei die bekannte Detektorwirkung des Bleiglanzes erwahnt. Auc : 
hier haben manche Kristalle eine gute Detektorwirkung, viele auch nich 
Die Sperrichtung ist ebenfalls nicht einheitlich. In der Literatur wird Ofter 
versucht, den lichtelektrischen Effekt und die Detektorwirkung mite in- 
ander zu verkniipfen. Ich konnte jedoch keinen Zusammenhang zwischer 2 
beiden finden. Zur Feststellung der Sperrichtung wurde eine Nadel m sit: 
tels einer Feder leicht auf den Bleiglanz gedriickt. Die angelegte Spannung 
(Potentiometer) lag in der,Gro®enordnung von 10~4 Volt. Die Stréme in 
Hee FluBrichtung betrugen dann 10-* Amp., wahrend in der Sperrichtung 
Sane kein meBbarer Strom floB8. Unter Kristallen, die alle den gleichen normalen 
; ~ lichtelektrischen Effekt besaBen, waren sowohl solche, die Detektorwirk ng 
zeigten, als auch solche, bei denen sie kaum in Erscheinung trat. Die Sperr- 
richtung war selbst bei gleichem Lichteffekt nicht einheitlich, wie zu erwarten 
gewesen ware, wenn ein einfacher Zusammenhang zwischen Detektor-_ 
wirkung und lichtelektrischem Effekt bestiinde. ; 2 
+g Diese bunte Mannigfaltigkeit der Erscheinungen kann man sich are 
an durch die Annahme, daB der Aufbau des Kristallgitters an gewissen Stelle 
f Ree gestOrt ist. Stérstellen kénnen entstehen entweder durch Fremdatome falso’ 
Wik ‘ ts _Fremdstoffbeimengungen), oder durch Unscharfe der stéchiometrischen 
Bat oS | Zusammensetzung (also Blei- oder SchwefeliiberschuB). . 
hh Ich’selbst habe eine gréBere Anzahl von Bleiglanzen durch Schmelzen in 
ae einer N,y-Atmosphire hergestellt. Als Ausgangsmaterial diente reinstes — 
é PbS von KantBaum. Fiir die Schmelzen nahm ich das amorphe Pulver ode 
kleine Kristallchen von durchschnittlich 0,3 mm GréBe, die ich vorher 
; ‘a durch Sublimieren im Vakuum erhalten hatte. Das Schmelzgut war grob- 
kristallin, Spater erhielt ich dann auch durch Sintern des amorphen Pul- | 
Di vers ‘bei 900° C bereits eine kompakte Masse. Die Herstellung von PbS- 4 
Praparaten gelang mir schliedlich auch durch Pressen des Pulvers unter : 
me einem Druck von 15000 kg/em®. Aber alle von mir kiinstlich hergestellten | 
; Proben zeigten nur einen sehr kleinen lichtelektrischen Effekt. Beigaben 
von CaS, BaS und SrS in den verschiedensten Mengen von 0,01% be 
herauf zu 10%, anderten hieran nichts. 
oe Y An dieser Stelle méchte ich erwihnen, da8 sorgfaltige spektralanaly= 
aN tische Untersuchungen, die Fraulein Dr. Crana RicurerR im hiesig 
Institut an vielen natiirlichen Bleiglanzen verschiedener Fundorte aus- 
gefiihrt hat, zwischen den Fremdstoff beimengungen der Bleiglanze und— 3 


1 Siehe EISENMANN, L.: Ann. d. Phys. 38, 124 (1940). 


lict it-elektrischen Effekt beinen’ Beltiches Z usammenhang er- 
kennen lassen. 
Neue Erkenntnisse tiber den Caren naeae: des PbS brachten 
m n die Arbeiten von EISENMANN,! besonders aber die von HINTENBERGER. v5 
HINTENBERGER behandelte seine einige uw dicken aufgedampften PbS-. 
uchten im Vakuum. Die Leitfihigkeit zeigte bei bestimmter Behand- 
jung ein Minimum. Es wird angenommen, da8 diese kleinste Leitfahigkeit. 
( Ah 10-4 Qt cem~) der stéchiometrischen Zusammensetzung entspricht ; 


Re 


denn die Leitfihigkeit nahm bei Behandlung mit Schwefeldampf, also 
i Stérstellenerzeugung durch Uberschwefelung gegeniiber der stéchio- 


etrischen Zusammensetzung, auf das 5,7- 104fache zu. Im Vakuum — 
ac Jurchlief dann die Leitfahigkeit desselben Praparats wieder das Minimum 
und d zeigte beim weiteren Tempern im Vakuum wieder ein Ansteigen auf 
das 5,4-105fache. Dieses Ansteigen der Leitfihigkeit muB daher einer 
torstellenerzeugung durch Uberbleiung zugeschrieben werden. 
_ HINTENBERGER entdeckte au8erdem einen klaren Zusammenhang ZWwi- 
sschen dem Vorzeichen der Thermokraft sowie Hall-Konstanten und der 
stéchiometrischen Zusammensetzung des synthetischen PbS. Beim Tem- 
pern im Vakuum (Stérstellenerzeugung durch Bleiiiberschu8) konnte er 
das Anwachsen einer positiven Thermokraft und negativen Hall-Kon- 
| stanten beobachten. Umgekehrt zeigte sich bei Stérstellenerzeugung durch 
ae eine negative Thermokraft und positive Hall-Kon- 
= 
Pieraacks oe also PbS ein. Halbleiter mit UberschuB- oder Defekthalb- 
: Jeitung. Das Vorzeichen von Hall-Effekt oder Thermokraft gibt Aufschlu8 
-dariiber, welche Leitungsart an der untersuchten Stelle vorliegt. Die Leit- 
-fahigkeit seiner PbS-Schichten nahm in der Regel mit steigender Tempera- _ 
tur zu. Nur bei den am langsten im Vakuum getemperten Proben (also bei 
-groBem BleiiiberschuB) nahm die Leitfihigkeit mit steigender Temps 
_ratur ab. 
' Im folgenden habe ich aus einer groBen Anzahl mir zur Verfiigung 
_ stehender natiirlicher Bleiglanze eine bestimmte Auswahl getroffen und 
an ihnen Lichteffekt, Thermokraft und Hall-Effekt, sowie das Vorzeichen. 
des Temperaturkoeffizienten der Leitfahigkeit gemessen. Die untersuch- 
‘ten natiirlichen Bleiglanzstiicke waren ausgesucht unter dem Gesichts- 
| punkt eines auf der ganzen Oberflache méglichst gleichmaBigen, groBen 
lichtelektrischen Effekts. Alle Stiicke, auBer einem Einkristall von Joplin 
(Missouri), stellten Aggregate kleiner Kristallchen von 1 bis 2 mm Gr6Be 
dar. Sie waren frei von erdigen Beimengungen. Zur Messung verwandte 
ich Stiicke yon 1 -0,5-0,1 cm GréBe, die ich mit Sinter-Korund zu dieser. 
\ 


E 1 -Eysenmawn, L.: Ann. d. Phys. 38, 124 (1940). 
2 HINTENBERGER, H.: ZS. f. Phys. 119, 1 (1942). 
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Quaderform sesohiiieee hatte. Sick rinieeen verwenc let, un 
unreinigungen des PbS beim Schleifen moglichst auszuschliel en Sas 
Messung des Hall-Efjektes. Das Praparat wurde mittels Schrauben. 
schen zwei Messingbacken gespannt, die den Primarstrom zufiihrten. Als 
Hall-Elektroden dienten zwei Stahlnadeln, die durch Federn auf die Sei ten 
wande des Praparats gedriickt wurden. Eine der beiden Nadeln konn te ; 
mit einer Mikrometerschraube verstellt werden. Zur Erzielung eines guten 
Kontaktes erwies es sich als notwendig, zwischen die -Messingbacken und — 
das Praparat Bleifolien zu legen. Da sich dies Verfahren gut bewahri 5 
wurde es bei allen Messungen beibehalten. Die ganze Vorrichtung > : 
so auf einer Trolitaxplatte angebracht, daB sie bequem zwischen die | Pol- 
_ schuhe eines Elektromagneten geschoben werden konnte. Die Grobe d 

-Primarstromes variierte ich zwischen 1 und 60 mA. Das Magnetfeld wurd rd 
mit einer.Wismutspirale gemessen und betrug bis zu 5000 Gaub, 
Hinstellen .der Hall-Elektroden auf eine Aquipotentialflache igre a 
bei 60 mA Primirstrom bis zu 2 mm- Abweichungen von der theoretise 
Nullage. Die Hall-Spannung maf ich mit einem Galvanometer einer Span=" 
nungsempfindlichkeit von 2,5- 10-7 Volt pro Skalenteil. Innerhalb ler ‘ 
MeBgenauigkeit, die bei der Hall-Spannung 20% betrug, war die Hall 
Spannung dem Primarstrom und dem Magnetfeld proportioval. Es wurde } 
also in der Tat der Hall-Effekt gemessen. eo 
Messung der Thermokraft. Die Warmereservoire bildetenzwei i kubigehe Kay ip- 
fergefaBe von 150 ml Inhalt. Das eine Gefa& war mit Wasser von. ‘Zimmer: 
_ temperatur und das andere mit schmelzendem Eis gefiillt. Zur Messung | 
_ wurde das Priparat zwischen die beiden KupfergefaBe gespannt, deren Innen-_ 
wande mit Bleifolien gefiittert waren. Als Thermospannung galt die Poten é 
tialdifferenz der beiden Kupfergefa®e. Die MeBgenauigkeit betrug 54 Kone 
_ Widerstandsmessungen. _Widerstandsmessungen. nahm ich nach der b= 
lichen Sondenmethode vor. Als Sonden dienten in der Regel zwei- “Messing “k 
schneiden, die auf das Praparat gedriickt wurden. Diese Messungen wurde nh 
sowohl in OL- als auch Luftbiidern verschiedener konstanter Temperatu 
_ vorgenommen. Gewoéhnlich wurde einmal bei Zimmertemperatur und sual s 
mal in fliissiger Luft gemessen. Die Widerstinde waren wegen der Inhomo- — 
genitat des Materials nicht genau bestimmbar. Die Verzerrung der Aqui- 
potentialfliichen lieB sich sehr gut zeigen, wenn ich an Stelle der Messing: 
schneiden spitze Nadeln als Sonden benutzte. (Der Inhomogenitat 1 wegen 
zeigten sich beim Einstellen der Hall-Elektroden auch die Abweichungen > 
von der theoretischen Nullage.) Mich interessierte auch weniger ein sehr 
genau bestimmter Absolutwert des Widerstandes als vielmehr die Frage, 4 
der Widerstand mit der Temperatur zu- oder abnahm. Um dies nachzu- 
weisen, stellte ich die Sonden mittels Schrauben fest und brachte die ganze 


Apparatur, die sich auf einer Trolitaxplatte befand; in Apion Tem- 
peraturbiider. 


eats “i . { 


«| Serene von Hall-Konstante und Thermo ‘Riek ich 


mic ich am Handbuch der Experimentalphysik, Bd. XI, 2. Die Hall-Kon- 


Tabelle 1 
Sang ees | Hall-Effekt | Thermokraft 
| em/Coul, | “ Volt/Grad 
Gruppe I 
MR ane ~via S| normal . + 16 donee 519 
: = normal LOO — 514 
normal | + 198 — 492 
normal : — 489 
normal . — 615 
normal — 425 
= et a ee ey normal — 500 
Rhee Lath. Cae eran ws | anormal — 83 + 427 
Joplin  iagoemeeee / anormal + 300 
Freiberg ors anormal } + 4110 
Gruppe LI 
ee lpe Prager Teeter ei te normal | Pe i OG + 365 
Stas ketene ran es rd normal ba 08 oF 372 


_stante erhielt daher das positive Vorzeichen, wenn Primarstrom, Magnet- 
-feld und Hall-Spannung wie die z, y, z-Achsen eines rechtshandigen Koor- 
_dinatensystems zueinander orientiert waren. Die Hall-Spannung zahlte hier- 
_ bei positiv, wenn sie mit z wuchs. Die Thermokraft wurde positiv genannt, 
-wenn der thermoelektrische, positive Strom (nicht der Elektronenstrom) 
_ im Kristall in Richtung des Temperaturgefalles floB. 

Bei der ersten Gruppe handelt es sich um kristalline Bleiglanze, bei denen 
der lichtelektrische Effekt besonders grof und sehr gleichmabig iiber die 
Oberflache verteilt war. Es zeigt sich bei ihnen ein sicherer Zusammen- 
hang zwischen den Vorzeichen von Thermokraft und Hall-Spannung einer- 
- seits und der Richtung des Lichtstromes anderseits. Dem normalen licht- 
elektrischen Effekt entspricht namlich eine negative Thermokraft und 
positive Hall-Konstante. Die spezifischen Widerstande lagen eee in 
der GréBenordnung von 0,1 Q cm. 

Die beiden Stiicke der zweiten Gruppe zeigen den umgekehrten Zusam- 
_menhang. Sie bilden iiberhaupt eine Ausnahme im elektrischen Verhalten 
_ gegeniiber den Stiicken der ersten Gruppe. Wahrend bei denen der ersten 
Gruppe die lichtelektrische Empfindlichkeit, die ja mit der Nadel leicht an 
vielen Stellen gemessen werden kann, tiber die ganze Oberflache hin gleich- 
maBig verteilt war, schwankte sie bei den letzten beiden von Punkt zu Punkt 
sehr und war an vielen Stellen iiberhaupt nicht nachweisbar. Ihr spezifischer 
 Widerstand lag in der GréBenordnung von 50 Q cm. (Also 100mal so grob 
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schied festgestellt werden: Der Wideband der Stiicke ae a en Panel De 
nahm mit steigender Temperatur zu. Sie verhielten sich also wie Meta ne 
Der Widerstand der Stiicke der zweiten Gruppe aber nahm mit steigender 
Temperatur ab. Sie zeigten also ein typisches Halbleiterverhalten. 

Nimmt man nach HinTENBERGER an, daB das Vorzeichen von Ha 
Effekt und Thermokraft allein durch Blei- oder SchwefeliiberschuB be 
stimmt wird, so fiihren meine MeBergebnisse zu der Annahme, daB der 
lichtelektrische Effekt beim Bleiglanz und insbesondere seine Richtung 
aufs engste mit der stéchiometrischen Zusammensetzung verknipft st. 
(Und zwar entsprache bei den Praparaten der ersten Gruppe dem normale n 
lichtelektrischen Effekt eine Uberschwefelung.) Ich bin der Ansicht, daB 
der von mir gefundene Zusammenhang zunachst nur fiir die einzelnen 
Kristallchen (bei meinen Stiicken etwa 1 bis 2mm gro) gilt. Wenn in 
einem Stiick nebeneinander sowohl Kristallchen mit BleiiiberschuB als auch 
solche mit Schwefeliiberschu8 yorkommen, so kann dieser Zusammenhan g 
verwischt werden. Schon bei den Bleiglanzstiicken der zweiten Groppq : 
deren einzelne Kristallchen sehr verschiedene lichtelektrische Empfind- 
lichkeit zeigten, ist der Zusammenhang offenbar verwischt. Das Verhalten 
der Stiicke der ersten Gruppe, bei denen die lichtelektrische Empfindlicl % 
keit der Kristallchen so gleichmaBig und wohl deshalb so groB war, muB 
offenbar als das regulaére angesehen werden. Die beiden Stiicke der zweiten’ 
Gruppe hingegen, bei denen die lichtelektrische Empfindlichkeit der ve , 
schiedenen Stellen so sehr verschieden und teilweise Null war, kénnen wo a1 
nicht als typisch fiir den Zusammenhang von Thermokraft und Hall-Effekt 
mit dem lichtelektrischen Effekt angesehen werden. ; 

Diese Arbeit mufte im Juli 1942 wegen meiner Einberufung zur Wi chia 
macht vorzeitig beendet werden. Zu diesem Zeitpunkt waren zwar alle 
Thermokrifte gemessen, aber noch nicht alle Fall -Spacaiiinaetieeeeae 
durchgefiihrt (wie aus der Tabelle ersichtlich). Da aber die Vorzeichen von — 
Thermokraft und Hall-Spannung ausnahmslos die nimliche Beziehung zu- 
einander haben, diirfte die Thermokraft auch in den Fallen, wo die Hall- — 
Spannung nicht gemessen wurde, zum Vergleich mit dem lichtelektrischen _ 
Effekt ausreichen, . 

Die Arbeit wurde auf Anregung und unter Leitung von Herrn Prof. Cur. 
FUCHTBAUER im Physikalischen Institut der Universitit Bonn von August 
1941 bis Mitte Juli 1942 durchgefiihrt. + 
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K. Paiuiee und F. Rene. 
z. Zt. Haigerloch (Hohenzollern) und Bad Tdlz. 


Mit 14 Abbildungen, 


7. (Eingegangen am 8. August 1944) 
er 

Es gelang, genugend starke sOnpranigich ciate’ in praktisch gew ichtsloser Schicht 
bt zustellen, die eine genaue Aufnahme des 8-Spektrums”im magnetischen 


Be Spektographen ermoglichten. Das aufgefundene kontinuierliche Spektrum 
<onnte in drei Teilspektren zerlegt und die aus diesen Teilspektren zu erwartende 


_ y-Strahlung nachgewiesen werden. Die gefundenen Resultate wurden mit den Er- 


-_gebnissen alter Arbeiten und den Theorien von Fermr und Konopinskt und 


UHLENBECK verglichen- 


cc. 


1e, Hidewune: 
_ Wahrend der «-Zerfall bei den radioaktiven Atomarten theoretisch gut 


“noch nicht vor. Sehr viel leichter kénnte hier ein Fortschritt erzielt werden, 
wenn es gelinge, ein mdglichst einwandfreies experimentelles Material 

iiber die wichtigsten Erscheinungen des @-Zerfalls zu erhalten. Zwar sind 
die Zerfallskonstanten bzw. Halbwertszeiten fiir fast alle radioaktiven 
_ Kerne mit ausreichender Genauigkeit bekannt, man weiB aber z. B. tiber 
die Energieverteilung der Zerfallselektronen nicht gentigend Bescheid. 
~ Wohl 148t sich die maximale Energie der $-Strahlen im allgemeinen ziem- 
lich sicher ermitteln, aber es ist verhaltnismaBig schwierig, die genaue 
_ Form des 8-Spektrums zu bestimmen. Ohne deren Kenntnis kann man 


le 


_ jedoch die schon bestehenden oder zukiinftigen Zerfallstheorien nicht experi- 


_mentell priifen. Zunachst wird man danach trachten, méglichst einfache — 


-8-Spektren mit gréBter Genauigkeit zu messen. Es handelt sich dabei um 
alle die Falle, bei denen der $-Zerfall nicht von einer y-Strahlung begleitet 
_ ist und daher auch nicht zu einer oder mehreren Anregungsstufen des Folge- 

. kerns fiihrt. Das Spektrum ist dann durch die Uberlagerung mehrer ein- 
_facher Spektren mit verschiedenen oberen Grenzen zu kompliziert. Als 

Musterbeispiel kann das Spektrum des RaE dienen, das daher auch von 
_ den verschiedensten Autoren untersucht worden ist. Hierbei soll besonders 
auf die Arbeit von A. FLAMMERSFELD! verwiesen werden, da i in ihr ein- 


* Die Verdffentlichung ist aus 4uBeren Griinden verz6gert worden. 
1 FLAMMERSFELD, A.: Diss. Berlin 1928, ZS. Phys. 112, 727 (1939). 
: 15* 


Pecklart werden kann, liegt eine vollstandige Theorie des (-Zerfalls bisher _ 
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-g nd die eRe diskutiert werden, die bei einer Messung die Form 
des Spektrums sehr entstellen kénnen. Leider liegen die Verhiiltnisse bei 


den ubrigen natiirlichen 8-Strahlern sehr viel ungiinstiger, sei es, daB die . 


_ Spektren auBerordentlich kompliziert sind, oder daB die Lebensdauer der 
Strahler zu kurz ist. Durch die Entwicklung der kiinstlichen Radioaktivitat 
_ steht nun aber iiber das ganze periodische System der Elemente verteilt 
eine auBerordentliche Fiille von kiinstlichen §-Strahlern zur Verfiigung. 
Es sind auch bereits zahlreiche Untersuchungen an $-Spektren kiinstlich 
_ radioaktiver Substanzen unternommen worden, und zwar zuniichst der- 
jenigen besonders, die in gréBerer Intensitat hergestellt werden konnten. 
Zu diesen 8-Strahlern gehért auch das ;;As. Wie aus der Tabelle 4 érsicht- 
lich, liegen bereits mehrere Ergebnisse vor, die aber leider erheblich von- 
einander abweichen. Allerdings reichten die verfiigbaren Praparatinten- 
sitaten nur zur Untersuchung mit der Wilsonkammer und zu Absorptions- 
und Koinzidenzmessungen aus. Fiir eine genaue Bestimmung des Spek- 
trums ist aber, wie auch aus der angefiihrten Arbeit von FLAMMERSFELD 
_hervorgeht, eine Untersuchung im Vakuum mittels eines magnetischen 
@-Spektrographen unerlaBlich. Hierzu ist aber erforderlich, geniigend starke 
jsAs-Praparate herzustellen, die einerseits die Bedingungen einer linearen 


Strahlenquelle erfiillen, andererseits in praktisch gewichtsloser Menge vor- 


liegen. 
IT. Magnetischer 8-S pektrograph (experimentelle Anordnung) 


a) Magnet. Es wurde die zuerst von Danysz! verwendete Fokussierungs- 
methode benutzt. Bei dieser Methode werden die von dem zu untersuchen- 
den Praparat ausgehenden @-Strahlen im Felde eines Magneten halbkreis- 
formig abgebogen, wobei 8-Teilchen gleicher Geschwindigkeit auch gleiche 

; Kriimmungsradien erhalten. Die Registrierung der abgelenkten 6-Teilchen 
erfolgte im vorliegenden Falle mit dem Zahlrohr. 


FuBnoten 1-!? zur linksstehenden Tabelle Nr. 1: 


1 Brown, M. V.u. A. C. G. MitcHeLL: Phys. Rev. 50, 593 (1936). 
2 Harteck, P., F. Knauer u. W. Scuarrren: ZS. f. Phys. 109, 153 (1938). 


3 MitcHett, A. C. G., L. M. Lancer u. P. W. McDanteL: Phys. Rev. 57, 


1107 (1940). 

4 Noruine, F.: ZS. f. Phys. 111, 159 (1938). 

5 Noruine, F.: Arkiv Matem., Astron. och Fysik, Bd. 27A Nr. 27 (1941). 
6 SacaneE, R.: Proc. Phys. Math. Soc. Japan 21, 660 (1939). 

7 Sana, N. K.: Naturwissensch. 27, 786 (1939). 

8 ScHAEFFER, W. u. P. Harteck: ZS. f. Phys. 113, 287 (1939). 

9 THornTON, R. L.: Phys. Rev. 49, 207 (1936). 
10 Wet, G. L. u. W. H. Barkas: Phys. Rev. 56, 485 (1939). 
11 Yyasa, T.: Journ. de Phys. et le Radium, VIII, 140 (1941). 
122 Pupp, K. u. F, Renpetn: Naturwissensch., 31, 235 (1943). 


t DANYSZ, J.: C. R. 153, 339 (1911). 
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Seat ae K. Pasir nd e Renpet 
Oe asst gs Say: 
ey. Das Magnetfeld atte von einem Dineen baie ngelektroma- 
gneten geliefert. Der Magnet war mit Tellerpolschuhen von 28cm Durch 
messer versehen, die sich in einem Abstand von 70 mm voneinander be- 
fanden. Diese fiir die Messungen mit dem magnetischen -Spektrographe n 
geschaffenen Polschuhe ergaben iiber fast die ganze Flache eine sehr gute 
Homogenitat. Die Eichung des Feldes sowie die Priifung der Homogenitat 
im Raum zwischen den Polschuhen wurde mit Probespule und ballisti 
schem Galvanometer durchgefiihrt. Es zeigte sich dabei, daB bis zu einem 
Radius der Elektronenbahnen von 13 cm das Feld auf ca. 0,2% homogen 
war. Fiir die Festlegung der Eichkurve des Magnetfeldes wurde zunachst 
mit der Probespule eine relative Eichkurve aufgenommen und diese so- 
dann unter Benutzung der Linie F des 8-Spektrums von ThB mit dem 
von ELuis sehr genau bestimmten Ho-Wert dieser Linie (He = 1386) 
in absolute Werte umgerechnet. : iy 
’ b) Spektrographenkammer. Fiir die Konstruktion der Spektrographen- 
kammer waren folgende Gesichtspunkte maBgebend. Neben einer még- 
lichst genauen Bestimmung des $-Spektrums des ;3As sollten auch die von 
Harteck, KNAvER und ScuaerFreEr! beobachteten Positronen-einer nahe- 
ren Untersuchung unterzogen werden. Weiterhin sollte gepriift werden, 
ob und fiir welche Energiebereiche Koinzidenzen zwischen $- und ° 
Strahlen auftreten, um so eine Zuordnung der y-Strahlen zu den beim 
76As beobachteten 8-Teilspektren zu erreichen. Die Kammer war daher 
fiir die Durchfiihrung einer Reihe der verschiedensten Koinzidenzmessun- 
gen besonders eingerichtet. Im Laufe der Untersuchungen stellte sich aller- 
dings heraus, daB wegen der besonderen Verhialtnisse beim 7®As zuna 
nur ein Teil der vorhandenen Méglichkeiten ausgenutzt werden konnte. | 
Die Kammer hatte folgenden Aufbau: Auf einem 5 cm hohen Messing- _ 
rahmen waren auf beiden Seiten mit je einer Gummidichtung zwei 1 cm _ 
—starke Pertinaxplatten als Boden und Deckel angebracht. Um die Inten- 
sitat der von den Wanden kommenden Streustrahlung herabzusetzen, 
wurden diese ebenfalls mit 1,5 mm starken Pertinaxplatten ausgekleidet. 
Die Wandstarke der Kammer betrug 2,5 cm. Um die Anwendbarkeit der _ 
Kammer mdéglichst vielseitig zu gestalten, wurde diese mit drei Zahlrohren | 
ausgeriistet, die sich an verschiedenen Stellen zwecks Durchfihrung von 
Koinzidenzmessungen anbringen lieBen. Von diesen Anordnungsmég- 
lichkeiten sollen hier jedoch nur die bei der Untersuchung des 7*As be- — 
nutzten beschriebenen werden. Es sind dies: “ 
1. Die Anordnung der Fig. 1: Benutzung der Kammer als einfacher — 
@-Spektrograph. Wegen der in dieser Anordnung von Blende und Zahl- 
rohr zur Verfiigung stehenden groBen Kriimmungsradien (max. 10 em) ver-_ 
ty fiigt der Spektrograph liber ein auBerordentlich gutes Auflésungsvermégen 
und gestattet eine sehr genaue Untersuchung des Sank Spektrums. 
Lt 
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ae Re eS fe | Helper 
2: Die nordnung der Fig. 2: Benutzung der Kammer zur Messung 

Koinzidenzen zwischen Elektronen und Positronen unter der Voraus- 

setzung, daB diese aus einer Paarerzeugung durch y-Strahlen entstanden 


_< 


sind. Das eine Zahlrohr bleibt hierbei in unveriinderter Stellung, wahrend 


ks 


Zahlrobr (2D) Zahlrohr (2 
Praparat(P) \ Blende (61) Wane fe 
— Spalt 2 2 : Spalt (5) Teens 
Fig. 1. Benutzung der Kammer Fig. 2. Benutzung der Kammer zu Koinzidenz- i, ee 
als einfacher 8-Spektrograph. messungen zwischen Elektronen und Positronen. re. 
das andere Zahlrohr beweglich angeordnet ist, um die bei Ursprung der ia 


Positronen aus Paarerzeugung fiir derartige Spektren charakteristischen — ok eS 
Asymmetrien ausgleichen zu kénnen. mite ts 


3. SchlieBlich wurde die Anordnung der Fig. 3 benutzt: Der im Ma- 


_gnetfeld abgelenkte Elektronen- oder Positronenstrahl muB hierbei hinter- Pur BS 
einander zwei Zahlrohre durchlaufen, die so angeordnet sind, daB sie ge- Vo : 
nau im Strahlengang liegen. Da beide Zahlrohre-mit einem Koinzidenz- ee 


4 verstarker verbunden sind, erfolgt die Registrierung eines Teilchens nur | 
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Fig. 3. Benutzung der Kammer als einfacher 6-Spektrograph. — Registrierung 
mit zwei Zihlrohren in Koinzidenzschaltung zur Verminderung des Nulleffektes 
\ durch y- und Streustrahlen. 


- dann, wenn dasselbe beide Zahlrohre durchlaufen hat. Diese Anordnung _ 
bietet den Vorteil, daB mit ihr auch bei Vorhandensein eines betrachtlichen 
Nulleffektes durch y-Strahlen noch sehr schwache Intensitéiten gemessen 
werden kénnen. _ 

¢) Blende und réumlicher Winkel. Der zur Ausblenduag verwendete 
‘Spalt hatte eine Breite yon 6 mm. Da sich der Spalt, der eine Oberfliche 
yon 0,9 cm? hatte, im Abstand von 2cm yom Praparat befand, ergab sich 

ein raumlicher Winkel von etwa 2 x 107%. 

d) Zihlrohre. Die fir die Registrierung der $-Strahlen verwendeten 

-Zahlrohre. bestanden aus einem Messingzylinder von 3mm Wandstirke, 
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thee g eax igiseS Nec he 
in der sich ein Fenster von 1 X 15 mm? befand. Das Fenster wa durch ei a 
{0u-Glimmerfolie verschlossen. Die Lange des Zahlrohrs betrug 3,3 ¢ oe 
der Durchmesser 1,5 cm. Als Zahldraht wurde ein 0,2 mm starker Platin- rs 
draht benutzt. Gefiillt waren die Zahlrohre mit 6,5 cm Hg-Druck Argon 

und 41,5 cm Hg-Druck C,H;OH. Das in der Anordnung der Fig. 3 benut ; 
Zahlrohraggregat war folgendermaBen aufgebaut: Die Fenster zweier hin- 
tereinander aufgestellter Zahlrohre waren so angeordnet, daB die unter 
dem EinfluB des Magnetfeldes abgebogenen Elektronen oder Positronen — 
nacheinander beide Zahlrohre durchlaufen muBten. Die 2,5 mm starken — 
Messingkathoden beider Zahlrohre hatten eine Lange von 3,3cm und — 
einen Durchmesser von 1,5 cm. Auch hier wurden Platindrahtanoden von _ 
0,2 mm Starke benutzt. Die Fiillung bestand wieder aus 6,5 cm Hg-Druck — 
Argon und 1,5 cm Hg-Druck C,H,OH. Das erste im Strablengang liegende- 
Fenster hatte eine Oberflache von 10 15 mm? und war durch eine 10y- 
Zellophanfolie verschlossen, wahrend die beiden folgenden Fenster 2X 15. 
mm? groB waren. Zwischen diesen beiden Fenstern befand sich im Verlauf_ 
der vorliegenden Messungen eine 3y-Al-Folie, so da8 die zu untersuchenden ~ 
Strahlen insgesamt 10y. Zellophan und 3 u Al zu durchlaufen hatten. Wegen” x 
der geringen Dicke der VerschluBfolien lieBen sich die Messungen au he ) 
auf das weichere Gebiet des Spektrums ausdehnen, was gegeniiber den bis- — 
her in dieser Weise durchgefiihrten Versuchen! einen erheblichen Fort- _ 
schritt bedeutet. 7 
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III. Messungen von -y-y- und 8-y-Koinzidenzen (experimentelle Anordnung). 
~ Z 


Da sich wegen der besonderen Verhaltnisse beim 33As die fiir die Zu-_ 
ordnung der y-Strahlen zu den $-Teilspektren notwendigen Koinzidenz- — 
messungen innerhalb der Spektrographenkammer nicht durchfiihren lieBen, — 

wurden diese Messungen zusammen mit der _ 

Bestimmung der y-Energien in den in Fig. — 

4-6 wiedergegebenen Anordnungen vor- — 

genommen. a 

Fiir die Messung der y-Strahlenenergien _ 

aus Koinzidenzen von Compton-Elektronen 

wurden zwei Zahlrohre (100 u-Al-Kathoden, 

mathe Fs 2 Lange 5 cm, Durchmesser 2 cm, 0,2 mm — 
schiedener Stérke Ve-Drahtanode mit einer Fiillung von 6,5 cm 
Reiatieruny von. Kolnndennen Cy gues neon Und 119 cm Hg-Druck © 
durch Compton-Elektronen (Ener- CgH;OH) so angeordnet, daB der Abstand — 
giebestimmung von »-Strahlen),— - ‘ 
ihrer Achsen 4 cm betrug. Das Praparat 

wurde hinter einem Al-Absorber vor beiden Zahlrohren aufgebaut (s._ 
Fig. 4). Die Stiirke des Absorbers wurde dabei so gewahlt, daB sie ge-_ 


Préparat 
* 


* Aricuanow, A. J.u. G.S. Latysenev: Journ, Phys. (USSR.) III, 263 (1940). ‘ 


rales von ae Quelle Secure @-Strahlen zu SE aictite (Ab- 
sorberdicke fiir As-Messungen = 0,7 cm Al). Zwischen den beiden Koinzi- 
denzzahlrohren lieBen sich Absorptionsbleche verschiedener Stiirke an- 
bringen, und zwar wurde die Absorberdicke so weit erhoht, bis keine » 
Koinzidenzen mehr auftraten. Aus einer von Curran, Dee und Pr- 
TRZILK A? gegebenen Kurve lieB sich die maximale Bihereie der die Ko- 
inzidenzen verursachenden y- Strahlung in Abhiingigkeit von der Absor- 
berdicke zwischen den Zahlrohren ermitteln. Weiterhin lie® sich aus der 
von MircHELL und LANGER angegebenen Beziehung 


jad D, = C, Glue 

A by ¥ (E/me)+1 

ae mittlere Energie der y- Surahhing bestimmen. C, ist dabei eine’ Kon- 
3 


 stante, die aus Eichmessungen mit einer y-Strahlung bekannter Energie 
ermittelt wurde. D, ist die Absorberdicke in g/cm?, die nétig ist, um die 


_Zahl der registrierten Koinzidenzen auf die Halfte zu vermindern. Das 
-gleiche Verfahren 1aBt sich auch fiir C, bzw. D } durchfiihren. Da jedoch 
F £ 


die auf Grund der Halb- bzw. Viertelwertsdicke des Absorbers gewonne- 


E Praparat 
io LahlrohrT | Zablrohr It 
—-" Zahlrobrl ap ohn IT ' M-Absorber Absorber 
Praparat - verschiedener Starke : 
Fig. 5. Zahlrohranordnung Fig. 6. Zahlrohranordnung 


zur Registrierung von y-y-Koinzidenzen. zur Registrierung von 6-y-Koinzidenzen. 


_ nen Ergebnisse bei Vorhandensein mehrerer y-Strahlungen (wie z. B. beim 
76As) nur einen Mittelwert aller -Energien ergeben, lassen sich im vor- 
liegenden Falle keine sicheren Angaben iiber die weiteren ~7-Energien 
machen. 

Fiir die Messung von y-y-Koinzidenzen wurden die Zahltohre in Anord- 
nung der Fig. 5 betrieben. Die Quelle war mitten zwischen den Zahlrohren 
angebracht und durch je einen Al-Absorber gegen die Zahlrohre geschutzt. 
Die Starke der Al-Absober war auch wiederum so gehalten, da alle von 
der Quelle ausgehenden (-Strahlen absobiert wurden. 

Fiir die Messung von -y-Koinzidenzen waren die Zahlrohre in folgen- 
der Weise aufgebaut (siehe Fig. 6). Das eine Zahlrohr - II in Fig. 6. - 


1 Curran, S. C., P. I. Deu. V. PetrZiuKa> Proc. Roy. Soc. London (A) 169, 
269 (1938). 
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wurde wiederum denote einen stares “ale Absines gegen ae Q 
‘ schiitzt und zahlte daher nur die durch die y-Strahlung des zu unte a 
suchenden Praparates verursachten Compton-Elektronen. Zwischen dem 
zweiten Zahlrohr — I in Fig. 6 — und der Quelle lieBen sich Al-Absorp 
tionsbleche verschiedener Starke anbringen, so’daB in diesem, die 6-Strahlen 
me, registrierenden Zahlrohr, Elektronen verschiedener Energien geme en 
wurden. Da jedoch der Wirkungsgrad des Zablrohrs fiir 8-Strahlen mit 
etwa 98% gegeniiber dem Wirkungsgrad fiir y-Strahlen (etwa 1 bis 3% in 
Abhangigkeit von der Energie der y-Strahlung — fiir y-Strahlen von 1 bis 
3 MeV -) betrachtlich héher liegt, empfiehlt es sich bei der Messung von — 
8-y-Koinzidenzen, die 8-Strahlen mit einem Fensterzahlrohr zu registrieren 
Ph) Die ausgenutzten Wirkungsgrade der Zahirohre, d.h. die unter Beriick- 
rae sichtigung des raéumlichen Winkels usw. bestimmten Wirkungsgrade, 
iam verhalten sich hierbei namlich in einem fiir die Durchfiihrung der Mes- 
sungen wesentlich giinstigeren Verhaltnis zueinander. AuBerdem lassen sich 
’ bei geniigend diinnen ZahlrohrverschluBfolien die Koinzidenzmessungen — 
auch auf den unteren Teil des -Spektrums ausdehnen. Es wurden daher 
folgende Zahlrohre verwendet: 
1. 6-Zahlrohr mit 2mm starker Messingkathode, deren Durchmesser 
und Lange 2 bzw. 5 cm betragen. AuBerdem weist dieses Zahlrohr ein | 
50 mm? groBes Fenster auf, das durch eine 10 yu starke ero re 
verschlossen ist. 
Sy 2. y-Zahlrohr mit 1 mm starker Messing-Kathode von 5 cm Linge und — 
2cm Durchmesser. : ; 
Beide Zahlrohre haben Fe-Drahtanoden von 0,2 mm Starke und sind rit 
6,5 cm Hg-Druck Argon und 1,5 em Hg-Druck C,H,OH gefiillt. ‘ 
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a IV. Herstellung des Prdparates 
2, 


Fur die Untersuchung im magnetischen 4-Spektrographen miissen die 4 
Arsenpriparate in méglichst gewichtsloser Schicht vorliegen, um die Ab-— 
sorption der -Strahlen im Priparat selbst gering zu halten, AuBerdem muB — 
y als Praparatunterlage ein méglichst leichtes Metall gewahlt werden, um_ 
Bare” die Riickstreuung der -Strahien herabzudriicken. Da weiterhin noch die = 
Bedingung einer linearen Strahlenquelle erfiillt sein sollte, lag also die Auf-— 
cine gabe vor, das aktive 78As praktisch ohne gréBere Mengen inaktiver Atome _ 
viae auf einen diinnen Aluminiumdraht abzuscheiden. : 
; Das 7*As gewinnt man am giinstigsten aus einem (n, y)-Proze8 durch — 
at, Bestrahlung yon Arsen mit langsamen Neutronen, also 


AAs + oti = jsAs + Y- 


cae Man muf daher das bei der Bestrahlung entstandene radioaktive Arsen 
Me; von der groBen Menge des inaktiv gebliebenen Arsens abtrennen. 


‘ A und Se zuerst beim kiinstlich aktiven ea durdage fib ted Tren- 
“nung beruhen. Diese Methode konnte unter Ausnutzung der Tatsache, daB 
im Getic tans die durch Bestrahlung organisch gebundener' Atome ent- 
‘stehenden radioaktiven Atome als Ionen vorliegen, von O. ERBACHER und 
_K. Puitiep? bedeutend verbessert werden. Sie konnten z. B. beim Brom 
eine Anreicherung von 101° erzielen. Leider ist dieses Verfahren beim Arsen 
“nicht ohne weiteres brauchbar, da es die Verwendung einer in Wasser un- 
léslichen, nichtionisierten organischen Verbindung erfordert. Die hier in 


ersetzlichkeit dazu wenig. geeignet. Fay und Panetu® hatten durch Be- 
‘strahihng des gasformigen Arsenwasserstoffs und Sammlung des aktiven 
Asi im elektrischen Feld immerhin eine Anreicherung von der GréBenord- 
=. ng 104 erhalten, aber diese Methode ist naturgemaB fiir die Erreichung 
_starker Praparate nicht verwendbar. Fiir die vorliegende Arbeit war es da- 
her yon gr6Btem Interesse, daB in unserm Institut K. StarKe‘ ein neues 
Verfahren ausarbeitete, das die Verwendung der in Wasser leicht léslichen 


in gréBeren Mengen bequem zu beschaffen ist. Dieses neue Verfahren um- 
faBe folgende Arbeitsgange: 


_ 4. eine zunachst noch unvollkommene Anreicherung des radioaktiven 
_ As durch Adsorption. ; 
_ 2. vollkommene Trennung von der bestrahlten As-Verbindung durch 
_chemische Fallung unter Verwendung einer Tragersubstanz und 

3. Isolierung und Abscheidung des radioaktiven As. 
K. Srarke erreichte hierbei eine Anreicherung von 107 und Praparat- 
starken von 0,001 mg Radiumaquivalent. 


_ Nach diesem Verfahren wurden nun die fiir die Messungen verwendeten 
As-Praparate folgendermaBen hergestellt: 

Natriumkakodylat (CH;), AsOONa, je 1,1 kg in 3 Liter H,O gelést, 
wurde durchschnittlich etwa 10 Stunden mit Jangsamen Neutronen bestrahlt. 
-. Die bestrahlte Losung wurde mit einige Tage in H,O suspendiertem MgO 

_ -yersetzt und kraftig geschiittelt. Um méglichst viel aktiviertes As zu adsor- 
bieren, wurde der Vorgang mehrmals wiederholt. Das abfiltrierte MgO, das 
_ den gréBten Teil des aktiven As mit sich fiihrt, wurde mit HCI unter Er- 
 warmen in Lésung gebracht. Die salzsaure Lésung wurde auf etwa 800 
bis 1000 cm? mit H,O aufgefiillt und dieser stark verdiinnten Losung 


1 Szitarp, L. u. T. A. CHatmers: Nature, 134, 462 (1934). 

2 Erpacuer, O. u. K. Putiipp: ZS. f. phys. Chem. (A) 176, 169 (1936); Ber. 
- Dtsch. chem. Ges. 69, 893 (1936). 
3 Fay, J. W. J.u. F. A. Panetu: Journ. Chem. Soc., London 384 (1936). 
4 SrarkE, K.: Naturwissensch. 28, 631 (1940). 


Re kommenden Arsenverbindungen sind wegen ihrer Giftigkeit und 


_ Kakodylsaure gestattete, die den Vorteil hat, daB sie sehr bestindig und — 


* 


HO, hinzugefiigt. Sodann wurden 10 bis 25 cm? 1,25%ige Na,HPO, 
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nach Versetzen mit einem Uberschub von. NH,C1! antes Tropfen 


Lésung hinzugegeben. Hierauf erfolgte die Fallung zunachst tropfenweise — 
mit 2,5%igem NH,OH, sodann mit 25%igem NH,OH bis zur alkalischen 
Reaktion. Aus dieser Lésung wird das aktive As zu 100% als mit dem 
Phosphat isomorphes MgNH, AsO, abgeschieden, wahrend das durch Aa ; 
sorption am MgO in Form yon Kakodylsaure mitgefiihrte As in Lésung 
bleibt: Der aktive Niederschlag wurde nach Messung im {- -Elektroskop — 
mit 20%iger H,SO, vom Filter abgelést und diese Lésung zur Abschei- | 
dung des aktiven As nach dem von MarsH angegebenen Verfahren ver-— 
wendet. Die schwefelsaure As-Lésung tropft dabei in einen Kolben mit Zn. — 
Der sich entwickelnde AsH, wird durch einen etwas starkeren Wasser- — 
stoffstrom mitgerissen und gelangt in ein Quarzrohr, das sich in einem Ofen 
befindet. Wahrend der Abscheidung betragt die Temperatur dieses wees 
640 bis 660° C. Der AsHy zersetzt sich im Ofen und das aktive As scheide 
sich, je nach Bedarf, auf einer Al-Folie oder einem 0,2 mm starken Als 
Draht ab, die an einem Messinghalter befestigt sind, der zur Kiihlung in ~ 
Kohlensaureschnee gesteckt wird. Fig.7 stellt die zur Abscheidung des— : 
aktiven As benutzte Apparatur dar. ; 


Zink Hg 0 Zink 
Fig. 7. Apparatur zur Abscheidung des **Arsens . 


Da uns durch das freundliche Entgegenkommen des Max-Planck-In- _ 
stitutes die dortige Hochspannungsanlage zur Verfiigung stand, konnten 
sogar Priiparate von 0,1 mg Radiumaquivalent hergestellt werden. Hierbei 
muBten 14 Liter waBrige Natriumkakodylatlésung, in der 2,4 kg As ent- ; 
halten waren, an zwei aufeinander folgenden Tagen je etwa 10 Stunden’ 
lang mit langsamen Neutronen bestrahlt werden, Aus dieser Lésung wurde 
das entstandene radioaktive As praktisch restlos auf ein Filter abgeschie- 
den, das im {-Elektroskop eine Aktivitét entsprechend 0,5 mg Radium- 
aiquivalent aufwies. Hiervon konnten dann nach dem Marsuschen Ver- 
fahren tiber 20% der gesamten Aktivitiit auf einen etwa 1 cm langen und 0,2 
mm dicken Al-Draht als Arsenspiegel abgeschieden werden, Dieser relativ. 
diinne Draht trug also in sehr diinner Schicht iiber 20% der durch Bestrah- 
lung von 2,4 kg As erhaltenen radioaktiven As-Atome. Auch bei dieser 


viel gréBeren Ausgangsmenge als bei STARKE war die Anreicherung gréBer 
als 107. 


& 
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V. MeBergebni Isse. 


a) Biba des **As. Die Halbwertszeit des 7@As wurde im Verlauf 
mehrerer MeBreihen teils mit dem Zahlrohr und teils mit dem 6-Elektroskop u 
bestimmt. Bei beiden Methoden wurde der Abfall eines As- -Praparates j je- ae 
weils iiber mehrere Tage verfolgt. Beide Methoden ergaben eine Halb- 
wwertszeit yon 26,1 + 0,3 h. ea. 
_ b) Die obere Grenze des 8--Spektrums des 7®As. Im Verlauf der Unter- Peat 
‘suchungen mit dem magnetischen §-Spektrographen wurde die obere Prac. 
Grenze des 8~-Spektrums mit 3,15 +0,05 MeV ermittelt. Eine zuVergleichs) = 
zwecken durchgefiihrte Absorptionsmessung ergab in guter Ubereinstim- 
mung hiermit einen Wert von 3,2 + 0,2 MeV. 


Infensitif —= 
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BIE. 8. Das @-Spektrum des **As. (Messungen mit dem magnet. 6-Spektographen,) 


c) Die Form des 6--Spektrums des 7As. Fig.8 zeigt die Form des 8~-Spek- 

- trums (Ho-Darstellung) auf Grund der im magnetischen §-Spektrographen 

durchgefiihrten Messungen. Das Spektrum zeigt ein Maximum bei etwa 

0,5 MeV und im iibrigen einen Verlauf, der auf eime Zusammensetzung 

aus mindestens zwei Komponenten schlieBen laBt. AuBerdem wurde im 

-Gebiet von 0,3 bis 0,7 MeV eine Reihe von sehr schwachen Elektronen- 
linien gefunden. 

d) Die Positronen des **As. Mit dem magnetischen {- Spektrographen 
lieBen sich bei den vorliegenden Praparatintensitaten Positronen nicht nach- 
weisen. Zusatzlich durchgefiihrte Wilsonkammeruntersuchungen ergaben 
ein Positronenspektrum mit einer oberen Grenze von etwa 1 MeV. Es laBbt 
sich hierbei aber nicht unterscheiden, ob diese Positronen aus einer Paar- E 
erzeugung durch die 2,1 MeV-y-Strahlung des 7°As herriihren, oder aber es 
ihren Ursprung in einem @+-Ubergang zu j:Ge haben. In letzterem Falle Cfatie 
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miiBte dann die Intensitat der Zerfallspostronen weit “unter ve > dex < , 
Intensitat liegen. 

e) Energiebestimmung der + -Strahlen. Durch RRS Absorption ons 
messungen an Compton-Elektronen konnte die maximale Energie der 
y-Strahlen des 7®As zu 2,10 + 0,05 MeV einwandfrei bestimmt werde 
Die ebenfalls an Hand von Koinzidenzmessungen an Campton Bleleceoa 
unter Benutzung der von MitcHeLt und Lancer! gegebenen Beziehung 
(vgl. S. 231) durchgefiihrte Bestimmung der mittleren Energie der y-Strah- 
len ergab einen Wert von etwa 1,7 MeV. Weiterhin zeigten Untersuchun- 
gen mit dem magnetischen 8-Spektrographen im Gebiet von 0,3 bis0,7 MeV 
eine groBe Zahl (mehrere Gruppen) von Elektronenlinien, die auf pine 
,innere Umwandlung“ einer y-Strahlung entsprechender Energie zuriick- 
zufiihren sind. Die Zuordnung dieser Linien ist aber sehr schwierig. Die 
Vermessung der Linien im Zahlrohrspektrographen ist namlich dadure 
erschwert, daB sich die Linien wegen ihrer geringen Intensitat nur sehi 
schwach iiber die statistischen Schwankungen erheben, denen die einzelnen 
Punkte des Kontinuums unterworfen sind. 

f) Weitere Koinzidenzmessungen zur Bestimmung der ,,inneren Ena de 
punkte“ des komplexen 8-- Spektrums des 7*As. Die zur Klarung des Z 
sammenhanges der beobachteten y-Strahlen mit den einzelnen Kompo- 
nenten des $~-Spektrums durchgefiihrten Koinzidenzmessungen hatten — 
folgendes Ergebnis: Fiir die y-y-Koinzidenzen wurde ein Wert von 0,36— 
Koinzidenzen pro 1000 y-Quanten gefunden. Diese hohe Zahl der y-y-Koin- 
zidenzen macht das Vorhandensein von Kaskadenspriingen wahrschein- © 
lich, die allem Anschein nach im Gebiet der 0,3 bis 0,7 MeV-y-Strahlen 
liegen. 

Die Messungen von $-y-Koinzidenzen bestatigen einmal das auch in der — 
Gesamtform des 8~-Spektrums deutlich erkennbare erste Partialspektrum — 
(Emax = 1,1 + 0,1 MeV), wahrend die Tatsache, daB sich das Koinzi- — 
denzspektrum tiber eine 8-Energie von 1,1 MeV hinaus erstreckt, das Vor 
handensein eines weiteren Paitialspetrians angibt. Eine genaue Bestim- | 
mung der oberen Grenze dieses Teilspektrums ist jedoch wegen der mit 
zunehmender Absorberdicke stark ansteigenden Zahl der -y-y- Koinziden- 
zen nicht mdglich. Da sich dieses Teilspektrum weitgehend mit dem 3, 15) 
MeV-Spektrum tiberlagert, wird die Gesamtform des 8--Spektrums durch 
diese weitere 8-Komponente nicht grundlegend verandert. Lediglich das 4 
Ende des gesamten $~-Spektrums deutet das Vorhandensein eines weiteren — 
Partialspektrums mit einer oberen Grenze von etwa 2,7 MeV an. Diese 
komplexe Natur des Endes des Spektrums kommt noch deutlicher in dem _ 
spiter (S. 240) beschriebenen Fermi-Diagramm des 6--Spektrums zum 4 
Ausdruck. Eine unter diesen Gesichtspunkten vorgenommene Zerlegung — 
des im magnetischen $-Spektographen gemessenen 6--Spektrums (vgl. — 


+ Mircuent, A.C. G.u. L. M. Lancer: Phys. Rev. 52, 137 (1937). 


Nan dee Pattiddspektien zeigt die Figur 9, Wie aus dieser Darstellung 
23 htlich, wird die bisherige 3,15 MeV- -Konaponente hierbei nochmals 
in zwei annihernd gleich grofe Partialspektren aufgeteilt, die sich in ihrer 
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Fig. 9. Aufteilung des 6=-Spektrums des **As in drei eit ee rey a 
: 
5 nicht wesentlich voneinander unterscheiden. Die Thisudtate cans bernie; 


der drei so gewonnenen Teilspektren liegen bei 0,3, 0,95 und 1,1 MeV. 
Die beiden ersten Spektren enthalten etwa je 30%, das dritte Teilspektrum atts 
~ etwa 40% der Intensitat des Gesamtspektrums. oa 


An VI. Diskussion. 1 
a) Vergleich mit dlteren Messungen. Von den alteren Messungen verdie- Ri 
nen die Wilsonkammer-Untersuchungen von HarTeck, KNAUER und . 
- ScHAEFFER! und die Koinzidenzmessungen von MircHe.i, Lancer und 
Mc Danret! sowie Norrinc! besondere Beachtung. 

~ Harteck, KNAUER und ScHAEFFER kommen bei der Auswertung ihrer 
Wilsonkammer-Untersuchungen sowie einer Zerlegung des Spektrums 

nach Konopinski und UHLENBECK? zu einer oberen Grenze von ca. 3,2. 

_ MeV. AuBerdem wird eine zweite -Komponente mit einer Grenzenergie 
yon etwa 1,3 MeV angegeben. Weiterhin wird aus einer Beobachtung von 
 Elektronen-Positronen-Paaren auf das Vorhandensein von y-Strahlungen 

~ yon 1,5, 2,16 und 3,15 MeV geschlossen. Ein direkter Positronenzerfall 

(Ubergang von j3As zu j:Ge) wird mit ungefahr 1% angenommen. Das 
hierbei entstehende Positronenspektrum wird als zweifach komplex an- 

~ gesehen. Die oberen Grenzen der beiden #*-Komponenten werden zu 0,7 

und 2,6 MeV bestimmt. 


TTS 25. S, 240. 
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‘Die im Verlauf der. Farkeeenaes Arbeit dfareh Absorptionsmessungen. 
und Untersuchungen im magnetischen $-Spektrographen gefundene obere — = 
Grenze ist zwar in guter Ubereinstimmung mit den von HARTECK, KNAUER | 
und ScHAEFFER angegebenen Wert, doch muB dabei beriicksichtigt wer- 
den, daB Harreck, KNAvER und ScHaeFFER diese Angabe auf Grund — 
einer Zerlegung des experimentell gefundenen Spektrums nach Kono- ‘tr 
pINskI und UHLENBECK machen und daB diese Darstellungsart erfahrungs- 2 
gemaB eine gegeniiber den gemessenen Werten um etwa 20% zu hohe maxi- — 
male Energie ergibt. Der gemessene Wert liegt wie auch bei allen anderen 
Wilsonkammer-Untersuchungen von WeiL und Barkas', BrRowN 
MircHELt! nur bei etwa 2,7 MeV, also betrachtlich niedriger. Die von ~ 
MitcHELL, Lancer und McDanret durch Absorptionsmessungen be-— 
stimmte obere Grenze von 3,24 + 0,20 MeV fallt dagegen mit den Ergeb- 
nissen der.vorliegenden Arbeit zusammen. Weiterhin haben HARTECK, ~ 
KNAvUER und ScHAEFFER eine $-Energie von 1,3 MeV angegeben. Ein 
entsprechendes Teilspektrum wird auch von WeiL und BARrKAs mit 0,97 
MeV und Brown und MitcHext? mit 1,09 MeV sowie Sacane! mit 1,31 
MeV gefunden. Das Vorhandensein eines derartigen Teilspektrums ist ~ 
auch durch die jetzigen Messungen mit dem magnetischen 8-Spektro- — 
graphen bestatigt worden, und zwar zeigt die Gesamtform des 8-Spek- _ 
trums (vgl. Fig. 8) direkt eine Zusammensetzung aus zwei Komponenten > 
mit den Grenzenergien von 1,1 + 0,1 MeV und 3,15 + 0,05 MeV, von 
denen die letztere bei eingehender Analyse wiederum in zwei Komponen- 
ten von 2,7 + 0,2 MeV und 3,15 + 0,05 MeV aufspaltet. MircHELL, ~ 
Lancer und McDaniev schlieBen aus Koinzidenzmessungen ebenfalls - ¥ 
auf drei Komponenten mit den oberen Grenzen von 0,5, 1,5 und 3,2 MeV. — 
Allerdings kannten die genannten Autoren nicht die genaue Form des 8-- 
Spektrums. Ein Vergleich des Koinzidenzspektrums mit der im magneti-— 
schen §-Spektographen gewonnenen Energieverteilung der $-Strahlen 
zeigt, daB bei 0,3 MeV das erste Partialspektrum sein Maximum hat. Da 
iiber 0,3 MeV die Intensitit dieses Teilspektrums und damit auch die Z ahl 
der 6-y-Koinzidenzen schnell abnimmt, wurde von MITCHELL, LANGER | 
und McDanigL die obere Grenze dieses Spektrums erheblich zu niedrig 
geschatzt. Da auch von ihnen iiber eine 8-Energie von 1,1 MeV hinaus 
-y-Koinzidenzen beobachtet werden, mu eine weitere 8-Strahlung vor- 
handen sein, die noch nicht in den Grundzustand des {'Se iiberfiihrt und— 
die dem ‘Teilspektrum von 2,7 + 0,2 MeV der vorliegenden Arbeit ent-— 
spricht, von den amerikanischen Autoren aber aus gleichen Griinden wie 
beim ersten Partialspektrum zu niedrig geschatzt wurde. Da die obere 
Grenze dieses Spektrums bei einer so hohen Energie liegt, wurden auch — 
von Mircuert, LANGER und McDaniet bis fast zum Ende des gesamten 
(-Spektrums (-y-Koinzidenzen gefunden. Sie kamen daher zu der Annahme, — 
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uch die gréBte -Energie von 3,2 MeV noch nicht in tay Gina s Ye eae 
zustand des 2iSe wiberfiihrt, sondern erst in einen angeregten Zustand und he 
von diesem dann durch y-Strahlung in den Grundzustand. Eine genaue pee 
Ei intscheidung dieser Frage ist jedochin diesem Energiegebiet sehr erschwert, pia 
da gegen Ende des §-Spektrums wegen der wachsenden Absorberdicke die — . 
Z Zahl der y-y-Koinzidenzen wesentlich grdBer wird als die hier schon shia A ie ae 
eringe Zahl der 8-y-Koinzidenzen. Teh bs 
_ Das von NorinG gemessene Spektrum der (-y-Koinzidenzen stiitzt nS 
sh auf eine verhaltnismiBig geringe Zahl von MeBpunkten und ist des- 
alb wesentlich ungenauer als die von MircHELL, LANGER und McDANiEL 
und im Verlauf der vorliegenden Arbeit gemessenen 8 -y-Koinzidenzspek- 
tren. Trotzdem ist auch hier deutlich ein ahnlicher Verlauf erkennbar, an 
ae dessen NorLinG in Anlehnung an die Ergebnisse-von Harteck, 
NAUER und SCHAEFFER ebenfalls zu Maximalenergien von 1,1, 2,6 und 
:. MeV fir die drei Teilspektren des 7*As gelangt. Es ist hier vielleicht = 
interessant darauf hinzuweisen, daB Hartreck, KNAveR und ScHAEFFER Ma, 
ih e nach der Witsonschen Nebelmethode gefundenen MeBwerte in ete. 
K-U-Diagramm eingezeichnet haben, das zwei verschieden geneigte Ge- 
raden ergibt. Hieraus haben sie dann die yermutliche Form des 'Gesamt- 
pipakeeitis berechnet. Dieses so ermittelte Spektrum zeigt bereits groBe Ahn- 
hkeit mit dem im magnetischen §- Speliecerannes direkt paeernensenen 
B-Spektrum. 
_ Das von Harteck, Kyaver und ScHarrrer gefundene zweifach kom- E 
-plexe Positronenspektrum konnte im Verlauf der vorliegenden Unter- HOR 
suchungen bisher nicht beobachtet werden. Wahrend, wie schon erwahnt, ' 
bei Kontrollmessungen mit der Wilsonkammer nur die weiche Positronen- 
-gruppe gefunden wurde, verliefen die verschiedensten Einfach- und Koin- 
zidenzmessungen mit dem magnetischen @-Spektrographen bisher ergeb- ~ 
-nislos. Da sich aber die Aussagen von Harteck, KNAUER und SCHAEFFER 
“nur auf die Beobachtung einer verhaltnismaBig geringen Zah] von Posi- 
tronenbahnen (34 Bahnen fiir die 0,7 MeV-Komponente und 11 Bahnen 
‘fiir die 2,6 MeV-Komponente) stiitzen, bedarf die Frage des Positronen- 
7 -spektrums des 76As noch einer Klarung durch weitere eingehende Unter- 
suchungen. ; 
Von den von Harreck, Knauer und Scuarrrer beobachteten y-Strah- ay 
_ lungen bei 1,5, 2,1 und 3,15 MeV konnte nur die 2,1 MeV-y-Strahlung ks 
mit Sicherheit nachgewiesen werden (Koinzidenzabsorptionsmessungen an 
‘Compton-Elektronen), Wenn sich auch aus den Koinzidenzmessungen der 
-vorliegenden Arbeit ein Mittelwert der y-Energien von 1,7 MeV ergibt, 
der gut zu der 1,5 MeV-y-Strahlung zu passen scheint, so soll doch’ noch- 
‘mals betont werden, daB fiir eine exakte Aussage iiber die Energien wei- : 
_terer y-Strahlungen dieser so ermittelte Wert aber nur bedingt brauchbar mit <a 4 
ist, da ja das statistische Gewicht, mit dem die einzelnen y- Energien an der Nps 
16 
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im Augenblick einer Emission entsteht. Die Emission eines $-Teilchens — 
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Bildung dieses Mittelwertes beteiligt sind, ak bekannt ist. Aine Hears 
-’-Komponente ware iiberdies mit den Ergebnissen der vorliegenden Arb 
auch nicht mehr vereinbar, da keine weitere - oder y-Strahlen- festge- % 
stellt werden kénnen, die zusammen mit dieser 1,5 MeV-y-Strahlung die 
volle Energiedifferenz (3,2 MeV) zwischen dem jsAs-Kern und dem e1 i 
stehenden {'Se-Kern ergeben. Dagegen ist aus den aufgefundenen Elek: 
tronenlinien auf eine y- Seay im Gebiet von 0,3 bis 0,7 MeV z 
schlieBen. - 
b) Vergleich mit den T heorien. Fermi’ hat vor einigen Jahren versucht 
eine vollstandigere Theorie des @-Zerfalls zu schaffen. Er legte dabei die. ” 
Annahme zugrunde, da das Elektron, ahnlich wie ein Lichtquant, erst— 


erfolgt danach, wenn sich im Kern ein Neutron in ein Proton verwandelt 
und dabei ein Elektron und ein Neutrino entstehen. Die Positronen- 
emission wird in gleicher Weise geklart, nur da® hier bei Umwandlung 
eines Protons in ein Neutron ein Positron und ein Neutrino emittiert we Tr 
den. Da die von Fermi aufgestellte Theorie des $-Zerfalls mit dem seiner-- 
zeit bekannten Verlauf der $-Spektren schlecht idbereinzustimmen schie n, 
schlugen Konoprnski und UHLENBECK? eine Anderung in den Ansatzen 2 
vor. Diese Anderung beruht darauf, daB statt der Wellenfunktion des Elek-_ 
trons und des Neutrinos die Ableitungen derselben benutzt werden. Eine 
besondere physikalische Begriindung dieser Ma8nahme wird allerdi 
nicht gegeben. : 

Unter der Voraussetzung, daB die Ruhemasse des Neutrinos Null ist, 
liefert nun die Theorie fiir einen erlaubten Ubergang fiir die Energiever- 
teilung die Formel: < 

A 


~P(W)dW =Cx F(Z,W)x Wx W,—W)' x VW W2—1 aw 


P(W)dW bedeutet dabei die Zahl der 8-Teilchen mit einer Energie zwischen: 
W und W-+ dW. W, ist die maximale Energie des Spektrums, F (Z, W) eine 
von Fermi gegebene Funktion der Kernladungszahl Z3 und der Energie W. 
C ist eine Konstante. A ist fiir die Fermi-Verteilung gleich 2 und fiir die. 
K-U-Verteilung gleich 4 zu setzen. Alle Energien sind zu messen in Ein- 
heiten mc?. Aus der oben genannten Gleichung folgt dann: 


~ 
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; PW) 
W)= te I 
w= liege W)XV 7 ixw) id oat Ss 
Die linke Seite hingt nur von Z und W ab und kann nach Messung von_ 
PW) berechnet werden. Zwischen dieser GréBe YW ) und der Energie Ve > 


‘ Feamt, E.: ZS. f. Phys. 88, 164 (1934), 
* Konopinskt, E. J. u. G, E. Untenpeck: Phys, Rev. 48, 7, (1935). 
* Die Berechnung der Fermi-Funktion fiir die Kernladungszahl 33 ist von 


Herrn Prof. Dr, S. FLUGGs durchgefiihrt worden, wofiir wir auch an dieser Stell 
unsern besten Dank aussprechen méchten. - 


Eat deena ce eine inden Beaune bestehen, die experimenteller Priifung . "9 
3 -guginglich ist. Demnach miiBte man eine Gerade erhalten, wenn in einem sa 
- Diagramm y(W) als Funktion von W aufgetragen wird, und zwar fiirA = 2, Nie 
_ wenn die von FERMI angegebene Formel richtig ist, oder fiir } = 4, wenn 
_ die K-U-Modifikation des Fermischen Ansatzes zutriftt. De 


IL Partia/- 
spektrum K-U 


Fig. 10. Fermi- und K-U-Diagramme 
des 6 -Spektrums des **As. 


Fig. 11. Fermi- und K-U-Diagramme | 
der drei Partialspektren des 7*As. 


: Fermi. — — —:K-U. 


Die Figuren 10 und 11 zeigen die Fermi- und K-U-Diagramme des B-- 
_ Spektrums des 7*As und seiner Teilspektren. Wie aus der Figur 10 ersicht- 
lich, gibt im vorliegenden Falle die Fermische Darstellung das Bild des 
gesamten §~-Spektrums weit besser wieder als die K-U-Modifikation. 
Insbesondere zeigt die Fermikurve den gleichen charakteristischen Ver- 
- lauf, wie er auch bei allen genau gemessenen (-Spektren der natiirlich radio- 


- aktiven Atomarten, z. B. bei dem von FLAMMERSFELD untersuchten Rak, BA * 
gefunden wurde. Wahrend die Fermische Darstellung deutlich die Zu- Bi ts 
_ sammensetzung des p-- Spektrums aus drei Komponenten zeigt (Anderung hye 


| der Steigung der Kurve bei etwa 3,5 und 5,5 mc?-Einh.), sind im K-U-Dia- 
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gramm nur zwei Komponenten erkennbar. Das ee rere um oe 
bei dieser Darstellungsart nicht mehrzumAusdruck, da das K-U-Diagra mm. 
auch hier gegen das Ende des Spektrums die fiir diese Darstellungsart « -— 
rakteristischen Abweichungen aufweist. Aus den gleichen Griinden gibt 
auch eine geradlinige Extrapolation der K-U-Geraden wieder eine um uber 
20%, zu hohe maximale Energie. Das Fermi-Diagramm ergibt dagegen 
neben einem glatten Verlauf bis zum Ende des Spektrums auch eine a 
Grenze, die mit der experimentell bestimmten gut iibereinstimmt. 2 


In der Fig. 41 sind die Fermi- bzw. K-U-Diagramme der einzeln Th 
Komponenten des $--Spektrums dargestellt. Obwohl der Verlauf der n- 
zelnen Teilspektren nur mit Hilfe von Koinzidenzmessungen aus dem Vet 

-lauf des gesamten 8--Spektrums bestimmt wurde, zeigen auch diese Dia Se 
gramme die erwartete Form. Eingehende Untersuchungen der Empfind- | 
lichkeit dieser Darstellungsarten in bezug auf Schwankungen der experi-— 
mentellen Daten haben gezeigt, daB auch kleinere Abweichungen bei der _ 
Form der Spektren in den FerRmi- und K-U- ee noch gut zum _ 
Ausdruck kommen. = 

Sowohl aus der Theorie von FERMI als auch von Konoprysktund UHLeN- 

BECK folgt, daB eine Beziehung: zwischen der Zerfallsenergie Emax a 

der Zerfallswahrscheinlichkeit 2 bzw. der Halbwertszeit T besteht, wie sie 5 
zuerst von SARGENT aufgefunden worden ist. S. FLUGGe! hat in seine 
Einfiihrung in die Kernphysik in emem Diagramm log T in Abhangigkeit é 
von Emax dargestellt, und zwar fiir den Fall, daB sich beim 8-Zerfall der 
Kernspin um Ai = 2, 1 oder 0 andert. Tragt man nun die fiir die Teil- | 
spektren angegebenen Werte in dieses SARGENT-Diagramm ein, so sieht 
man, daB das erste Teilspektrum der mittelsten SanGeNT-Kurve, also A i = 
1, die beiden anderen Teilspektren einem A i = 2 entsprechen. ‘ 
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Die in dieser Arbeit erzielten Ergebnisse kann man ~ 
schlieBlich in der tiblichen Weise in ein sogenanntes 7 
Kernschema (s. Fig. 12) einsetzen, in dem die aus- 
gezogenen Pfeile die 8-Ubergiange, die gestrichelten _ 
Pfeile die y-Ubergiinge bedeuten. Die Zahlen rechts — 
an den Energiezustiinden bedeuten die Werte des — 
Kernspins, die Zahlen neben den Pfeilen die Energie 
in MeV. 


0 ‘ 

nite Man sieht daraus, da8 der 6-Ubergang des zwei-_ 
Das Kernschema ten Teilspektrums (Emax = 2,7 MeV) zu einem Zu- 
rare stand mit demselben Kernspin wie der Grundzustand 
fiihrt. Daraus miiSte man fiir die y-Strahlung, die eventuell in Form 
einer Kaskade ausgesandt wird, eine Quadrupolstrahlung erwarten. Fiir_ 
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* Fuuece, S. in J, Martaucn u. S. Friicer, Kernphysikalische Tabellen: % : 
S. 77. Berlin: Springer 1942. le 
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1 erwarten, was in Einklang mit den experimentell gefundenen Elek- 
t tronenlnien stande. : 


VII. Zusammenfassung 


Oh 4. Es wurde ein magnetischer 8-Spektrograph entwickelt, der neben — 
_ einfachen Messungen auch die verschiedensten Koinzidenzmessungen. . : 
_ innerhalb der Spektrographenkammer gestattete. sade 
- 2. Es konnten auf einem 0,2 mm starken Al-Draht 7*As-Praparate von 3 ; 
6, 4 mg Radiumaquivalent niedergeschlagen werden. Die Anreicherung bee 
-trug 1X 107 bis 1 108. SW 
o, 3. Fiir die Halbwertszeit des 76As ergab sich eine Zeit von 26,1 + 0,3 h. 
py . 4, Durch Messungen im magnetischen 8- Spektrographen wurde erst- 
malig die genaue Form des 6~-Spektrums des 7*As bestimmt. Die kominv 4s 
aoe Natur des Spektrums wurde bestatigt. ‘ ae 
5. Die Intensitét der von Harreck, KNaver und Scwaerrer in der 
, ilsonkammer beobachteten Positronen scheint unter 1% der Intensitat _ 
| aes @--Spektrums zu liegen, da die Positronen im magnetischen - act ce 

_ graphen noch nicht nachgewiesen werden konnten. 


_ 6. Koinzidenzabsorptionsmessungen an Compton-Elektronen ergaben 
_ eine maximale y-Energie von 2,1 MeV. Weiterhin wurde aus dem Auf- 
_ treten von Elektronenlinien im Gebiet von 0,3 bis 0,7 MeV auf weitere 
"y-Strahlungen entsprechender Energien ‘geschlossen. 

7. Unter Zuhilfenahme von @-y-Koinzidenzmessungen konnte das kom- 
_ plexe 8--Spektrum des 7*As in drei Teilspektren zerlegt werden, deren 
- obere Grenzen mit 1,1 + 9,1, 2,7 + 0,2 und 3,15 + 0,05 MeV ermittelt 
_ wurden. Die Intensitaten der ersten beiden Teilspektren betragen etwa je 
30%, die des dritten etwa 40% der Intensitat des Gesamtspektrums. 

8. Die experimentell gefundenen Teilspektren wurden mit den Theorien 
_ des §-Zerfalls von Fermi und Konoprnski-UHLENBECK verglichen. Ferner — 
wurde ein Kernschema aufgestellt, das die erzielten Ergebnisse am besten 
_ wiedergibt. . . ee 5 
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Herrn Prof. Dr. S. FLiicce sind wir fiir viele wertvolle Diskussionen zu 
Dank verpflichtet. Ferner danken wir Herrn Dr. W. Ramm vom Max- 
~ Planck-Institut fiir die Durchfithrung zahlreicher Bestrahlungen. 


Berlin-Dahlem, Kaiser-Wilhelm-Institut fiir Chemie, den 15. Febr. 1944. 
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Ein Massenspektrometer zur Bestimmung — 
von Isotopen-Mischungsverha ores aaa 
: Von 
W. PauL in Gottingen. 
Mit 12 Abbildungen. 
(Hingerangen am 16. Oktober 1944.) 


Es wird ein einfaches ausheizbares Massenspektrometer beschrieben, mit dem 
es moglich ist, Isotopenmischungsverhaltnisse mit einer Genauigkeit unter 1% 
zu bestimmen. Untersuchungen an natiirlichen und angereicherten Isotopen- 
gemischen wurden durchgefiihrt. Die fiir eine Atomgewichtsbestimmung be- 

notigte Substanzmenge betragt wenige Milligramm. 


Mit der Entwicklung der Isotopentrennung und der Méglichkeit der 
Anwendung getrennter Isotope in Chemie und Biologie entstand das Ver-. | 
langen’ nach einem einfachen und billigen Massenspektrometer, welches— 
eine méglichst genaue Bestimmung des Mischungsverhiltnisses von — 
Isotopengemischen erlaubt. An die Lésung dieser Aufgabe wurde von | 
verschiedener Seite herangegangen, insbesondere hat Nier! ein Spektro- — 
meter entwickelt, mit dem in USA zahlreiche Analysen von angereicherten 
Gemischen und von Produkten aus Indikatorversuchen durchgefiihrt _ 
worden sind. In der nachfolgenden Arbeit sollen die Konstruktion und 
Erprobung eines solchen Spektrometers beschrieben und dariiber hinaus 
Ergebnisse aus Trenn- und Indikatorversuchen mitgeteilt werden. 


Aufbau und konstruktive Einzelheiten. 2 


Forderungen an die Konstruktion. Die Forderungen, die an die Kon- 
struktion des Gerates gestellt wurden, waren folgende: 


1. Es sollte eine Analyse bis zu einer Massenzahl von etwa 350 (Ver- 
bindungen der schwersten Elemente) bei einem Auflésungsvermégen von — 
etwa 500 erlauben. 


2. Zur Vermeidung von Fehlern, die bei Isotopen, deren Massenzahl 
sich nur um eine Einheit unterscheidet, durch Hydride vorgetauscht wer-_ 
den, sollte das ganze Spektrometer ausheizbar sein. Dabei sollten sowohl 
Tonenquelle als auch der Faradaykiifig zur Messung des Ionenstromes und _ 
der Mefispalt durch eine lésbare Verbindung jederzeit zugiinglich sein. 


* Nipr, A. O.: Rev. Scient. Instr. 11, 242, (1940). 
* Die Planung des Apparates erfolgte gemeinsam mit W. WALCHER. 
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3 Das Peak eu ies soll sehr kleine Substanzmengen rohit in fester 
s auch in gasformiger Form zu analysieren gestatten, also eine Ionen- 
quelle hoher Ausbeute besitzen. 

4. Sollte der MeBfehler im Mischungsverhiltnis indplichet nicht mehr 
als 1% betragen. Diese Pincha: konnten auf die in Abschnitt I | 
und Wr naher beschriebene Weise erfiillt werden. 
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Fig. {. Strahlengang im Spektrometer. 


Prinzipieller Aufbau. Der grundsatzliche Aufbau des Massenspektro- 

meters wird durch Fig. 1 wiedergegeben. Das in der Ionenquelle Q er- Bee 
zeugte Ionenbiindel homogener Teilchenenergie wird mittels einer elektro- 
-statischen Zylinderlinse auf den Spalt S, konzentriert und gelangt schwach 
_ divergent in ein magnetisches Sektorfeld H von 60° Zentriwinkel, in dem 
seine Achse eine Kreisbahn vom Radius a, = 20 cm beschreibt. Nach 
Herzoe! stellt ein derartiges Sektorfeld eine Kombination von sammeln- 
der Zylinderlinse und dispergierendem Prisma dar. Die Brennweite dieser 
Linse ist f = a,/sin@ und ergibt sich aus den genannten numerischen 
Werten zu 23,1 cm; dabei haben die Brennpunkte einen Abstand g = 
41,6 cm von den Feldbegrenzungsebenen. Die Spalte S, und S, sind so 


angeordnet, daB sie im Verhaltnis 1:1 aufeinander abgebildet werden REN 2 
~ (QuervergréBerung V = —14), stehen also in der Entfernung 34,7 cm von a 
den Feldbegrenzungsebenen. Der Abstand zweier Spaltbilder, die von aaa | ae 
zwei Massen mit der Massendifferenz Am = 1 erzeugt werden, also die ie 


Massendispersion des Prismas in der Ebene S,, betragt | et 
. “= D =a,im (1 —V) = 40{m. 


Besitzen nicht alle Teilchen des Ionenbiindels dieselbe Energie E, sondern 
 streut diese in einem Intervall A E, entsprechend einem Unterschied A U 
in der durchlaufenen Spannung U, und hat der Spalt 5S, eine Breite 5), 
so erhalt man in der Spaltebene 5S, ein Massenauflosungsvermogen 

' {— V 


A= --— =a, - 
Am ahh ay (1—V) 42 
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1 Herzoc, R.: ZS. f. Phys. 89, 447 (1934). 
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Bei einer Becchioudignaearpanraine porte re £1600 Volt hee: rie 
weiteren Konstruktion zugrunde gelegt ist, und einem sa 7% 
5 Volt, ferner einer Spaltbreite s; = 0,02 cm ergibt sich ein Auflésung Bs 
vermégen von etwa 500, das auch bei den schwersten Elementen noch 21 ur 
Messung zweier benachbarter Isotope ausreichen sollte. 

Hinter dem Spalt S, befindet sich ein Faradaykafig, in dem der Io en- 
strom iiber ein ROhrenelektrometer gemessen werden kann. Eine Gesai 
ansicht des konstruktiven Aufbaus gibt Fig. 2. 
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Fig. 2. a= Aufbau des Spektrometer. b= Schnitt durch’die’Ablenkkammer. 


Die Vakuumkammern. Damit auch die schwersten Elemente mit einen 
relativ kleinen Magneten untersucht werden konnten, war es nétig, die — 
Polschuhe der Ablenkkammer méglichst dicht gegeniiberzustellen, also 
am besten in die Kammer einzufiihren. Da auBberdem die Kammer 5 
heizbar sein sollte, also eine oftmalige Erhitzung auf etwa 500° C ohn 
Undichtwerden aushalten muBte, schien ein Aufbau nach Fig. 2a bzw. 
Fig. 2b besonders vorteilhaft. Die Seitenwande der Ablenkkammer, Krei 
segmente yon 60°, bestehen aus Hyperm, einem magnetisch sehr weichen — 
Eisen. Sie sind 1 cm dick und stellen gleichzeitig die Polschuhe dar. — 
Grund- und Deckfliiche sind aus V 2 A-Stahl (V 2 A Supra), der ganzlich — 
unmagnetisch ist, gefertigt und auf die Seitenwinde elektrisch auf-— 
geschweiBt. Auf die Stirnfliche dieser Ablenkkammer vom Querschnitt 
40 < 40 mm sind die beiden Seitenarme, V 2 A-Rohre von 35 mm Innen- 
durchmesser aufgeschweiBt, der linke Seitenarm trigt die Ionenquelle, 
die fest mit dem Spalt S, verbunden ist, der rechte den Analysatorspalt Sy. 
Wihrend ', fest eingeschraubt ist, 1aBt sich S, zur Parallelstellung der — 
Spalte drehen und dann durch eine Schraube arretieren. Der vakuum- 
dichte AbschluB der beiden Seitenarme erfolgt mit Hartglashauben durch — 
eine Flanschverbindung. Die eine Flanschhiilfte (V 2 A) ist an die Seiten- _ 


| | rer ag any 5 Oh ae 
share timmung, von I topen-Mischangveritinisen, aT 
; S Sengeachoneitt in die aadets (Material Bronze) ist ein Kupfer- 
a eryllium-Ring | hart eingelétet, an dem die Glashaube angeschmolzen ist. 
Die Dichtung der Flansche geschieht durch Silberringe, die aus 0,1. mm 
g ‘Feinsilberblech geschnitten sind. Hinter dem Spalt S, hangt, durch’ die 
_Glashaube getragen, ein tiefer Faradaykafig mit einem Eintrittsschlitz von yas 
410 x 2mm?2. Stérungen in der Messung des Ionenstromes durch Sekundir-_ AE 
-elektronen werden dadurch vermieden. . a 
__ Dicht vor dem Spalt S, ist seitlich ein Pumpstutzen angeschweiBt, an. 
dem die ganze Vakcarbeahaie: gehaltert ist. Als Pumpe dient das kleinste 
- LeyBotp-Modell (Modell G) unter Zwischenschaltung eines Hahnes und 
_ einer Ausfrierfalle fiir die Quecksilberdimpfe. 
| q _ Das Ausheizen der Vakuumkammer erfolgt in der Weise, daB iiber 
» Ionenquelle, Auffanger und Ablenkkammer je ein Ofen yes wird, 
_wahrend die Seitenrohre feste Heizwicklung tragen. 
_ _ _Datrotz Ausheizens die CO-Abgabe des Eisens nicht unter das geforderte _ 
e PisindesixanB sank, das bei der Untersuchung des Stickstoffs bei der Masse. 
28 gefordert werden muBte, wurde fiir die leichten Gase eine Kupferkammer 
ra verwendet. Sie besteht aus einem innen vergoldeten Kupferrohr von 35 mm 
_Innendurchmesser, dessen Mittelstiick zu einem Kreisbogen von 60° mit 
-Seelenradius a, = 20 cm gebogen ist. 

Der Magnet. Der verwendete Magnet (Fig. 3) 
ist aus serienmaBigen Drosselblechen zu der er- 
_forderlichen GroBe gepackt; die vom Feld durch- 
 flutete Flache betragt 20 x 8 cm?. Die Pole,. 
_ zwischen denen die Ablenkkammer hangt, sind 
trapezfoérmig geschliffen. Bei Verwendung der 
_Stahlkammer ist der effektive Polschuhabstand 
1 cm, wahrend er bei Benutzung der Kupfer- — 
kammer 4 cm betragt. Die maximal benotigte 

_ Feldstarke von 4500 GauB erfordert im erstgenannten Falle een. Strom 
_ durch die Erregerspule von etwa 4 Amp., eine Belastung, die die Wick- 

lung dauernd vertragt. Die Spannung zur Speisung des Magnetfeldes wird 

- 3 Autobatterien zu 12 Volt entnommen. Um kleine, genau meBbare Feld- 

_ anderungen vornehmen zu kénnen, wie es bei der Aufnahme eines Massen- 

_ spektrogramms nétig ist, wurde neben der Haupterregerwicklung einezweite 
_ Wicklung aufgebracht, durch die ein genau mefbarer Zusatzstrom flieBt. 

Der Magnet besteht aus zwei symmetrischen Teilen, deren jeder auf 

- eimem auf Schienen fahrbaren Wagen montiert ist. Soll die Kammer aus- 

geheizt werden, so wird der Magnet auseinandergefahren und der Ofen 

liber die Kammer gesteckt. 
~ Ionenquelle. Um auch bei kleinen Gasdichten geniigend hohe Ionen- 
strome zu erhalten, wurde eine Ionenquelle nach Hei1? verwendet, in der 


1 Hem, H.: ZS. f. Phys. 120, 242 (1943). 


Fig. 3. 
Schnitt durch den Magneten 


die Ionen durch Sto pendaionter Elektronen ceetehes: Fi, ig. 4 aes einen 
Schnitt durch die Ionenquelle. Bei K, und K, befinden sich zwei Kathoden, 
Wolframdrahte von 0,1 mm Dicke und 10 mm Lange; sie sind, um ein- 
Durchbiegen bei Heizung zu vermeiden, zwischen zwei Molybdan-Blatt-_ 
federn eingespannt, die wiederum mit 2 mm Eisenschrauben an den 
Keramikring FR befestigt sind. Auf diese Weise ist eine leichte Erneuerung 5 
der Kathoden méglich. Der Emissionsstrom der Kathoden betragt im_ 
Betrieb 1-3 mAmp. bei einem Heizstrom bis zu 1,6 Amp. = 
Zwischen den Kathoden befindet | 
sich das Anodenkastchen A, das auf 
den Kathodenseiten Schlitze von 1mm_ 
Breite und 8 mm Lange besitzt, 
wahrend der Schlitz zum Austritt der 
Ionen eine Flache von 8 x 4 mm? hat. 


Die Anodenspannung betragt 50-150 — 
Volt. Die Elektronen, die etwa von 
Kathode A, durch das Kastchen hin- 


4 RES werden von der zweiten 4 
Kathode reflektiert und pendeln auf. 
diese Weise zwischen den beiden Ka- — 
thoden hin und her. Um zuvermeiden, ~ 
daB sie vorzeitig auf die Anode ge- — 
langen, werden sie durch ein Magnet- — 
feld von mehreren Hundert GauB ge- — xf 
fiihrt, das durch einen kleinen Per- 
manentmagneten erzeugt wird, dessen ~ 
kegelférmige Polschuhe zur leichten — 
Justierung lose auf dem Magnet-— 
kérper aufsitzen. 

Das zu untersuchende Gas strémt 


as 


4 


Fig. 4. Sehnitt durch die Tonenquelle. 


Statt der gezeichneten 4 Linsenplatten durch eine Kapillare in die Ionen- ~ 


wurden spater nur 2 verwendet. . ¥ 
quelle ein, wo es in dem Band pen- — 


delnder Elektronen bei einem.Druck von etwa 10-4 mm Hg ionisiert wird. 
Liegt-das zu untersuchende Element als Metall oder feste Verbindung Bs 
vor, so wird es aus einem Ofen O verdampft. ¥ 
Die gebildeten Ionen werden durch ein elektrisches Feld aus dem e, 
Anodenkastchen gezogen. Zu diesem Zweck befindet sich in 2 mm Ab- % 
stand von diesem eine Lochscheibe mit Molybdangitter, das gegeniiber _ 
dem Anodenkiistchen eine Spannung von 10 bis 30 Volt besitzt. Diese 
Ziehspannung wurde so klein gewahlt, um méglichst geschwindigkeits- a 
homogene Ionen zu erhalten (vgl. Ziffer 3). Die LLochscheiben L, und Ly . 
dienen zur Beschleunigung der Tonen bzw. zur Konzentration des Ionen-_ 
biindels auf den Spalt S,; die Potentiale an den einzelnen Elektroden be- 
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et en: Anodenkiistchen etwa 1600. Volt, Gitter 10-30: Volt weniger, ; ie 

Ly _ungefahr 500 Volt, Ly = 0. Beat 
~ Anode wie Scheiben sind aus 0,3 mm -Molybdinblech, hergestellt, die ans 
‘Schlitze i in. den Scheiben wie in der Anode 8 x 4 mm2. Der Abstand der — a 
Scheiben betragt 5 mm, er wird’ durch Distanzringe aus Glas gehalten. he 


— . 
’ 


. 


Anodenkastchen 
Ziehgitter 


~— Linse : . ES 


Spektrometerrohr 


. ey i 
Hauptwicklung aoa 


Magnet 


Zusatewicklung 


Fig. 5. Magnetstromkreis. 


’ 


1-Um zu vermeiden, daB Elektronen von der Kathode auf die Gitterscheibe 
-gelangen, sind die Kathoden durch Reflektorbleche, die auf Kathoden- 
potential liegen, abgeschirmt. Alle elektrischen Zuftihrungen zu Kathoden- | 


~ heizung, Anode, Scheiben und Ofenheizung sind zu verkupferten Kontakt- 
federn aus Molybdanblech gefiihrt, die an den Keramikring Hangeschraubt a 
sind; sie liegen gegen 8 Molybdan-Stabdurchfiihrungen in der iiber die ‘ ey 
- Jonenquelle geschobenén Glashaube an. area ia 
Die konstante Spannung von 1600 Volt wird durch ein rohrengeregeltes ies 
- Netzgerat, das bei 15% Netzspannungssc hwankung nicht mehr als 0,5% oe oe 


. ; . < 
Schwankung der Biocuepetaanete: ap Samere Die Tei i 
Gitter und Linsenscheiben wird dabei von einem drahtgewickel 
Potentiometer abgegriffen. Ein Schaltschema der gesamten elektrisch n 
Anlage ist in Abb. 5 gegeben. 


II. MeBverfahren und Priifung des Spektrometers. 


Messung des Ionenstromes. Zur Messung des lonenstromes wurde der 
; wei. Faradaykafig iiber einen Widerstand von etwa 10! Ohm geerdet und der 
aS Spannungsabfall an diesen Widerstand mit einem R6hrenvoltmeter ge- 
messen. Dieses wurde in der Briickenschaltung Fig. 6 benutzt,’ wobet 
zwei Telefunkenelektrometerrohren der Type T 114 mit ausgesucht gleich 

Charakteristik Verwendung fanden. Der Briickenstrom, der ein direk 
MaB fiir die am Gitter liegende Spannung ist, wurde mit eimem Spieg 
galvanometer (Empfindlichkeit 
3+ 10-° Amp./mm -m, Schw 
gungsdauer 1,7 sec) gemessi 

Die auf diese Weise erzielte 
Spannungsempfindlichkeit _ be 
tragt 2- 10-4 Volt je cm 
vanometerausschlag; bei 
nutzung eines Ableitwide 
standes von 10! Ohm ent- 
spricht dem eine Stromempfind- 
eo lichkeit von 2 - 10-!4 Amp./cm. 
Zur raschen Anderung der 
Empfindlichkeit diente ein ver- 
anderlicher Nebenwiderstand am Galvanometer, was sich besonders bei n 


. 


Vergleich von Ionenstrémen verschiedener GréBenordnung bewahrte. Die 


7% 


Nullpunktwanderung der Anordnung war gering, sie betrug wahrend — 


G. 
% 


Faradaykatig 


Fig. 6. Elektrometerkreis. 


re Fi Ke einer MeBreihe nicht mehr als einige 10-"4 Amp. Da die Anodenspannung r 
Sa der T 114 nur 8 Volt betragt, geniigt zur Entnahme der Anoden-, ss 
ae und Gitterspannung ein 12-Volt-Autoakkumulator. 

‘ Bi Aufnahme der Massenspektogramme und Messung des Mischungsvehaltl 
eo. nisses. Sollte das Spektogramm eines Elementes aufgenommen werden, 
Fins so wurde durch Anderung des Magnetfeldes (Zusatzwicklung) das Spek- 

oY its trum am Spalt S, vorbeigefiihrt und die im Faradaykifig gemessenes 
A ; lonenintensitat in Abhangigkeit vom Magnetstrom aufgetragen. Aut 


diese Weise sind die Abbildungen 7-10 entstanden. Eine gute Kontrolle_ 
bietet die Betrachtung der Isotopenverteilung in einem Kathodenstrahl-— 
oszillogramm. Die Ausgangsspannung des Réhrenelektrometers wurde zu 


z Entnommen aus SCHINTLMEISTER, J.: Die Elektronenrdhre als physikalisches oS: 
MefBgerat. S. 61. Springer, Wien 1943. 
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‘Zweck tiber SER D treihocicentic kes (Verstiirkung vingeftr 104) 
if ein Braunsches Rohr gegeben. Das periodische Vorbeischieben des 
M Massenspektrums am MeBspalt S, erfolgte durch eine der Ionenbeschleuni- 
gungsspannung tiberlagerte Sigezahnspannung mit einer Amplitude von 
5 50 Volt. Erst wenn die Linienbreite, die durch den Blendenspalt S$, und 
die Gitterspannung der Ionenquelle beeinflu8t werden kann, so gering 
war , daB der Ionenstrom zwischen zwei zu messenden Isotopen weit- 
sgehendst auf Null zuriickging, wurde an die Bestimmung des Mischungs- 

liltnisses gegangen. Der MeBvorgang war dann folgender: 


ve Messung des Galvanometernullpunktes, 2. Maximalintensitat des 
ein en Isotops, 3. Maximalintensitaét des zweiten Isotops, 4.. Messung des 
es alvanometernullpunktes. Diese MeBfolge wurde etwa zehnmal wieder- 
pelt, die Verhiltnisse der Maximalintensitaten gebildet-und das Mittel 
lus einer solchen MeBreihe genommen. War ein seltenes neben einem 
gen Isotop zu bestimmen, so wurde, um beide Ionenstréme mit un- 
ahr gleicher Genauigkeit zu messen, mit zwei verschiedenen Mef- 
eichen des Galvanometers gearbeitet. Zur Festlegung des Umrechnungs- 
faktors wurden in diesem Falle die gleichen Elektrometerausschlage durch 
n Spannungsabfall an einem St6pselrheostaten erzeugt und das Ver- 
hialinis der Widerstande gebildet. 
_ Anfangs zeigte sich, daB eine Anderung des Pendelmagnetfeldes der 
Tonenquelle das Mischungsverhaltnis beeinfluBte, was durch eine Vor- 
dispersion des Ionenbiindels in diesem Feld erklart werden konnte. Diesem — 
‘Ubelstand wurde durch Verwendung kleinerer Feldstérken und Anbrin- 
-gung einer magnetischen Abschirmung in Form eines Hypermrohres, das 
iiber den unteren Teil der Ionenquelle gesteckt war, abgeholfen. Trotzdem 
wurden bei Prazisionsmessungen die MeBreihen bei verschiedener Stel- 
lung des Pendelmagneten und an verschiedenen Tagen wiederholt, um 
solche Fehlerméglichkeiten auszuschalten. — ; 
Die Spaltbreiten betrugen meist sy = 01-0,2 mm, sy = 0,5-0,6 mm, 
die Ionenstréme des Hauptisotops etwa 10” Amp. 


_ Priifung des Spektrometers. Zur Priifung des Spektrometers wurden zu- 
‘niachst die Elemente Rubidium, Kalium und Thallium verwendet, deren 
‘Tonen in einer Gliihanode! mit homogener Geschwindigkeit erzeugt wer- 
den kénnen. Hier ist eine Verbreiterung der Linien durch Fehler in der 
Ionenquelle ausgeschlossen, so dab eine ausschlieBliche Priifung des 
-Analysatorteiles méglich wird. Es zeigte sich, daB schmale Linien, wie sie 
theoretisch zu erwarten waren, erst erhalten wurden, nachdem das Spektro- 
“meter mehrere Stunden griindlich ausgeheizt worden war. Die Ursache 
hierfiir diirfte in starken Verunreinigungen zu suchen sein, die im Innern 


1 Vgi. z, B, Warcuen, W.: ZS. f. Phys. 121, 604, 1943. 


. e Sees A . 
der Kammer vom Schweifen Cane waren. In F 7 ist 
Spektrogramm des Rubidiums  wiedergegeben; es zeigt, daB die 
intensitat A cea den Linien vollstandig auf Null, d.h. <1 Yo hert 


i 


< Fig. Ws 


geht. Fig. 8 gibt ein Massenspektrogramm des Thalliums wieder att 
weist, daB auch bei den hohen Massen das Auflésungsvermogen des 
Apparates fiir den vorgesehenen Zweck ausreicht. Durch Verengen des 


lmagn —~—_ 
Fig. 8. 


Spaltes S, ware es auch hier méglich, zwischen den Linien auf den a a 
schlag Null zu kommen. Fig. 9 zeigt das Spektrogramm des Kaliums. Ma 
ersieht daraus, daB es méglich ist, neben dem K3° das radioaktive K™; das 
nur im Verhiltnis 1: 8600 vorhanden ist, festzustellen. 1a 
Zur Priifung der Pendelionenquelle wurde schlieBlich das Massen- 
spektrogramm des Neons aufgenommen. Es ist in Fig. 10 aufgezeic ret. 


Seu 


ages 2 FSR fou FR : : 
ar is} Fig. 10. Re. cS 

immer porhandenioe Ionenstréme der Kohlenwasserstoffe von Wasser, OH. 
CO usw. auf ein MindestmaB herabgesetzt wurden bzw. ganz verschwanden, 
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5 ; Bigs 44; Untergrund der Restgasionen, 


Piece MeBuatine ist besonders notwendig bei der beschriebenen Stic k- 


_ stoffuntersuchung. | ‘Hierbei gelang es, die Ionenstréme der haufigsten Ver- 
BS eyengeneer weit unter 14 Amp. zu driicken, wie Fig. I/ zeigt. 
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Die fir eine Prazisionsbestimming des Mischahpev 
notigten Substanzmengen sind sehr gering. So wurden fir eae Silber- 
bestimmung nur 3 mg Ag bendtigt, fiir alle anschlieBend - cca 
Messungen an Kalium nur ~0,5 mg KCl und fiir alle Stickstoffbestimmu 
gen (je 10 Messungen) 100 cm? N, bei einem Druck von 1 mm. Die Daus er 
einer MeBreihe betragt 15-20 min. : a 


be 

III. Ergebnisse. 
Rubidium. Aus mehreren Messungen ergab sich ein Mischutiesverhaies 
nis Rb : Rb8? = 2,64 + 0,031, wahrend Nier® den Wert 2,68 + 0,02, 
Aston den Wert 2,61 findet. a 


Thallium. Drei MeBreihen lieferten den Mittelwert 7]? : 7]? = 0, 
+ 0,01 gegentiber dem Nrerschen Wert? 0,41 + 0,008. v2, 


Kalium.4 Da bei Kalium eine an den schweren Isotopen angereckert 
Probe untersucht werden sollte, wurde erst einmal eine genaue Be 4 
des natiirlichen Mischungsverhiltnisses durchgefiihrt. Aus 7 MeBreihen mit 
insgesamt 70 Einzelmessungen ergab sich K**: K4! = 13,96 + 0,1. Nrer® 
gibt den gleichen Wert mit gleicher Fehlergrenze an, wahrend BREWER® 
14,20 fand. Bei einer Kaliumprobe, die von y. Hevesy und Loestrup? — 
durch ideale Destillation an K*! angereichert war, ergab sich K®*; K* 
= 12,76. Wahrend bei normalem Kalium nach den obigen Messungen — 
der K!-Gehalt = (6,69 + 0,05)% betragt, sind bei der schweren Probe — 7 
7,27% K4! vorhanden. Die Zunahme betragt also (0,58 + 0,07)%, was — 
einer Peetohasine um 8,7°% entspricht. In Tab. 1 ist eine MeBreihe — 
sowie die Ergebnisse aller MeGreihen zusammengestellt. i 


Neon. Hier ergab sich fiir das Mischungsverhaltnis Ve”: V22=9,31 + 0, t. 
Als Mittel aus 4 MeBreihen mit den Einzelergebnissen 9,25, 9,35, 9,29, 9,33." 


Silber. Da auch beim Silber eine Ag!’ angereicherte Probe ge 
werden sollte, aber noch keine genaue elektrometrische Messung vorlag, 
wurde eine solche mit Sorgfalt eas Aston® hatte bisher das — | 
Verhaltnis Ag!’ ; Ag — 52,5 5: = 1,10 angegeben. 


z Die. angegebenen Fehlergrenzen sind das Dreifache des mittleren quadrati- — 
schen Fehlers, um unkontrollierbaren kleinen systematischen Fehlern Rechnung — 
zu tragen, Deshalb ist in den Tabellen auch immer unterschieden zwischen 
Mittelwert und mittlerer quadratischer Fehler und Resultat. 

* Niger, A, O.: Phys. Rev. 50, 10414 (1936). 

* Ders., ebenda 54, 275 (1938). 

* Pant, M. u. W. Paun: Naturwissensch. 1944, S. 228. 

5 Niger, A. O.: Phys. Rev. 50, 1044, 1936. 

Brewer, A. K.: Journ, Amer, Chem. Soc. 58, 370, 1936. 

"vy, Hevesy, G. u. W, Loestrup: ZS. f. anorg. Chem. nt. 1, 1928. 

* Paut, W.: Naturwissensch. 31, 419 (1943). 

* Aston, F. W.: Proc. Roy.Soc. 149, 396, 1935. Phichugtaphistlis Messung! 
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ctresanes der 10 MeBreihen, ‘unter verschiedenen Hee E ie ant" He 
hiedenen Tagen ausgefiihrt, ist in Tab. 2 dargestellt. Es ergibt sich ee 
n Mittelwert von 4,080 * 0,006. Als Beispiel fiir eine EinzelmeBreihe 


Tabelle 1. M ischungsverbalinis einer angereicherten 
an ‘ Kaliumprobe. 


Ko und A? sind mit zwei verschiedenen Empfindlichkeiten gemessen; Um- 
rechnungsfaktor 3,886. 


a) EinzelmeBreihe b) Mittelwerte der EinzelmeBreihen | 


Pe. K39- Kal 
toe ..3,29 12,76 tes 
_ 3,33 . 12,81 “ta 
Rate, = 3,27, 12,81 aa 
4 3,28 : 12,81 a : 
— = 3,82. . 12,81 
inte 3,30 a ~ 12,64 Me 
i ‘ 3,29 12,66 ‘ t 
“ % ay Resultat 12,76 + 0,1 Beer a es 
+. Mittel 3,30 . 


Renee =F AO) 


- die Bestimmung einer. Silberprobe von E. Baccr angegeben, deren 
Mischungsyerhaltnis durch Isotopentrennung verschoben und von der . 
nur 3 mg Ag zur Verfiigung standen. Fiir diese Probe ergibt sich ein paeeey 
Mittelwert von 1,130. Aus dem pastes svete, gle A oO: 22 15080 


- ‘Tabelle 2. Mischungsgerhaltnis von Silber Agen A gi? 


a) Natirliches Gemisch b) Von E. Bacce angereichertes Gemisch 

we EinzelmeBreihe 
1,072 Sila: 
1,082 L12 
5 1,076 1.13 
1,082 1,15 
“ 1,083 1,13 
: 1,078. 1,15 
1,084 1,14 
’ 1,076 1,13 
* 1,077 Lu 
~ 1,086 2 
-- Mittel_ 1,080 ars 

_ Mittl. quadr. Fehler + 0,002 Resultat 1,13 + 0,01 


Resultat 1 080 + 0,006 


Bere hike man ein chemisches Atomgewicht von 107,881 + 0,002 in aus- 
gezeichneter Ubereinstimmung mit dem internationalen Atomgewicht 


107,880. iy 
Z reitschrift fiir Physik. Bd. 124. He 4 s ‘ 
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werden sollten, war es notwendig, die Intensitat der im Spektrometer vor- 
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Stickstoff Bei 7 Stickstoffproben wurde ie Gehalt an ye bes 
Die Proben waren von WIELAND aus Glutaminsaure gewonnen, wel 
aus dem Hydrolysat eines Tumors unter Beimengung einer mit Nie peas 
kennzeichneten Glutaminsaiure stammte. Die Aufgabe war, geringe Ver- 
schiebung im V%-Gehalt nachzuweisen. Zu diesem Zweck wurde dag 
Mischungsverhiltnis der Molekiilionen V14 N44; N14 1° bei den Massen 


Tabelle 3. Mischungsverhiltnis verschiedener Stienstog probes 
von Wieland 


Probe AV IAS AES ive 
0 22,0 : 4,35 + 0,04 
a: 68.5 1,44 + 0,02 
4 36,4 2,68 + 0,03 
5 70,8 1,39 + 0,01 
6 68,8 1,43 + 0,01 
7 _ _ 44,2 2,21 + 0,02 
8 rae 3,54 + 0,03 
Einzelmessungen Probe 5 Einzelmessungen Probe 6 
Ni4y14- A145 NwVi: Vays 
34,9 34,3 
30)! 34,3 
35,9 34,7 
35,5 344 
y 35,1 34,4 
35,0 + 34,7 
35,7 34,7 
5 Mittel 34,5 
25 0 Mittl. quadr. Fehler +- 0,07 = 
3 oes. . =. 
Mittel 35,4 saad in ya or 7 
Mittl. quadr. Fehler + 0,11 . 
Resultat 35,4 + 0,3 “ 


28 und 29 untersucht. Da der V¥5-Gehalt der Proben zwischen 1,5 und — 
4,3% lag, diese Werte aber mit einem Hdéchstfehler von 2° gemessen 


handenen Restgasionen weitgehendst herabzudriicken. Besonders stérend — 
erwies sich das CO, das ebenfalls die Masse 28 belegt und trotz gréBter _ 
Sorgfalt aus dem Strahlrohr nicht beseitigt werden konnte. Erst als statt — 
der Stahlkammern das Kupferrohr verwendet wurde, gelang es, den 
Untergrund der Massen 28 und 29 unter 1% der Stickstoffionenintensitat _ 
zu driicken. Da der Restuntergrund bei atet Messungen gleich stark 
vorhanden war, gab er keinen AnlaB zu Fehlern. Der Stickstoff stromte. 


1 1 Wretanp, Tu. u. W. Pau: Ber. Dtsch. Chem. Ges. 1944, Heft 1. 
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 flissiger Luft ne Cetendel und eine era in 
“Tonenquelle ein. Der Druck im Vorratsvolumen betriigt ungefahr 


n 


0,1 mm Hg. Die Messung wurde so durchgefiihrt, daB zwei Proben immer 
abwechselnd untersucht wurden und zwischendurch zur Kontrolle eine 
bereits friiher gemessene Probe wiederholt wurde. 7 


. | sie ae 
- Der Stickstoffgehalt der 7 Proben ist in Tabelle 3 angegeben. Dab der i at = ; 
_ geringe Unterschied zwischen Probe 5 und 6 1,39% bzw. 1,42% N* reell Bete: 
ist, ist aus den Einzelergebnissen der beiden Proben zu ersehen. Ein : “i & 


_ Spektrogramm ist in Fig. 12 dargestellt. ne Se 
¢ Géttingen, 11. Physikalisches Institut der Universitat. i 
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de Uber die Gefiigeanderung von Kristalloberflachen ~ 
ay durch Bearbeitung abhangig von der Harte. 
& Von 
: K. H. LEIse. ; 
ms Mit 1 Abbildung. 
2 (Eingegangen am 2. September 1946.) 
BF Durch mechanische Bearbeitung (Polieren) einer Einkristalloberflache eines — 
ear Isolators wird diese, wie Elektroneninterferenzversuche zeigen, zerstért, und zwa s 
‘49 : je nach der Harte des Materials verschieden stark; harte Oberflachen behalten — 
aN ihren Einkristallcharakter, auf weichen entsteht ein feinkérniges Pulver, wie 


es 
: 


Versuche an einer groBeren Zahl von Substanzen ergaben. Die BerLBysche Vor-— 
stellung einer durch die Bearbeitung entstandenen fliissigkeitsahnlichen Ober- — 
flachenschicht-ist daher nicht richtig. A) 


I. Einleitung. z 

Wahrend durch Kaltbearbeitung (mechanisches Polieren, Driicken mit 
Stahl oder Achat, Walzen) in den obersten Schichten von Metallober- 
flachen eine auferordentlich starke Kornzerkleinerung stattfindet, so- 
daB das Interferenzbild von Elektronenwellen ein Pulverdiagramm mit — 
wenigen breiten Ringen wird, findet man auf polierten /solatoroberflachen 
andere Ergebnisse’. Hier ist der Charakter des Interferenzbildes von der _ 
Harte abhiangig: an harten Einkristallflichen werden auch nach der Be-- 
arbeitung noch Einkristallinterferenzen beobachtet, d.h. eine Stérung 
durch Bearbeitung ist kaum bemerkbar, an Einkristallflachen weicherer 
Substanzen hingegen fiihrt die Bearbeitung zu Pulverinterferenzbildern, 
die auf eine erhebliche Zerstérung der Oberflache hindeuten. Der Grad — 
der Zerstérung ist jedoch in jedem Fall um vieles geringer als der bearbei- 
teter Metallflachen. Zu diesen Ergebnissen sollen die folgenden Vescuaaa i 
einen weiteren Beitrag liefern. n 
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i . Il. Die Gefiigestorung bearbeiteter Alkalihalogenidfldchen 
: abhangig von der Harte. 

A Um den Zusammenhang zwischen Oberflichenstruktur (nach Bearbei- 
tung) und Harte zu priifen, sind die Alkalihalogenidkristalle LiF, NaCl 
und KBr gut geeignet, da ihre Harte in der angegebenen Reihenfolge ab- — 
nimmt tind ungestérte Ausgangsflachen als Spaltflichen (4100 Flichen) ~ 
vorliegen. Das Polieren der Flachen von Steinsalz und Kaliumbromid — 
geschah mit Chromoxyd und Alkohol auf Seide; die harteren Lithiumes 


; 


* Ragtuer, H.: ZS. f. Phys. 86, 82 (1933). Vgl. auch Hopkins, H, G.: Phil. 
Mag. 21, 820 (1936). 
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7 * ; *) ks ® 
oridflachen shingegen wurden meist mit Schmirgel und eechlicBend 
nit “Soserde auf einer Tuchscheibe poliert. 
a) Ergebnis der Elektronen-Interferenzaufnahmen. Die wollen (100) 
LiF-Flache gibt eine so ausgepriigte Faserstruktur, daB das Interferenz- 


. gleicht in der Form der Reflexe denen polierter F luBspatflachen.! Die 

polierte (100) NaCl-Flache gibt ein Pulverdiagramm mit Faserstruktur ; 
_ die einzelnen Kristalle sind um etwa 10° gegeneinander geschwenkt. is 
polierte (100) KBr-Flache gibt ein Pulverdiagramm mit kaum noch an- 
_ gedeuteter Faserstruktur. Die unbearbeiteten Ausgangsflichen zeigen in 

allen Fallen das bekannte Einkristallbild mit Kikuchilinien. 
_ Diese Versuchsreihe zeigt, daB entsprechend der abnehmenden Hirte 
der Kristalle die Zerstérung der Oberfliche durch die Bearbeitung gréBer 
wird: ‘das harte Lithiumfluorid zeigt noch annihernd Einkristallcharakter 
nach der Bearbeitung, wahrend die Oberflache des weicheren Kalium- 
bromids in viele Kristalle aufgebrochen wird, die kaum noch eine Ausrich- 
tung nach dem unterliegenden Mutterkristall haben. In allen Fallen zeigt 
sich ein von den Metallen stark abweichendes Verhalten, da die KorngréBe 
der bearbeiteten Oberflachen mindestens zwanzigmal gréBer ist als die ent- 
_ sprechend bearbeiteter Metalle?. 

b) Messung des Harteverlaufes als Funktion der Tiefe an bearbeiteten 
Alkalthalogenidflachen. AuBer an der im Interferenzbild ablesbaren Zer- 
_ stérung des Oberflachengefiiges durch die Bearbeitung ist die Wirkung 
der mechanischen Beanspruchung an der Kaltverfestigung zu erkennen, 
die sich in einer gréBeren Harte der bearbeiteten Oberflache gegentiber 
einer Spaltflache zeigt.* MiBt man mit Hilfe eines Mikrohartepriifers nach 
Hanemann?é den Harteverlauf abhangig von der Tiefe an unter gleichen 
_ Bedingungen (Bearbeitungsdauer und Bearbeitungsstarke) polierten und 


- unbearbeiteten Spaltflachen der verschiedenen Alkalihalogenide, so erhalt  - 


man Abb. 1. Wahrend LiF (Harte etwa 100 kg/mm?) keinen Hirteunter- 
schied zwischen Spaltflache und polierter Flache zeigt, ist dieser bei einer 


1 Siehe Abb. 8 der Arbeit von H. Rarruer (1) der vorherigen Seite. 

2 In Ubereinstimmung hiermit ergibt sich, daB an vielkristallinen Ausgangs- 
flachen von Steinsalz (aus gepreBtem Steinsalzpulver hergestellt) nach der Politur 
keine merkliche Veranderung in der Scharfe der Pulverringe zu finden ist. Die 222 
und 311 Ringe bleiben getrennt. 

8 Zuerst an Metallen gefunden von Scuuiz, F. u. H. HANeMANN: ZS. f. 
Metallkde. 33, 124 (1941). Vgl. auch Bernuarpt, E, O.: ZS. f. Metallkde. 33, 
135 (1941). 

4 Hierbei wird eine Diamantspitze, die in der Mitte eines Mikroskopobjektives 

- angebracht ist, in das zu untersuchende Material eingedriickt und anschlieBend 

der entstandene Harteeindruck ausgemessen. Aus der Belastung, mit welcher 
_ die Spitze eingedriickt wurde, und der GroBe des Eindruckes wird nach bekann- 
ten Formeln die ,,Eindruckharte‘‘ berechnet. — Der Fa. C. Zeiss, Jena, danken 
_ wir fiir die freundliche Bereitstellung des Mikroharteprifers. 


_bild besser als gestdrtes Binkristallinterferenzbild bezeichnet wird. Es — 
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KBr-Fliche betrichtlich (etwa 10 gegen 6 kg/mm?). Das zwischen LiF un 
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KBr liegende. NaCl zeigt dementsprechend eine geringere (relative) Harte-_ 
differenz zwischen bearbeiteter und ungestorter Flache (etwa 24 kg/mm? — 
gegeniiber etwa 20 kg/mm?)!. Neben dieser mit abnehmender Harte 
groBer werdenden Harteerhohung durch die Bearbeitung ist zu erkennen, 
daB die Tiefe der durch die Bearbeitung herbeigefiihrten St6rung — er- 
kenntlich an der Einmiindungstiefe ‘ 
der Hiartekurve bearbeiteter Fla- 
chen in die unbearbeiteter — mit ris 
; ; 80 

abnehmender Harte zunimmt: 
LiF <3 pu, NaCl etwa 10u und 
KBr etwa 20 w?. 


Fig. 1. Hartekurven bearbeiteter und un- 
bearbéiteter LiF, NaCl und KBr-Flachen, 
abhangig von der Tiefe unter der Ober- 
flache. o bearbeitete Spaltflache, + unbear- 
beitete Spaltflache. . 


Die eben beschriebenen Versuche zeigen mithin, daB die Harte der | 
Substanz sowohl die Zerstérung der Oberflache (aus Interferenzaufnahmen ~ 
ermittelt) bestimmt als auch die GréBe und Tiefenwirkung der Kaltver- 
festigung. 


III. Das Interferenzhild weiterer bearbeiteter Lsolatoroberfldchen 
verschiedener Harten. 


a) Hartere Stoffe als Lithiumfluorid. Bei harteren Stoffen als Lithium- 7 
fluorid ist nach obigem zu erwarten, daB das Interferenzbild ihrer bearbei- _ 
teten Oberflichen noch reineren Einkristallcharakter zeigt. Die Versuche | 
bestiitigen dies: Polierte Kalkspatflichen und Wachstumsflachen yon Tur- ~ ‘ 
malin und Beryll (in der gleichen Weise wie LiF poliert) geben Einkristall- 
bilder, die von der ungestérten Ausgangsfliche z. B. in der Scharfe der ~ 
Kixucuilinien oder der Form der Reflexe nicht zu unterscheiden sind, ent-_ 
sprechend der gegeniiber Lithiumfluorid gréBeren Harte dieser Stoffe. — 

Die Beobachtung eines Einkristallinterferenzbildes an polierten Flachen — 
~ ein Ergebnis, das den Vorstellungen BetLpys von dem fliissigkeitsahn-— 
lichen Zustand bearbeiteter Oberflichen widerspricht — veranlaBte Fixcu’ 
zu der Vermutung, da®B das Einkristallbild als Folge einer Rekristallisation 


' Eine getemperte 100 NaCl-Flache zeigt gegentiber der Spaltflache eine ge- 
ringere Harte. Diese Differenz betragt etwa 4 kg/mm? und ist so zu verstehen, 
dali die getemperte Flache nahezu frei von inneren Spannungen ist und daher — 
eine geringere Harte als die Spaltflache besitzt. Y 
* Das gleiche gilt fiir Metalle, siehe Leisr, K.H.: Metallforschung II, 141. 
(1947). 1 
5 Finen, G. F.; Nature 138, 1010 (1936). 


yy 


nach hetae Breeinateensh Gidetevetfeahalichen Oberflichenschicht 
auf dem darunterliegenden Einkristall zu verstehen ist. Denn er fand, 
an polierten Spalt- und Wachstumsflichen, die unter einem kleinen 
Winkel (wenige Grad) angeschnitten worden waren, ein Interferenzbild 
mit wenigen verwaschenen Ringen und deutete dies im Britpyschen Sinne. 
‘Das gleiche Ergebnis fand er auch an einer polierten Kalkspatfliche, 
die unter einem groBen Winkel gegen die 100-Fliche geneigt ist (Kittflache 
eines Nicols). Leider fehlen Zahlenangaben iiber die Radien der Inter- 
ferenzringe und die zugehérigen Netzebenenabstinde, um diese mit dem 


normalen Pulverdiagramm zu vergleichen. Die Deutung dieses FINcH-. 


schen Befundes ist schwer verstindlich, da der darunterliegende Kristall 
: auch im Falle schrag angeschnittener Oberflachen zur Rekristallisation der 
dariiberliegenden Schichten fiihren sollte. 

_ Die Nachpriifung dieser eben beschriebenen Versuche von Fincu ergab 
jedoch, daB bei unter 3° und 10° angeschliffenen Spaltflachen von Kalk- 
‘spat sowie Kittflachen eines Nicols und unter wenigen Graden angeschlif- 
fenen Wachstumsflachen von Turmalin und Beryl! Einkristallinterferenzen 
mit z. T. recht scharfen Kixucnuilinien beobachtet wurden. Auch an (100) 
Lif-Flachen, die unter 5° und 45° gegen eine Wiirfelkante angeschnitten 
_ wurden, ergab das Interferenzbild eine einkristallahnliche. Oberflache. Die 
maBig scharfen Kikucuilinien zeigen in diesem Fall zwar eine gewisse 
Stérung des Gefiiges an, in keinem Fall jedoch wurde ein Pulverdiagramm 
mit verwaschenen Ringen gefunden. Es wird also in Ubereinstimmung 
_ mit obigen und friiheren Versuchen festgestellt, daB nicht nur an Wachs- 
tums- und Spaltflachen, sondern an beliebig angeschnittenen Flachen ge- 
- niigend harter Substanzen durch Bearbeitung eine merkliche Zerstérung 
des Gefiiges nicht stattfindet. 

Die Deutung des Einkristallbildes als Folge einer Rekristallisation wird 
~ auch durch die Vergiitungsversuche an Steinsalzoberflachen ausgeschlossen!. 
Hierbei wurden polierte und (durch Wasser- oder Warmebehandlung) re- 
kristallisierte Steinsalzflachen verglichen (Spalt- und nach vorgegebenen 
Richtungen angeschnittene Flachen). Es zeigte sich, daB sich die Elektro- 
~ neninterferenzbilder von polierten und rekristallisierten Flachen_betracht- 
lich unterscheiden, jene geben ein Faserdiagramm, diese Einkristallbilder, 
so daB von einer Rekristallisation polierter Flachen zu Einkristallober- 
flachen nicht gesprochen werden kann. ~ Lagern der bearbeiteten Flachen, 
~ auch von bearbeitetem Silberchlorid (s. u.), 14Bt keine Anderung des Inte- 
ferenzbildes im Sinne einer Rekristallisation erkennen, obgleich gerade 
Silberchlorid mit seinem niedrigen Schmelzpunkt am ehesten eine solche 
erwarten lieBe. 

b) Weichere Stoffe als Kaliumbromid. Um den obigen Zusammenhang 
zwischen Stoérung und Materialharte zu stiitzen und durch Verwendung 


1 Rarerner, H.: Reichsber. Physik I, S. 159 (1944), sowie Optik 1, 296 (1946). 
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Kies: 
immer weicherer Subsite den AnschluB an die Metalle zu hekow nm 
wurde die Zahl der untersuchten Substanzen vergroBert. Bei der Such 
nach weicheren Materialien trifft man auf Substanzen wie Gips, Talk un 
Graphit, die in der Mousschen Harteskala zu den weichsten Stoffen zahlen v 
Diese haben jedoch die Besonderheit, daB sie infolge ihres Aufbaus in Form — s 
von Schichtengittern eine bevorzugte Trennbarkeit langs dieser Schichten 
besitzen und dadurch die geringe Harte vortauschen. Infolgedessen ist 2S 
nicht verwunderlich, da® an polierten Spaltflachen dieser Substanzen ein- 7 
kristallahnliche Interferenzen (Punktdiagramme) erhalten werden. Das 
Fehlen der Kixucuilinien deutet auf starkere Verwacklung der Krista 
hin. Die Deutung dieses Befundes ist darin zu suchen, daB die Politur ine 
folge der leichten Abtrennbarkeit der Schichten ,,Schuppen* ablést und 
diese wahrend der Bearbeitung langs der Oberflache verschoben werden, S 
ohne daB sie in vielkristallines Pulver aufbrechen. An Gipsflachen, die _ 
senkrecht zur Spaltflache poliert werden, beobachtet man Einkristallinter- 
ferenzen mit Krkucuilinien, wie bei einem harten Material zu erwarten ist. 
. Um die besonderen Spaltverhiltnisse an Einkristallflachen zu vermei- 
den, wurden einige Versuche an denselben polykristallinen Stoffen aus- 
gefiihrt. So zeigt z. B. die polierte Stirnflache eines Stabes aus reinem ge-— 
preBten feinkristallinen Graphit im Interferenzbild ein Pulverdiagramm, | 
dessen Ringscharfe durch die Bearbeitung nicht verandert wird. Mithin — 
tritt bei Graphit durch die Politur eine merkliche Kornzerkleinerung er- 
wartungsgemaB nicht auf. ‘ 
Da, wie gesagt, bei den eben genannten Stoffen infolge ihres Gitterbaues _ 
besondere Verhiltnisse vorliegen, lassen sie den obigen Zusammenhang zwi- — 
schen Harte und Oberflachenstruktur nach Bearbeitung nicht unmittelbar 
erkennen. Als einzige Stoffe auffallender Weichheit bleiben Substanzen wie 
Siulberchlorid und Thalliumbromid iibrig. Diese Stoffe zeichnen sich durch — 4 
eine groBe Plastizitat aus, wodurch sie den Metallen ahnlich sind!. Die Kalt- — 
bearbeitung dieser Flichen war jedoch mit Schwierigkeit verbunden, da 
durch Driicken mit Stahl die Oberflache einen matten Schimmer erhielt 
und keine Interferenzen gab. Nach vielen Versuchen lieferte das Dricken 
mit einem Achat noch die sauberste Oberfliche; ihr Interferenzbild zeigte 
ein normales ‘Pulverdiagramna, mit scharfen Ringen, ahnlich wie beim 
Kaliumbromid. Da Silberchlorid infolge seiner starken Lichtempfind- 3 
4 
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lichkeit (vor allem der Oberfliche) Silber ausscheidet!, wodurch die Plasti- 
zitat stark herabgesetzt wird®, und schon geringe Verunreinigungen seine 
plastischen Eigenschaften aufheben, ist das Nichtauftreten von abhnlich 
breiten Interferenzringen wie bei den Metallen zu verstehen. 


* Stepanow, A, W.: Physik. ZS. d. Sowjetunion 8, 25 (1935). Eine diinne f 
Schicht von Silberchlorid, durch Verdampfen erzeugt, zeigt neben den Inter- d 
- 


ferenzen von Silberchlorid die des Silbers. Die Ringscharfe des letzteren ist be- 
merkenswert. 
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“A SHPDaT, Hot ZS. f. Elektrochem. 50, 78 (1944). 
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Be EV Zusammenfassung. 


2 Die Hextienbaitie Arbeit beschaftigt sich mit dem Zusammenhang der 
“durch mechanische Bearbeitung (Polieren) entstandenen Gefiigedinderung 
von Isolatoroberflachen und der Hirte des Materials. Es wurden die Alkali- 
_ halogenidkristalle (LiF, NaCl, KBr) untersucht, sowie Stoffe, die harter 
als LiF und solche die weicher als KBr sind. An den polierten Alkalihalo- 
_ genidflachen (Ausgangsflichen waren die Spaltflichen) bestiitigt das 

_ Elektroneninterferenzbild das frither gefundene Ergebnis, daB die Zer- 
 stérung der Oberflache durch die Bearbeitung um so gréfer ist, je weicher 
_ der Stoff ist. Messungen der Mikrohiirte an den genannten Stoffen lassen 
-erkennen, daB auch die GréBe der Kaltverfestigung und ihre Tiefenwir- 
_ kung um so gréfer ist, je weicher der Stoff ist. Die Kristalle harter als LiF 
_ geben tibereinstimmend mit dem eben Gesagten noch ausgeprigteren Ein- 
kristallcharakter nach der Bearbeitung. Dieses Ergebnis wird auch an 
unter verschiedenen Winkeln angeschnittenen Spalt- und Wachstums- 
flachen dieser Substanzen gefunden — im Gegensatz zu Fincu — so daB die 
_ Berisysche Vorstellung von einer fliissigkeitsahnlichen Oberflachenschicht 
an bearbeiteten Isolatorflachen nicht aufrecht zu halten ist. — Weichere 
Kristalle als LiF, wie Graphit, Talk, Gips, liefern infolge ihres Schichten- 
gitterbaues scheinbar yon der obigen Regel abweichende Ergebnisse. 
_ An AgCl und TIBr, die infolge ihrer plastischen Verformbarkeit den Me- 


tallen schon sehr ahnlich sind, ergibt die polierte Oberflache erwartungs- | 


-gemaB ein Pulyverdiagramm. — Wahrend auf Metallflachen die KorngréBe 
der obersten Schichten bei mechanischer Beanspruchung infolge der dabei 


_auftretenden Gleitprozesse bereits bei verhaltnismafig schwacher Bearbei- 


- tung auf die GrdBenordnung einer Elementarzelle reduziert wird und da- 
her das Ergebnis der Bearbeitung ein feinstkristallines Gefiige ist, ergibt 
- sich auf Isolatoren eine wechselnde Oberflachenstruktur: Da die Isolatoren 
bei mechanischer Beanspruchung iiber die Elastizitatsgrenze im allgemei- 
nen brechen — also spréde sind, nicht plastisch verformbar wie die Metalle — 
zeigt die Zerstorung der bearbeiteten (polierten) Oberflache eine Anica se: 
keit von der Harte in dem Sinne, daB bei gleichen Bearbeitungsbedingun- 
gen und einkristallinen Ausgangsflachen die Oberflaghe mit abnehmen- 
der Harte ihren Einkristallcharakter verliert und in den. vielkristallinen 
Zustand ibergeht. 
Die Arbeit wurde im Physikalischen Institut der Universitat Jena aus- 
- gefiihrt. Es ist mir eine angenehme Pflicht, Herrn Prof. Dr. H. RarTHer 
fiir die Anregung zu dieser Arbeit und das standige Interesse herzlich zu 
danken. Gleichzeitig danke ich Herrn Prof. Dr. H. KuLENKAmprr fiir sein 
- Interesse und die Bereitstellung der Institutsmittel. 
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Aufheizung und Abkiihlung der Anodenflamme 
des Kohlebogens. ees 
Von 
Ernst ROHLOFF. 
Mit 11 Abbildungen. 
(Eingegangen am 9. September 1946.) 


1. Das Verhalten der Anodenflammen (Dampfstrahlen, die bei héheren Strom- 
dichten aus dem Anodenkrater hervorbrechen) des Kohlebogens wurde anschlie- ‘ 
Bend an das KurzschlieBen des Bogens mit einer Drehspiegelapparatur unter- | 
sucht. Es ergab sich, daB praktisch gleichzeitig mit dem Zusammenbrechen des 
Feldes die Flamme sich von der Anode abzulésen beginnt, wobei die Helligkeit ~ 
des nachstrémenden Dampfes sofort geringer wird. Dies ist eine Bestatigune 
dafiir, daB das von der Anode verdampfende Material in einem anomalen Anoden- 
fall dicht vor der Anode auf héhere Temperatur gebracht wird. Weiter ergaben 
sich die Nachleuchtdauern der abgelésten Flammen zu einigen 10~* sec, womi 
sich das Leuchten dieser Flammen als thermisch erwies. 

2. Es wurden dieselben Messungen wie unter 1. mit einer hierfiir entwicke 
Zeitlupenapparatur gemacht. Aus hiermit erhaltenen Fotoaufnahmen konnte das’ 
Schrumpfen des Volumens der abgelésten Flamme in Abhangigkeit von der Zeit 
angenahert gemessen werden, Reinkohleflammen schrumpfen schneller als Beck- — 
flammen, wobei sich der Vergleich auf gleich lange Flammen bezieht. Dies Er- 
gebnis stimmt damit iiberein, da8 die Gesamtstrahlung der Reinkohleflamme — 

f groBer ist als die der Beckflamme (mit Ausnahme bestimmter Flammengebiete). _ 
Dies folgte einmal aus der photographischen Schwarzung und zweitens aus Gel 
samtstrahlungsmessungen. Die Schrumpfung ist also offenbar hauptsichlich eine — 
Folge der Abkiihlung durch Strahlung. ¥ 


Steigert man bei einem .Kohlebogen die Stromstiirke iiber das 5-fache 
des in mm gemessenen Anodendurchmessers, so bricht aus der Anode eine _ 
intensiv leuchtende Flamme hervor. Bei Elektroden aus Homogenkohle 
ist diese Flamme sehr unruhig, sie lift sich aber bei Dochtkohlen weit- — 
gehend ruhig gestalten, Gibt man dem Docht auBer pulverisierter Kohle — 
und Binde- und Beruhigung:mitteln geeignete Metallsalze zu, wie z. B. 
Cerfluorid bei den Beckkohlen, so erzielt man eine vollig ruhig brennende 
Anodenflamme. (Cerfluorid wird aus beleuchtungstechnischen Griinden — 
beigefiigt, um ein dichtausgefiilltes Spektrum und damit weiBe Lichtfarbe — 
zu erhalten; wahrscheinlich bedingt es aus Griinden, die mit der Theorie — 
des Anodenfalls zusammenhingen, zudem besonders lange und wohlaus- ~ 
gebildete Metallsalzfammen.) LaBt man das Metallsalz fort, besteht also _ 


; 5 der Docht im wesentlichen aus pulverisierter Kohle (sog. Reinkohle), so ~ 
UR kann man wenigstens fiir etliche Sekunden eine vollig ruhig brennende — 
s Flamme erhalten. Letztere Flamme soll Reinkohleflamme heifen, erstere- 
ae? Beckflamme. Solche Flammen sind in verschiedenen Hinsichten, wie spek- 5 
re 
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tra PVertellang der Lichtaussendung, Hohlflammenbildung, Nachleucht- 
dauer nach dem Léschen des Bogens, Temperatur usw. von Lenarp}, 

AMSAUER und Wo.rF® und insbesondere von FINKELNBURG® usw. unter- 
sucht worden. Sie sind schon friihzeitig als Dampfstrahlen gedeutet worden, 
die aus der Anode hervorbrechen. Dieses Bild ist von FINKELNBURG? dann 
ausgebaut und erweitert worden, wobei die wichtigste Vorstellung die ist, 
da der von der Anode ausgehende Dampfstrahl in einem anomalen 
Anodenfall dicht vor der Anode weiter bis auf 5000—10000° aufgeheizt 
wird und dann in der Flamme abstrémt. Die vorliegende Arbeit unterbaut, 
erganzt und erweitert die von FINKELNBURG nur in groBen Ziigen ent- 

-wickelten Vorstellungen iiber den Flammenmechanismus. 

Zunachst wurde untersucht, ob das Leuchten der Flamme thermisch 
oder elektrisch ist. Es war zu bestimmen, wie lange die Flamme nach- 
leuchtet, wenn der Bogenstrom momentan geléscht wird. Bei RAMSAUER 
und Wo tr? sind solche Messungen, allerdings zu anderem Zweck, bereits 
durchgefiihrt worden, doch sind deren Ergebnisse fiir uns nicht brauchbar, 

. weil Anodenflamme und Kathodenflamme (auch aus der Kathode bricht 
ein ,,flammenartiges‘‘ Gebilde heraus) nicht getrennt beobachtet wurden. 
Vielmehr wird dort an einer Flamme gemessen, die eine Vereinigung von 
Anodenflamme und Kathodenflamme darstellt. Die Elektroden standen 


dort namlich koaxial, so daB8 Anodenflamme und Kathodenflamme gegen-- 
-einander gerichtet waren. Beide Flammen wurden dann durch ein Magnet- 


feld aus der Bogenachse herausgedriickt und in dieser Form untersucht 
_ (s. Fig. 1). Die Flammen lieBen sich in dieser An- 
ordnung mit einem Drehspiegel erst von der Stelle 
an untersuchen, wo sie seitlich aus der Kohlen- 
_ richtung heraustraten. Es muBte also zunachst daftir 
- gesorgt werden, daB man die Anodenflamme mog- 
_lichst isoliert erhielt. Das wurde da- 

_ durch erreicht, daB die beiden Elek- + 
troden fast parallel nebeneinander 

gestellt wurden (Fig. 2). Der Ab- 
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stand der Enden der beiden Kohlen - 
: reer nur 12mm. Dadurch wer- Fig.1. Bogen- Fig. 2. Bogen- 
den die Kathodenflamme und das anordnung bei anordnung in der. 


~3 F - RAMSAUER u. WOLF. vyorliegenden Arbeit. 
eigentliche stromfiihrende Bogenplas- 


ma weitgehend verkleinert, so daB die Anodenflamme praktisch nicht ge- 


 stért wird. Betrachtet man die Anodenflamme durch geeignete Grau- 


1 7. B. Lenarp, P.: Ann. d. Phys. IV F411, 636 (1903). 
- 2 RamsaueER, C. u. F. Wor: Ann. d. Phys. [V F 66, 373 (1921). 
3 FiykELNneurc, W.: ZS. f. Phys. 112, 305 (1939); 113, 562 (1939); 114, 734 
1939); 116, 2414 (1940). — Scuiuce, H. u. W. FINKELNBURG: Zovt. Phys. 127, 
344 (1941). — Finkeinpure, W. u. H. Scuiuce: ZS. f. Phys. 119, 206 (1942). 
4 Ramsauer, C. u. F. Woxr: Ann. d. Phys. 1V F 66, 373 (1921). 
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S. © filter, so erkennt man in der gesamten Flamme einen besonders hellen 
ne Kern (in der Fig. 2 am starksten geschwarzt gezeichnet), der seinen Urey 


sprung im positiven Krater hat', Man erkennt weiter bei Betrachtung — 
durch Graufilter, da®B der stromfiihrende Bogen zusammen mit der | 
sich ihm iiberlagernden negativen Flamme an der Stelle, wo er die 
positive Flamme durchsetzt, zwar deutlich EinfluB auf die positive 
Flamme ausiibt, das Strémen des verdampften Materials, also die 
Flammenform, aber kaum verandert. Dieser Einflu® ist bei der Rein-— 
kohleflamme gréBer, vielleicht weil das wenige Material, was von der 
Kathode her verdampft und seitlich in die Anodenflamme hineinblast — 
(,,Kathodenflamme“)®, die spezifisch etwa ebenso schweren Kohledampfe 
der Anodenflamme mehr beeinflussen kann, als die vielmal schwereren 
Cerdampfe der Beckflamme. Bei genauerer Beobachtung zeigen sich wei-_ 
tere Unterschiede zwischen der Beckflamme und der Reinkohleflamme, 
wobei das beim ersten Anblick Auffalligste die scharfe helle Begrenzung a 
des hellen Kerns der Beckflamme ist, wahrend der helle Kern der Rein- 
kohleflamme eine diffusere Begrenzung hat. Wie Versuche mit einigen- 
anderen Flammen aus Metallverbindungen enthaltenden Dochtkohlen zeig- — 
ten, ist bei allen diese scharfe Begrenzung zu beobachten, so daB es sich also 
um eine allgemeiner geltende Feststellung handelt. Auf weitere Struktur- 
einzelheiten in den Flammen braucht hier (mit Ausnahme des noch zu — 
erwahnenden Saumes der Beckflamme) nicht eingegangen zu werden. Von _ 
Wichtigkeit ist nur, daB Reinkohleflamme wie Beckflamme im ganzen 
ahnlich sind, wobei der helle Kern der Flamme eindeutig aus dem positiven F- 
Krater hervorbricht, und der uns im Folgenden allein interessierende, aus ¥ 
Anodenmaterial bestehende, primare Dampfstrahl ist, wahrend die 4uBeren — 
Flammenteile durch Mischung und chemische Reaktionen mit der um- 
gebenden Luft sekundir entstehen. Daf der Flammenkern keine wesent- 
liche Durchmischung mit der AuBenluft erfahrt, konnte noch wie folgt 
gezeigt werden: Die Kohlen wurden horizontal orientiert, so daB auch — 
die Flamme horizontal lag. Dann wurde ein zweiter Bogen, dessen Farbung 
durch andere Dochtsalze gegeniiber der zu untersuchenden Flamme ge- | 
andert war, und dessen Stromkreis véllig von dem der zu untersuchenden _ 
Flamme getrennt war, unter dieser Flamme schon von der Anode an 
Oi entlanggefiihrt, so daB die Dampfe dieses zweiten Bogens zu der zu unter-_ 

*  -suchenden Flamme emporschlugen. Es trat keine Farbung des F lammen- * 
kerns auf, wohl aber eine Firbung der aéuBeren Randpartien, die den Kern 
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e . } Wir miissen uns leider oft auf schematische Zeichnungen beschranken, da — 
die Photokopien die Einzelheiten, die auf der Photoplatte deutlich zu beobachten 
if sind, meist nur sehr undeutlich wiedergeben wegen der groBen Helligkeitsunter- 


schiede zwischen den einzelnen Teilen der Flamme. 


® Uber den Mechanismus der Kathodenflamme wird in einer nachfolgenden. 
Arbeit berichtet werden. 
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um, geben. Man ke bii aieeh cote starke Graufilter diese AuBeren Plane Se i 
menteile ganz unterdriicken und erhalt im Bilde nur die Kernflamme. 

_ Die weiteren Untersuchungen sind, wie schon erwahnt, an dieser Kern- 
flamme angestellt worden. Das Wort Flamme bedeutet daher jetzt immer # 
Kernflamme. Wo die ganze Flamme gemeint ist, wird es besonders ver- “tah 
merkt werden. Alle im folgenden behandelten Erscheinungen sind zwar 

bei entsprechenden Strombelastungen weitgehend von dem Kohledurch- 
messer unabhangig, um gute Vergleichsméglichkeiten zu erhalten, wurden ‘ 
_ jedoch alle weiteren Messungen nur an folgenden Kohlen gemacht: 


= 


- Reinkohle: positive Kohle: Siemens-Plania ,,Biodocht‘‘ @ 6 mm, 
Reinkohledocht @ 1,5 mm; 
negative Kohle: wie positive Kohle. 


_ Beckkohle: positive Kohle: Siemens-Plania ,,Kohinoor“ @ 6 mm, 
: é Beckdocht etwa 2,5 mm @ ; 
negative Kohle: wie bei Reinkohle. ‘ 


_ Alle Kohlen waren verkupfert. Der verwendete Strombereich betrug 30 bis 
_ 60 Amp. Bei 30 Amp. etwa setzt die Flammenbildung ein. Bei 60 Amp. kann 
man bei naher Kohlenstellung Reinkohleflammen kurzzeitig von 15 cm 
_Lange erhalten, wahrend die gréBte Lange der Beckflamme nur bei etwa 
9 cm liegt. Wird die Stromstarke dann noch weiter vergréfert, oder bringt — 
man Anoden- und Kathodenspitze noch naher aneinander, so spaltet sich 
_ die Beckflamme und ,,blakt“. Wir werden uns im tibrigen immer auf die a 
Flammenlange beziehen und nicht auf die Stromstarke, da die Flammen- Poe 
_ lange auBer von der Stromstarke auch weitgehend von der Stellung der 
_ Kohlen zueinander und von ihrer Entfernung voneinander abhangt. 
Wie schon oben gesagt wurde, sollte zunachst gepriift werden, ob das 
Leuchten dieser Kernflamme thermisch oder elektrisch bedingt ist. Es 
wurde dazu eine Drehspiegelanordnung gebaut, die die photographische 
Registrierung des Nachleuchtens der Flamme nach dem KurzschlieBen 
des Bogens erméglicht. Im Prinzip besteht diese Anordnung aus einer 
_ Linse, die ein Bild des Bogens iiber einen (optisch einwandfreien ober- Fee 
flachenbelegten) rotierenden Spiegel auf eine Photoplatte wirft. Erheb- 
 lichere Schwierigkeiten bereitete die Kopplung zwischen KurzschlieBen 
des Bogens, richtiger Stellung der Photoplatte in diesem Moment und der 
_rechtzeitigen Offmung des Verschlusses vor der Photoplatte, da der zu 
_photographierende Vorgang nur einige 10~% sec dauerte. Gelést wurde 
diese Schwierigkeit wie folgt: Der Drehspiegel war auf der Achse einer 
Drehscheibe befestigt. Auf der Drehscheibe befand sich eine halbkreis- 


1 Die Photoaufnahmen zeigen ebenfalls immer nur die Kernflamme. Dies 
 ergibt sich bei den Aufnahmen ganz von selbst; da die Helligkeit der Kern- 
- flamme alles andere weit iiberragt. 


das Kurzschtiaben des Bogens ee pa esiemnia des Verschlusses vor . 
der Photoplatte betatigen muBte) konnte nur in der Zeit, in der die schiefe x 
Ebene der Drehscheibe nicht im Wege war, durch eine Feder in Richtung 


Kontaktgeber 
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Fig. 3. Schema der Drehspiegelanordnung. 


pee oy: a 
des Pfeiles vorgeschnellt werden. Bei weiterem Drehen der Scheibe schob g 
sich dann die schiefe Ebene unter das Rad des Kontaktgebers und kippte é 
dabei allmahlich den Kontaktgeber nach links in Fig. 3, nach rechts in a 


Fig.'4, Photographie der Drehspiegelanordung. 


Fig. 4 herunter, so da8 hintereinander 3 Kontakte ausgelést wurden. 
Der erste Kontakt 6ffnete den VerschluB vor der Photoplatte, der zweite 
schloB den Bogen kurz, der dritte schloB den Verschlu8 wieder. Zur Re- 
gistrierung des Zusammenbruchs der Spannung an den Kohlen beim — 
KurzschlieBen des Bogens wurde ein Elektroner nstrahloszillograph benutazt, 
dessen Brennfleck (durch Nachbese hleunigung verstirkt) mit Hilfe eines 
Hohlspiegels tiber denselben Drehspiegel auf dieselbe Photoplatte geworfen 


wurde, also genau unter dem Anodenflammbild mit iiber die Platte lief. 
Dabei 


~# 


zeigte sich auch, daB der Feldzusammenbruch, wenn man alle 


‘ 
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driickung von Streulicht trotz der bereits erwihnten Vorkehrungen 
“za einer Exposition der photographischen 

_ Platte méglichst kurzzeitig nur in der Um- 
gebung des Zusammenbruchs der Spann- me 
ung. Durch Einbau von Blenden und uch. 

_Schwarzung der gesamten Umgebung Oza $e 

_ konnte es auf einen nicht mehr stérenden Fig. 5. 

- Rest herabgedriickt werden. Fig. 5 gibt Schema der Drehspiegelaufnahmen. 

_ eine schematische Zeichnung der Drehspiegelaufnahmen. Schwirzung in 
der Zeichnung bedeutet wieder Helligkeit in der Flamme. 
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Reinkohle- und Beckflamme verhalten sich im Abklingen nach der 
Léschung des Bogens ahnlich. Nach dem KurzschlieBen des Bogens lést 
sich die Anodenflamme vom positiven Krater und wandert mit der Dampf- 
strahlgeschwindigkeit fort. Verfolgt man das so losgeléste hintere Ende 
der Flamme, so sieht man, daB es nicht eine parabelférmige Kurve mit der 
konkaven Seite zum Anodenkrater, sondern mit der konvexen Seite zum 
Anodenkrater beschreibt. Ersteres miiBte der Fall sein, wenn die Dampf- 
strahlgeschwindigkeit mit der Entfernung vom Krater abnimmt. DaB das 
Entgegengesetzte eintritt, ist offenbar eine Folge -der Abkiihlung und 
Schrumpfung des seines Nachschubes beraubten Dampfes. Dadurch also 
wird eine Zunahme der Geschwindigkeit vorgetauscht. Aus demselben 
Grunde setzt am SchluB des Abklingens auch eine Verkiirzung der Spitze 
der Flamme ein, jedoch spater, weil dort die Schrumpfung wegen der tiefen 
Temperatur schwicher ist, und weil Schrumpfungsrichtung und Stré- 
mungsrichtung entgegengesetzt gerichtet sind. Die Bilder zeigen weiter 
folgendes: Hinter dem nach dem Léschen des Bogens abwandernden 
hinteren Ende des Dampfstrahls quillt noch ein weiteres Leuchten aus 
dem Krater nach, das mit wesentlich langsamerer Geschwindigkeit weiter 
_wandert. Es handelt sich dabei offenbar auch um verdampftes Anoden- 
‘material aus dem Krater, das aber nach Léschung des Bogens keine Auf- 
heizung durch den Anodenfall erfahren konnte und lediglich infolge der 
thermischen Tragheit des Anodenendes noch wahrend langerer Zeit aus- 
gestoBen wird. — Die Dauer des Nachleuchtens der Anodenflamme lag 
immer zwischen etwa 1 x 10-* sec (bei kurzen Flammen von etwa 2 cm 
Lange) und etwa 5 x 10-* sec (bei langen Flammen von etwa 10cm Lange). 
Bei den Beckflammen waren die Nachleuchtzeiten merkbar gréBer als bei 
den Reinkohleflammen, Die Werte stimmen gréBenordnungsmabig tiberein 
mit den von RaAMsAvER und Wo rF! gefundenen. Im einzelnen sind sie nicht 
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mit diesen vergleichbar, da die Kohlendochte andere eiraetemnene 7 
enthielten. Ferner sind die Definitionen der Flammenbegrenzung and 
ebenso wie die Flammenbildung selbst infolge der schon erwihnten ko- : 
axialen Kohlenstellung. f : F 

Insbesondere kann man aus den erhaltenen Befunden entnehmen: Die x 
Aufheizung des Dampfstrahles hangt tatsachlich unmittelbar zusammen oe 
mit dem Anodenfall, d. h. es wird der mit der Temperatur des Anoden- — 
kraters startende Dampf dicht vor der Anode auf wesentlich hdher liegende- 
Temperaturen },aufgeheizt‘‘. Denn die Aufnahmen zeigen, daB praktisch — 
gleichzeitig mit dem Zusammenbrechen des Feldes die Flamme sich von — 
der Anode abzulésen beginnt, wobei die Helligkeit des nachstrmenden o 
Dampfes sofort geringer wird. Wie die Aufheizung stattfindet, ist allerdings 
ein Problem fiir sich, auf das im einzelnen einzugehen hier zu weit fahren i : 
wiirde. Es mu8 geniigen, skizzenhaft nur auf folgendes hinzuweisen: Wid 
haben .dicht an der Anodenoberflache liegend das Anodenfallgebiet mit — 
hoher Feldstarke und dann an dieses anschlieBend ein thermisches Plasma : 
Dieses Plasma liefert die zur Anode strémenden Elektronen (wobei die_ 
Sachlage insofern kompliziert wird dadurch, daB die anodennahen Teile 
des Plasmas wahrscheinlich auch noch aus dem eigentlichen Bogenplasma _ 
mit Elektronen beliefert werden, sodaB der Anodenfall offenbar dazu dient, — 
das Plasma stationar zu erhalten. Eine Theorie der Aufheizung ware des- 
halb vermutlich etwa nach dem Schema der von WeiIzeEL, Rompe und 
Scu6n? entwickelten Kathodenfalltheorie aufzubauen. Wesentlich dabei ist 
geniigend hohe Dampfdichte vor der Anode, wie sich bereits daraus zeigt, 
daB die Flamme verschwindet, wenn bei geeigneter Stellung der Elektroden 
zueinander die Stromlinien in der Nahe der Anode z. B. durch das mag- — 
netische Eigenfeld derartig deformiert werden, da8 die Stromdichte im 
Krater nicht mehr ausreicht zu einer lebhaften Verdampfung. [Diese und 
die folgenden Gedanken stammen aus einer (noch nicht publizierten) — 
Theorie des Anodenfalls von STEENBECK, die im wesentlichen die eben 
skizzierten Vorstellungen zur Grundlage hat, sowie aus einer (ebenfalls 
noch nicht publizierten) Erweiterung derselben von SEELIGER]. Dem ~ 
Anodenfallgebiet wird an Energie zugefiihrt® der Betray J (V4 + 9) und — 
ferner u. U. ein Betrag W,,, der durch Strahlung oder Leitung u. dgl. aus — 
der Flamme zuriickstromt. Abgefiihrt wird aus dem Anodenfallgebiet auBer 
einem Betrage Wy, der in der Anode diszipiert wird, die Bildungsenergie 
der Flamme, die mit ihr flammenseitig abstrémt. Diese Bildungsenergie 
setzt sich zusammen aus der ,, Verdampfungsarbeit’’ MK und der Erhit- 
zungsarbeit’ IH; M ist dabei die abdampfende Menge Anodensubstanz, 
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* Woizet, W., R. Rompe, M. Scnén: ZS. f. Phys. 112, 329 (1939); 113, 87, 730 
(1939); 115, 179 (1940). 
* J = Stromstirke, V4 = Anodenfall, @ = - Austrittsarbeit, die beim Eintritt 
der Elektronen in die gliihende Anode frei wird. 
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ist, um die Gewichtseinheit Dampf von dem Zustand dicht an der Anode 
iiberzufiihren in den Zustand im ausgebildeten Flammenplasma, (H kann 
ur ischwer geniigend genau gefunden werden aus dem Ausdruck fiir die 
innere Energie U und aus der Zustandsgleichung eines Sahaplasmas), 


Insgesamt ergibt sich also fiir die summarische Energiebilanz des Anoden- 
fallgebietes! 


1V¥4+9)+W,=MK+ MH+W,,. 


Die STEENBECKsche Theorie setzt nun 


oe M-H 


_ und gewinnt so die Mdéglichkeit, den Mechanismus der F jacimenbilaaie 
zu iibersehen und daraus dann allgemeine und quantitative Folgerungen 
zu ziehen. Allerdings ist dieser einfache Ansatz noch erginzungsbediirftig, 
wie man aus den von FINKELNBURG? gemessenen Zahlenwerten fiir die in 
der vollstandigen Energiebilanz auftretenden GréBen erkennt. Rechnet man 
mit K~ 2 x 104 Joule/g, und setzt fiir 9 den (sicher noch zu hohen) Wert 
4,5 Volt an, und benutzt fiir Wy, den Wert von 700 Joule/sec, der nach 
_ FryKELNnBurRG plausibel sein diirfte, so ergeben sich fiir die 3 von ihm 
- untersuchten Beckbogen bei 100 Amp. (7 mm Kohledurchmesser) 


Mig/sec) | MK | Ww | LV, | MK 4 Wy—Ip = %I.V, 
1 : i 

35° 10- 700-7850) -8950": 4) 950 25 

15-10-3 She a 6505. Be. 2900 550 20 

16 - 10-3 320 | 450 | 2450 750 35 


Man kommt also zu dem Ergebnis, daB ein recht erheblicher Bruchteil 
der Anodenheizung J - V_4, namlich rund 30%, anderweitig als fiir die von 
STEENBECK angesetzte Plasmaaufheizung festgelegt ist. Vermutlich kann 


man dies Defizit auf die Riickstrahlung aus der Flamme schieben. Es ist - 


namlich bei einer schwarzen Temperatur 7, der Flamme diese Riick- 
strahlung ; 
W plWattjcaryee o- T8515 1068 TS, 


Dies gibt z. B. mit 7, = 6000°, Wertgmme = 7500 Watt/cm®. Fiir einen 
- Dochtdurchmesser von ~4mm ist der Flammenquerschnitt gr6Benord- 
nungsmaBig 10 cm?, so daB also 750 Watt von dem anodischen Quer- 
schnitt der Flamme abgestrahlt wiirden, was recht gut mit den in der 
- Tabelle angegebenen Werten von MK + Wy —J¢ stimmt. 


1 Diese Bilanzgleichung findet sich im wesentlichen bereits bei Finkninpune, 
_ ZS. £. Phys. 116, 221 (1940). 
: 2 FINKELNBURG, W.: ZS. f. Physik 116, 223 (1940). 
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Das Nachleuchten der Flamme ist im Sinne der Auffassung, da® sie 
ein thermisches Plasma ist, thermisch bedingt: Andernfalls, d. h. wenn die 
Lichtemission der Flamme im wesentlichen eine elektrisch im eigentlichen 
Sinne angeregte ware, miiBte die Helligkeit der ganzen Flamme praktisch 
zugleich mit dem Zusammenbruch des Anodenfalls absinken. Die Nach- 
leuchtdauer von der GréBenordnung 10-* sec spiegelt wider die Abkth- 
lungszeit des Flammenplasmas auf Temperaturen, bei denen keine merk- 
liche Lichtemission mehr stattfindet. Zu bemerken ist dazu, daB diese 
Abklingzeiten natiirlich ebenso wie der Ort des Endes einer stationaren 
Flamme abhangt von der Lichtempfindlichkeit derUntersuchungsmethode. 
Eine Berechnung der Dauer des Nachleuchtens, d. h. der Abkiihlung ist 
bekanntlich recht schwierig! und nur durch eine miihsame graphische oder 
numerische Integration zu leisten. 


Schieber mit Schlitz 


Fig. 6. Photographie der Zeitlupenapparatur. 


Damit diirfte nun eine recht iiberzeugende experimentelle Stiitze fiir die 
im wesentlichen schon von FINKELNBURG entwickelten Vorstellungen ge- 
geben sein. Um nun den Abklingvorgang nach dem KurzschlieBen des 
Bogens genauer verfolgen zu kénnen, muBte versucht werden, Zeitlupen- 
aufnahmen hiervon herzustellen. Hierzu wurde eine Zeithupenapparatur 
entwickelt. 18 schmale Linsen entwerfen ebenso viele Bilder des Bogens 
nebeneinander auf die Photoplatte. Ein Schieber, mit einem schmalen 
Spalt versehen, wird durch eine starke Feder vor der Platte voriiber- 
gerissen und besorgt die kurzzeitige Belichtung der einzelnen Bilder hinter- 
einander. Die Abbremsung des Schiebers nach der Aufnahme erfolgt 
durch Druckluftbremse. Der Schieber betitigt gleichzeitig den Kontakt 
zum KurzschlieBen des Bogens. Durch diese Anordnung war es méglich, 
den zu untersuchenden Vorgang auf eine 9 x 12 cm Photoplatte zu bringen 


+ Vel. z. B. Houm, R., B. Kirnscustein u. F, KoppenMann: Wiss. Verdff. 
a. d. Siemens-Werken 13, 63 (1934). 
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(groBe Photomaterialersparnis gegentiber Zeitlupen mit Filmablauf), wo- 
bei die einzelnen Bilder in Gréfen erhalten wurden, die fiir Zeitlupen 
hoherer Frequenz als besonders giinstig anzusehen sind. Im allgemeinen 
wurde mit einer Verkleinerung 1:4 gegeniiber dem Originalbogen ge- 


3 7 : . : | 
70 Sec ¥ 3 a 7 a 
Figur 7a. Zeitlupenaufnahme (Reinkohleflamme, Bogen kurzgeschlossen). 

arbeitet. Die Belichtungsspaltbreite betrug etwa 0,5 mm, die Geschwin- 
digkeit des Spaltes etwa 10 m/sec, die Entfernung der einzelnen Bilder 
voneinander auf der Platte etwa 0,5 cm, der Bildabstand also etwa 0,5 - 10-8 
sec, die Belichtungszeit fiir einen Punkt der Platte etwa 'oo999 sec. Die 
genaue Eichung der Spaltgeschwindigkeit geschah wie folgt: In dem Be- 


—3 . . 7 
70 sec a ae 2 3 go 
Fig.7b. Zeitiupenaufnahme (Reinkohleflamme, Bogen kurzgeschlossen, 
dann sofort wieder geztindet). 


lichtungsspalt wurde eine kurzbrennweitige kleine Linse angebracht, die 
beim VoriiberreiBen eine Schwingung bekannter Frequenz des Brennflecks 
eines Elektronenstrahloszillographen auf der Photoplatte aufzeichnete. 
Der Brennfleck erhielt durch Nachbeschleunigung ausreichende Licht- 
starke. Ein Bild dieser Apparatur zeigt Fig.6. Mit dieser Apparatur wurde 
nun das Abklingen und Schrumpfen der Anodenflammen nach dem Kurz- 
schlieBen des Bogens registriert. 2 solche typischen Aufnahmen von Rein- 
kohleflammen zeigen die Fig. 7a und 7b. Fig. 7a zeigt den Vorgang 
nach der Léschung mit gréBerem Bildabstand (etwa 2.10~* sec), so dal 
18* 
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nur ein Bild die losgeléste Anodenflamme zeigt. Das langsame Nack a 
stromen des nicht mehr im Anodenfall aufgeheizten Anodendampfes i s to 
deutlich zu erkennen. Fig. 7b zeigt mit geringerem Bildabstand. (etwa 
0,5 - 10-8 sec) ein Abklingen einer groBen Flamme, so daB man mehrere e 4 
Bilder der losgelésten schrumpfenden Flamme erhilt. Bei dieser Aufnahme : 
ist der Bogen nur fiir Bruchteile von 4/1999 sec kurz geschlossen gewesen, 
woran anschlieBend die KurzschlieBung sofort wieder aufgehoben wurde, — 
so daB also eine neue Flamme hervorbrach. 9 
Aus solchen Aufnahmen konnte nun von Bild zu Bild das Volumen 
der abgelésten Flammen angenahert bestimmt werden, indem die Flamme 
als Rotationsellipsoid aufgefaBt wurde. Diese Werte als Ordinate tiber der — 
Zeit nach dem KurzschlieBen des Bogens als Abszisse aufgetragen, ergeben — 
fiir verschiedene Flammen Kurven, wie 4 

RK (Reinkohle) Fig. 8 sie zeigt. DaB sich in Fig. 8 

+----+ 198 emFlammentange | keine groBeren Volumina von Beck-— 
2 ae e “eke ; flammen befinden, hat seine Ursache ~ 
; _| in der schon erwahnten Tatsache, — 
en meting ‘daB Beckflammen nicht von solcher © 

GroBe zu erhalten sind, wie es bei ? 
Reinkohleflammen médglich ist. Zu — 
beachten ist, daB die beiden oberen 
Kurven fiir Reinkohleflammen zu — 
Flammen von derselben Lange, je- 
doch von verschiedenem Querschnitt — 
gehéren. Das Wichtige der Fig. 8 — 
ist fiir uns, daB sie eindeutig zeigt, — 
daB die Reinkohleflammen schneller 
schrumpfen als die Beckflammen. Nach einer (noch nicht publizierten) 
Rechnung von SEELIGER hat sich ergeben, daB zwischen dem Warme- _ 
entzug 5Q und der damit verbundenen Schrumpfung dV eines thermi-— 
schen Plasmas die Beziehung besteht 
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x soap ee nach Kurzschlu8 des Bogens 


Fig. 8. Schrumpfungskurven. 


psV=3Q eee et—e) (bg) 
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wobei ¢ der aus der Sahagleichung zu entnehmende Ionisationsgrad ist. 
Es wiirde hieraus folgen, daB bei demselben 8Q die Schrumpfung 3V 
kleiner ist, wenn JV; ; kleiner ist. Wenn man nun in der Reinkohleflamme 4 
V; = Ionisationsspannung von C ~ 11 Volt und in der Beckflamme V",=" 
Tonisationesparutag von Ce ~ 7 Volt annimmt, so wiirde gerade ein ie f 
terschied der Schrumpfung von Reinkohleflamme und Beckflamme im 
geschilderten Sinn herauskommen. In Anbetracht von mancherlei bei dieser _ 
Theorie nicht beachteten Komplikationen wird man allerdings diese Uber- 


n 4 wd 


_ einstimmung mit dem experimentellen Befund fiir einen Zufall halten 
-miissen, ehe nicht systematische weitere Messungen an verschiedenen Me- 
tallsalzflammen vorliegen. Es ist namlich zu bedenken, daB die Reinkohle- 
-flamme starker strahlt als die Beckflamme und daher schneller schrumpft, 
weil eine der hauptsichlichsten Ursachen fiir den Energieverlust die 
_ Strahlung ist. Dafiir, da8 die Reinkohleflamme (verglichen werden stets 
Flammen gleicher Lange) stiirker strahlt als die Beckflamme, ergeben sich 
zwei Beweise. Erstens waren die Zeitlupenaufnahmen der Reinkohleflam- 
men immer ganz eindeutig stirker geschwarzt als die der Beckflammen. 
_Zweitens wurde die Gesamtstrahlung entsprechender Punkte solcher Flam- 
men mit Quarzlinse und Thermosiule verglichen (s. Fig. 9). Die Messun- 
_ gen wurden nur orientierend durchgefiihrt, zeigten aber immer eine erheb- 
lich gréBere, oft bis doppelt so groBe Gesamtstrahlung- der Reinkohle- 
_ flammen gegeniiber der der Beckflamme!. Dies entspricht also durchaus 
dem Ergebnis der Fig. 8 und zeigt, daB die 


Schrumpfung der Flamme zum groBen Teil Sede 

eine Folge der Abkiihlung durch Strahlung y | 

‘sein muB, Damit ist wahrscheinlich, daB die 

Strémungsgeschwindigkeit des Dampfes in | . 

der Flamme weitgehend von der Abnahme is fuarzlins Thermosiule 
‘der Temperatur langs der Flamme, d. h. 

bei gegebener Anfangstemperatur im Kra- Bogen 

ter weitgehend von der Strahlung abhiangt. ee 


Hieriiber wird in einer nachfolgenden Arbeit 
ig Fig. 9. Anordnung 
_ berichtet werden. zur Gesamtstrahlungsmessung. 


Es sei ausdriicklich vermerkt, daB man bei diesen Gesamtstrahlungs- 
messungen das kleine Gebiet ausnehmen muB, in dem der stromfiihrende 
Bogen die Flamme durchsetzt. In diesem Gebiet ist namlich die Gesamt- 
strahlung bei der Beckflamme gréBer als bei der Reinkohleflamme. Dies 
scheint eine Folge der Aufheizung der Flamme durch den sie hier durch- 


Beckflamme durchsetzt, eine weit hGhere Temperatur als die Beckflamme 
selbst. Diinne Wolframdrahte wurden im Bogen sofort geschmolzen, in 
der Beckflamme dagegen nicht. Ferner ist auf den Photoaufnahmen der 
Bogen viel heller als die Beckflamme. Die Oberflache der Beckflamme 
wird also an der Seite, an der sie von dem Bogen durchsetzt wird, auf- 
geheizt und leuchtet daher erheblich heller als die tibrigen Teile der 


‘1 Diese Aussage betrifft wohlgemerkt die Flammen nach ihrem Austritt aus 
dem Anodenkrater bei seitlichem Anblick. Bei Aufsicht auf den Krater ist be- 
kanntlich die Beckflamme heller als die Reinkohleflamme. Die tiberragende 
Helligkeit der Beckflamme ist also im wesentlichen nur im Krater vorhanden 


Krater ist bis zu 1 cm tief. 
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setzenden Bogen zu sein. Der Bogen hat namlich an der Stelle, wo er die» 


(abgesehen von einem im folgenden beschriebenen kleinen Flammengebiet). Der 


Fig Dae 
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Flamme (,,Oberflacheneffekt‘'). Da die Beckflamme aus bewegtem Dampf 
besteht, nimmt sie diese aufgeheizten Teile bis zur Spitze mit. Den Anblick 
von der Seite gesehen zeigt schematisch Fig. 10 und in einer von Herrn 
FRANZMEYER zur Verfiigung gestellten Aufnahme Fig. 10a. (In Fig. 10a 
ist der Winkel zwischen den Kohlen gréBer als in Fig. 10, namlich 90°. 


Fig. 10. Fig. 10a. Beckflamme 
;» Oberflacheneffekt’’. (Aufnahme v. FRANZMEYER), 


Dadurch ist die Flamme aus der Anodenrichtung abgelenkt.) An der Seite 
zur Kathode hin hat die Beckflamme also immer einen helleuchtenden 
Saum, der sich zur Anode hin verbreitert, so daB es zunachst den Anschein 
hat, als ob diese helle Schicht der hellste Dampf sei, der aus dem Docht 
der Anode quillt. Nimmt man dagegen zwei Kathoden in Anordnung der 


Fig. 11. ,,Oberflacheneffekt‘*, 


Fig. 11, so erhalt man diese Erscheinung auf beiden Seiten der Flamme, 
Macht man Photoaufnahmen in Aufsicht auf die Anode, so ist von dieser 
Erscheinung nichts zu sehen. SchliefSlich sei noch erwahnt, daB ein Bogen 
von wenigen Amp. (also ohne Flammenbildung), dessen Stromkreis vollig 
von dem Stromkreis, mit dem der Flammenbogen gespeist wurde, getrennt 
war, einen hellen Mantel erhielt, wenn man ihn in die Beckflamme hinein- 
hielt. Dies helle Leuchten vor der Anode und der ,,Saum“ bei der Beck- 
flamme sind also nicht durch die Temperatur bedingt, die die Flamme 
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dem nie ee. Anodenfall mitbringt, sondern werden durch die 
‘Temperatur des Bogens erzeugt und sind auf die Oberfliche der Flamme 
beschrankt. Diese Erscheinung kann von erheblichem EinfluB sein, wenn 
man aus Strahlungsmessungen auf Eigenschaften der Flamme schlieBen 
will. Mi8t man die Strahlung in Aufsicht auf den pos. Krater bei Winkel- 
stellung (s. Fig. 10a), so liegt diese helle Oberflichenschicht direkt vor 
dem Krater und dem eigentlichen Flammengas. Dasselbe gilt in verstirk- 
tem Mabe fur Strahlungsmessungen an der Flamme selbst kurz vor dem 
Krater, wenn man sie etwa durch einen senkrecht zur F lammenrichtung 
-stehenden Spektrographen untersucht. Dies wire bei den Messungen von 
-FINKELNBURG! zu beriicksichtigen. Bei der Reinkohleflamme ist dies helle 


-differenz zwischen Bogen und Flamme vorhanden. Drahtschmelzungen 
und die spateren Temperaturberechnungen einer nachfolgenden Arbeit 
ergeben in der Reinkohleflamme héhere Temperaturen als in der Beck- 
flamme. 
- Nebenbei bemerkt, gestatten die Zeitlupenaufnahmen auch, die Nach- 
; leuchtdauer des in raumlicher Ausdehnung viel geringeren Beckbogens 
selbst, also des eigentlichen stromfiihrenden Plasmas, nach dem Kurz- 
schlieBen zu beobachten. Sie ist kiirzer (<< 10-3 sec) als die der Anoden- 
- flamme (1-5 - 10-3 sec) in Ubereinstimmung mit Messungen von WrrtE?. 


Die Arbeit wurde in den Jahren 1941/42 im Physikalischen Institut 
der Universitat Greifswald ausgefiihrt. 

Herrn Professor SEELIGER danke ich fiir Diskussionen. Ferner schulde 
ich Dank Herrn Mechanikermeister Scuuuze fiir seine Hilfe beim Bau der 
Drehspiegel- und Zeitlupenapparatur sowie Frau E. Horn, welche mir bei 
einem Teil der Messungen behilflich war. 


z. Zt. Liibeck, HohelandstraBe 67. 


1 FInketneure, W.: z. B. ZS. f. Phys. 113, 562 (1939). 
2 Witte, H.: ZS. f. Phys. 88, 415 (1934). 


-Oberflachengebiet nicht vorhanden. Dort ist offenbar keine Temperatur- 
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Die elektrische Leitfahigkeit von mikrokristallinem — 
hexagonalem Selen mit Thallium-Zusatz. y 


; 
Von 
Kurt LEHOVEC. 


Mit 3 Abbildungen. 


(Eingegangen am 7. Oktober 1946.) 


Bei Raumtemperatur wird der elektrische Widerstand von hexagonalem, mikro- 
kristallinem Selen durch Tl-Zusatz von 3.10-® (Atome Tl je Atom Se) au ; 
bedeutend erhoht und ist bei Tl-Gehalt iiber 3.10-* von der thermischen Vorge- 
schichte abhangig. Dicht unterhalb des Selen-Schmelzpunkts iiberlagert sich der — 
Selen-Leitfahigkeit eine T1++~+-Ionen-Leitung. 


, 
x. 
* 5 


4 

Wir haben in einer friiheren Arbeit iiber Diffusion von Thallium in | 
hexagonalem mikrokristallinem Selen berichtet!. Es hat sich gezeigt, daB 
der elektrische Widerstand des Se nach Tl-Einwanderung um GrdBen- 
ordnungen erhdht war. In der vorliegenden Arbeit wird der Gleichstrom- 
Widerstand von hexagonalem mikrokristallinem Se in Abhangigkeit von — 
Tl-Gehalt und Vorgeschichte zwischen Raumtemperatur und Schmelz- 
temperatur des Se untersucht. Die Se-Tl-Legierungen wurden durch Ein- 
wage von Tl und Se? und eintaigige Warmebehandlung bei 300° C im | 
Vakuum hergestellt. Se mit einem Tl-Gehalt iiber 10-* wurde nicht unter- 
sucht. Aus den Legierungen wurden zylindrische Proben von etwa 5 mm @ 
und einigen cm Linge gegossen und durch Warmebehandlung bei 200° C 
in die hexagonale Modifikation iiberfiihrt. Die Kristallisation erfolgte unter 
Druck, um Hohlraumbildung zu vermeiden; die Kristallisations-Geschwin- — 
digkeit wird nimlich durch Tl-Zusatz bedeutend erhéht. Der Gleichstrom- 
Widerstand wurde durch Sondenmessung bei konstanter Feldstarke von — 
50 V/em ermittelt. 


A. Fragestellung. Untersuchungsmaterial. 


2. MeBergebnisse. 


a) Die spezifische Leitfihigkeit von Se-Proben verschiedenen Tl-Gehalts 
bei Raumtemperatur ist in Tabelle 1 eingetragen. 


* ,,Selen reinst in Perlen“* der Fa. Schering-Kahlbaum; von uns noch mehr- 


| 
1 GuppeN, B. u. K. Lenovec: ZS. f. Naturforschung 1, 9 (1946), q 
mals im Vakuum umdestilliert. 1 


Mise Fae: ea 
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von mik poksrtalinem serait Slant a9 


Bei der ae dieser Tabelle mu man sich vor Augen halten, dab 


e Leitwerte bei scheinbar gleichartig hergestellten und behandelten Pro- 

n, ja selbst bei ,,Rein-Selen‘‘-Proben gleicher Herkunft, mitunter bis um 

{ eh Faktor 10 differieren. Trotzdem kann wohl aus Tabelle 1 entnommen 
pte, : 


— daB ie Selen-Leitfihigkeit durch Tl-Zusatz > 10-® nach Abschr ecken 
von 210° C merklich Rexobpesetst wird, 


o 


ae 


XY. . Tabelle 1. 

se | | Messung 

_ Probe-Nr. iE Tl-Konz. ¢ od 2 { Tee h | 5 6 

p> i (Spez. Leitfahigkeit in 10-- Ohm - em-) 

= $ } } | ! I 

100 140-2 | 1000 | 4,0 | 770 | 1700 +2500 4,0 

54,437 3.10-* | 750 | 4,5 | 2900 |.2200 | 2900 4,5 

ui 2 140% "| 200 |. 18°) 45 2,6 | 42 24 

126 S404 9° 54,7) 4,5 | 1,5 os ages Ae Ba eed Be 

The 4410-4 - Gio -6,0. 1° 62 45 | 15,0 5,5 

185 3.10 1,2 | UNA Nis #4 eee ae ee ee 
153 1.10 Se or Sh a FA ee ee | 3,0 

460 a Tsai Siig | les Se Seas Pi aus Pil «Soca ie: CS pi 
182} 


,,Rein-Sel.“| 220 | 400 | 260 | 140 | 200 | 120 


Messung 1: Nach der Herstellung 
2: ¥% Stunde bei 216° C warmebehandelt und in Benzol auf Raum- 
temperatur abgeschreckt 
3: Y% Stunde bei 216° C warmebehandelt und in einigen Minuten auf 
Raumtemperatur abgekihlt 


auf Raumtemperatur abgekuhlt 
5: wie 3 
6: wie 2. 


 daB die Leitfahigkeit bei T1-Gehalt < 10% nicht von der Abkithlungs-_ 
_ geschwindigkeit abhangt, 

 daB die Leitfahigkeit bei Proben mit Tl-Gehalt “> 10-% nach langsamem 
_Abkihlen bedeutend niedriger als nach Abschrecken ist, 

und daB die Leitwerte bei Tl-Gehalt >...10~° nach Abschrecken 
innerhalb der Streuungen unabhangig vom Tl-Gehalt sind. 


_ Auffallend ist der hohe Widerstand der Probe mit Tl-Gehalt 10-3 nach 
extrem langsamem Abkiihlen, der jedoch auch an anderen Proben der 
gleichen Herstellung beobachtet wurde. , 


4: ¥Y, Stunde bei 216° C warmebehandelt*und in mehreren Stunden © 
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Die angefiihrten Werte erklaren den Befund!, daB sich bei Diffusi 
| von Tl] in Se an der Einwanderungsfront nach nicht zu rascher Abk 
Gar von 210° auf Raumtemperatur eine Hochohmschicht ausbildet. a 
Nes b) Die Leitfahigkeit bei 210° C wird durch Tl-Zusatz unter 10~* praktisch_ 
. nicht gedndert, durch Tl-Zusatz tiber 10~* etwa proportional der Tl-Kon- 
zentration erhéht (vygl. Fig. 1). 
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Rein-Selen, a TL -Xonzentration —~ ‘ 
° . Fig. 1. “7 
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net c) Die Temperaturabhangigkeit der Leitfahigkeit einer , Rein-Selen- 
“oa Probe“ und einer Probe mit einem Tl-Gehalt von 10- ist in Fig. 2 dar- 
te. gestellt!. Die Leitfahigkeit des Tl-haltigen Selens liegt zwischen 20° und — 
*, 100° um mehr als eine GrdBenordnung tiefer. j ; 
_ on a 

,” ' Bei den in Fig. 2 eingetragenen Messungen betrug die Geschwindigkeit — 
Me 


der Temperaturanderung ca 10 Grad/Min. Bei extrem langsamen Temperatur- 
anderungen werden etwas andere Kurven erhalten; bei langerem Verweilen bei 
dergleichen Temperaturen treten z. T. zeitliche Veranderungen des Widerstands — 
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In Fig. 3 ist die Temperaturabhingigkeit der Leitfihigkeit einer Probe 
mit einem Tl-Gehalt von 10-3 dargestellt, um die Abhingigkeit von der 
Vorgeschichte zu erlautern. Von mehreren (nicht unmittelbar aufeinander 
folgenden) MeBreihen wurden vier charakteristische Kurvenziige heraus- 

- gegriffen. Ein relativ niedriger Widerstand wird durch Abkiihlung (in 
einigen Minuten) von 210° C auf Raumtemperatur erhalten (A); wird nun 


— die Temperatur gesteigert (B), so wird bei etwa 180° C ein Minimum der 
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Fig. 2. 


_ Leitfahigkeit durchlaufen; wird von diesem Minimum aus abgekiihlt (C), 
so wird ein relativ hochohmiges Produkt erhalten; bei dessen Erwarmung 
(D) wird bei 216° der gleiche Wert, der bei Erwarmung des bei Raum- 


__auf (vgl. auch Datta, Phil. Mag. 42, Nr. 249, 463, 1921). Die nachstlegende 
_ Erklarung dieser tragen Widerstandsanderungen ware eine Temperatur- (und 
Druck-)abhangige Konzentration der Storstellen, ev. der F ehlordnungsstellen 
_ des Selengitters, die fiir die Leitfahigkeit wesentlich sind. Ein naheres Eingehen 
auf diese quantitativ schwer erfaBbaren Vorgange lohnt hier schon deshalb nicht, 
- weil wir an mikrokristallinen ,,Rein-Selen-Proben“ anderer Herkunft andere 
. Leitfahigkeitswerte gemessen haben. Fig. 2 kann daher lediglich die GréBen- 
ordnung der auftretenden Effekte kennzeichnen. 
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Fig. 3 durch einen Doppelpfeil gekennzeichnet!) mit einer exponentiell em! 
Temperaturabhangigkeit (Aktivierungsenergie etwa 0,4 eV.). > 
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3. Weitere Versuche zur Kldrung des Leitfahigkeits-Charakters. 


a) Der Charakter der elektrischen Leitfihigkeit bei Raumtemperatu 
scheint vom Tl-Gehalt unabhangig zu sein. x 


Simtliche Proben besitzen zwischen 30 und 70° C eine Thermokraft von _ 


te 300...500 V/Grad. Das Vorzeichen deutet in allen Fallen auf Defekthalb- _ 
Mey leitung (kalte Elektrode positiv) hin. ' 
a b) Die Leitfahigkeit bei Temperaturen dicht unter dem Selen-Schmelz- _ 
dy punkt und bei Konzentrationen iiber 10-4 Tl beruht auf Tl-Ionenleitung. _ 


4 : Sts 4 ASSEN. 
$ _ Bei Anlegen 


_ Stromriickgang beobachtet. Sondenmessung des Potentialverlaufs zeigt, 
_daB sich immer nur an der jeweiligen Anode ein Gebiet hohen Widerstands 

_ausbildet. Die Ausbildung der Hochohmschicht unterbleibt, wenn TI] als 
,,Sperrfreie Anode“ verwendet wird'. Deutung: Die Tl-Ionen wandern in 
_Richtung auf die Kathode, wodurch an einer Anode, die selbst kein Tl 
-nachliefern kann, eine Hochohmschicht entsteht. 

c) Es leiten Tl**+*-Ionen! 


_ Messung der Uberfithrungszahlen nach der TuBanptschen Methode?: | 


0,3 Atom-% Tl enthaltende Selen-Stabchen wurden in mehrere Teil- 
_ zylinder zersigt, diese aufeinandergepreBt und auf den Endflachen mit Al 
als Kathode) bzw. Tl (als Anode) bedampft. Nach Durchgang einer 
bestimmten Ladungsmenge bei 210° C wurden die Teilzylinder getrennt 
und ihre. Gewichtsunterschiede gegen friiher ermittelt. (Die Endzylinder 
_ wurden vor und nach dem Versuch mit der Elektrode gewogen). Infolge 
Verdampfens yon Selen tritt ein Gesamtgewichtsverlust ein, der bei der 
_ Korrektion zu gleichen Teilen auf die einzelnen Zylinder aufgeteilt wurde. 
_ Daher kénnen an die Genauigkeit keine allzu groBen Anforderungen 
gestellt werden. Tabelle 2 zeigt, daB die korrigierten Werte mit den fiir 


- ausschlieBliche Tl***-Leitung berechneten vertraglich sind. Die Abwei- ~ 


-chungen sind unsystematisch. Unter Annahme einer ausschlieBlichen Tl'- 
_ Leitung wiirden sich dreifache Gewichtsanderungen errechnen und ein- 
-deutige Abweichungen ergeben. 


Tabelle 2. 
Teilzylinder | Gewichtsanderung in mg 
gewogen korrigiert berechnet 
Versuch Nr.1_ I | — 0,3 | —5,5 45,6 
Il — 6,3. —0,5 0,0 
III ) —11,0 |- —5,2 ' —5,6 
Versuch Nr.2 I + 0,1 | Se) Ae) 
II — 8,5 ‘| —0,6 0,0 
Ill —15,3 —7,4 —7,0 
a ee ee 
Versuch Nr. 3 I + 2,6 +92,7 +455 
7 II + 0,5 +0,7 0,0 
Ill — 3,6 { —$3,5 i 4,5 


1 Vergleiche die Versuche von Hitscu, R. u. R. W. Pou. (ZS. 4. Phys. 111, 399 
(1938/39)) mit einem KBr-Kristall mit einer elektronennachliefernden Ca-Elek- 
trode und einer keine Elektronen nachliefernden Pt-Elektrode. 

2 Tupanpt, C. u. Rernnoip: Handbuch der experimentellen Physik Bd. XII, 
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‘fahigkeitsinderungen a) im Selen-Gitter oder b) an den Korngrenzen 


' richter-Wirkung sind aber nach ScuottkKy Vorgiange im Selen-Gitter — 


~ 
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Aus der spez. Leitfahigkeit unserer Proben und der Tl-Konzentration 
ergibt sich eine Beweglichkeit der T1**+*-Ionen von 1,7-10-§cm?/Volt.sec * 
bei 210° C. Daraus folgt ein Selbstdiffusionskoeffizient von 7- 10° 
cm2/sec oder 6 - 10-8 cm?/Tag. mi: 

Dieser Wert stimmt groBenordnungsmaBig mit dem aus Diffusionsver- 
suchen ermittelten tiberein?. i 


4, Diskussion... } 
Von grundsatzlicher Bedeutung ist die Frage, ob die beobachteten Leit- 


stattfinden. Bis 
Zu a): Bei Raumtemperatur miiBte an eine Blockierung der Stérstellen 
des Selens durch Thallium oder an eine starke Haftwirkung der Tl-Ionen 
auf die Defektelektronen des Selens gedacht werden. Da die Stérstellen-_ 
konzentration unserer Proben etwa 10-1! betragen diirfte?*%, ist der Wert 
von etwa 10-$ fiir die kleinste Tl-Konzentration, die eine merkliche Wider-_ 
standsanderung bewirkt, mit unserer Vorstellung vertraglich. Hauptstiitze 
dieser Vorstellung ist die Einwirkung von Tl-Spuren auf den Selen-Sperr- — 
schicht-Gleichrichter*, die sich mit den von W. ScHoTTKY entwickelten 
Vorstellungen iiber die Sperrschicht® gut deuten lassen. Fiir die Gleich- a 
maBgebend. Die Widerstandsunterschiede je nach Vorgeschichte bei héhe- 
ren Tl-Konzentrationen kénnten darauf beruhen, daB das Tl bei rascher — 
Abkiihlung im Gitter gelést bleibt, dagegen bei langsamer Abkiihlung — 
Zeit zur kolloidalen Ausflockung findet. Die hohe Beweglichkeit der Tl- 
Ionen im homeopolaren Selen-Gitter bei etwa 200°C wire ein interessanter 
Sonderfall, fiir den bisher keine Parallele vorliegt. : 
Zu b): Die Widerstandserhéhung bei Raumtemperatur kénnte auf hoch- 4 
ohmigen Zwischenschichten eines Thalliumselenids beruhen; die Tl-Ionen- — 
Leitung bei ca 200’ C k6énnte in einer Thalliumselenid-Schmelze an den ~ 
Korngrenzen der Selen-Kristalle stattfinden. In der Literatur gibt es (z. T. 
sich widersprechende) Angaben® iiber Tl-Se-Verbindungen, bzw. Eutek- 
tika mit Schmelzpunkten bis 150°C herab. Das Leitfahigkeitsminimum ” 
bei ca 180° (vgl. Abb. 3!) knnte auf einer Phasenumwandlung solcher q 
1 Guppen, B. u. K. Lenovec: ZS. f, Naturforschung 1, 9 (1946). f 
2 Ecxkart, F. u. A. Kitret: Naturwissensch, 29, 371 (1941) bestimmen fiir die 
Beweglichkeit der Defektelektronen des Selens den Wert 1 cm2/Volt.sec. 
* Scnotrky, W.: ZS. f. Phys. 118, 539 (1942) gibt eine Methode zur Bestim- 


mung der Stdérstellenkonzentration des Selens aus Kapazitatsmessungen am 
Selen-Sperrschicht-Gleichrichter. 


4 Uber diese Versuche werden wir demniichst berichten. 
® z. B. Scnotrxy, W.: ZS. f. Phys. 113, 367 (1939). 


* Vgl. Gmetins Handbuch der anorganischen Chemie, Bd. Tl, Abschnitt 
»L1 und Se‘. 


lauf bei Abkithlung von 210° C bis zu wesentlich tieferen Temperaturen 
urchlaufen wird, bei Anwarmung von Raumtemperatur aber erst dicht 
unter 200° C auftritt, konnte auf Unterkiihlung dieser Schmelzen beruhen. 

In der Tat konnten wir an manchen Proben mit Tl-Gehalt tiber 3.1073 

Trépfchen erstarrter Schmelze beobachten, deren réntgenographische Un- 
-tersuchung neben den Selen-Linien die Linien von TlSe! ergab. 

_ Vollstandige Klarung diirften Versuche an Selen-Einkristallen bringen. 
Fir die Technik sind jedoch im Hinblick auf den Selen-Gleichrichter 
gerade die Versuche an mikrokristallinen Selen-Schichten von Bedeutung. 
Die vorliegende Untersuchung wurde im Jahre 1944 am Phys. Institut der 
Universitat ‘Prag im Auftrag der Siiddeutschen Apparate-Fabrik, Niirn- 
berg durchgefithrt. 

_ Herrn Chemotechniker R. Faust néchte ich fiir seine Unterstiitzung 
bei der Herstellung der Proben bestens danken. 


1 KeTevaar, J. A.. W.H.7’Hart, M. Mogret, D. Potper: ZS. f. Krist. 


: 101, 397 (1939). 
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Uber die Struktur mechanisch bearbeiteter 
Oberflachen und deren Eigenschaften. 
(Zur Frage der sog. Beilby-Schicht.) 
Von 
H. RAeTHER, z. Zt. Heidenheim (Brenz). 
Mit 4 Abbildungen. 
(Eingegangen am 12. Oktober 1946.) 


Zusammenfassung : 


I. Einleitung. — I]. Oberflachenuntersuchungsverfahren: a) Elektronenmik 0: 
skopische Verfahren (vorzugsweise zur Untersuchung der Rauhigkeit von Ober- 
flachen geeignet). b) Beobachtung mit Elektroneninterferenzen (zur Untersu-— 
chung der Oberflachens¢ruktur d. i. GréBe und Anordnung der Kristalle geeig- 
net). — III. Ergebnisse tiber die Struktur bearbeiteter Metalloberflachen. 
findet durch Kaltbearbeitung von Metallflachen eine auBerordentlich starke 
Zerkleinerung der Kristallkérner in den obersten Schichten statt (feinstkristalline | 
Oberflachenschicht), wie Elektroneninterferenzaufnahmen diinner bearbeiteter _ 
- Metallfolienin Durchstrahlung zeigen. (Ein Ubergang in eine amorphe oder quasi- 
fliissige Phase findet nicht statt). — 1V. Eigenschaften bearbeiteter Metallflachen. — 
1. Oxydation der Metallflachen wahrend der Bearbeitung (Korrosion). (Die mei-— 
sten Metallflachen iiberziehen sich bei Bearbeitung an Luft. mit einer fein 
kristallinen Oxydschicht; findet jedoch die Bearbeitung unter einer Sperrfliissig 
keit statt, so kann die Oxydation bei nicht zu langen Bearbeitungszeiten ver- — 
hindert werden). 2. Kaltverfestigung bearbeiteter Metallflachen. (Die Eindru 
harte bearbeiteter Metallflachen ist gréBer als die ungestérter (clekctrolytisclil 
polierter) Flachen). 3. Rekristallisation bearbeiteter Metallflachen. (Die feinst- 
kristalline Schicht rekristallisiert beim Lagern, beschleunigt bei héheren Tem-— 
peraturen). 4. Verhalten bearbeiteter Metallflachen gegen aufgedampfte Metall: 
(Auf polierte Metallflachen aufgedampfte Metallschichten werden von der 
lierten also zerstérten Unterlage nicht aufgelést, sondern bleiben unverande 
erhalten.) — V. Ergebnisse tiber die Struktur bearbeiteter Isolatoroberflachen. 
(Die Kristallzerkleinerung durch mechanische Bearbeitung ist auf Isolatorflachen 
geringer als auf Metallflachen und von der Harte des Isolators abhangig, 
daf} bei sehr harten Substanzer die Bearbeitung die Oberflache fast unverandert 
1aBt.) — VI. Zur Glatte bearbeiteter Oberflachen. (Bestpolierte Metallflachen’ 
sind im allgemeinen elektronenmikroskopisch glatt, bestpolierte Isolator- 
flichen hingegen zeigen noch eine charakteristische Oberflachenrauhigkeit). 
VII. SchluB. (Diskussion des verschiedenartigen Verhaltens von Metallen und 
Isolatoren bei Kaltbearbeitung). é 


oe 


I. Einleitung. 


In Physik und Technik werden Oberflichen, besonders Metallflchen, 
vor ihrer Verwendung im allgemeinen mechanisch bearbeitet. Der Zweck 
der Bearbeitung, wie Schmirgeln, Schleifen, Walzen, Polieren, ist die Reini- 


ig ong ¢ he oy er 5s oh dhe . 


ou is 1 2 inebnung get Oberflache. hesitere hat tases Paetaeok Ae 
eutung dadurch, daB beispielsweise auf polierten Lagerflichen infolge me 
ens gréberer Rauhigkeiten ein DurchstoBen des Schmierfilmes (Ol- 
fil m) verhindert wird und damit auch ein HeiSlaufen oder ,,Fressen‘’ der boll 
aufeinander gleitenden Flichen. Das bringt den Vorteil der geringeren 
-Reibung (,,fltissige Reibung“‘) und der verminderten Abnutzung der Lager- 
flachen mit sich. Den Verfahren der Kaltbearbeitung ist gemeinsam, dab 
sie, von der Veranderung der Oberflachenrawhigheit abgesehen, die bear- 
beitete Flache verformen, d. h. eine Anderung der Oberflichenstruktur be- 
wirken. Dabei ist unter der Oberflichenstruktur die GréBe und Anord- 
nung der Kristalle in der Oberflache verstanden. Besondere Veranlassung, 
epee Frage nach. der Struktur kaltbearbeiteter Flachen zu erértern, gab 
e Hypothese des Metallographen G. Brrisy, der auf Grund ausgedehn- 
Dip andikrcskrwsischies Versuche zu der Ansicht kam, daf eine Oberflache 
durch die Politur in einen fliissigkeitsahnlichen Zustand tibergeht!. Durch 
das iiber die Oberflache bewegte Werkzeug oder Poliermittel sollten die 
Molekiile der Oberflache eine gewisse Beweglichkeit bekommen und ent- 
sprechend dem Verhalten der Fliissigkeitsmolekiile infolge der Oberflachen- 
‘spannung die Metall- oder Isolatorflache glatt iiberdecken. Nach Beendi- 
gung der Bearbeitung sollte die Oberflache fliissigkeitsaihnlich oder glas- vn Se 
artig sein, wodurch nach BEILBy der polierten gegeniiber der unbearbeite- ee 
‘ten Flache ein abweichendes physikalisches und chemisches Verhalten zu- Biers: 
kommen soll. Wegen der Bedeutung dieser Frage fiir viele Oberflaichen- ote eee 
untersuchungen soll u. a. hierzu im folgenden auf Grund neuerer Elektro; ee 
neninterferenzversuche Stellung genommen werden?. onda 


I. Untersuchuingsverfahren. 


_ Fiir die Untersuchung von Oberflachenschichten sind wegen ihrer starken gs 5 
Absorbierbarkeit die Elektronenstrahlen geeignet, und zwar zur Mikro- eye 
skopie wie zur Untersuchung mit Interferenzen*?. Die Verwendung von 
Licht- und Ro6ntgenstrahlen ist weniger vorteilhaft: Licht hat zwar eine 
_ geringe Eindringtiefe in Metalloberflachen (ca. 10* AE), jedoch ist das 
geringe Auflésungsvermégen des Lichtmikroskopes nachteilig*.. Réntgen- 
strahlen andererseits besitzen selbst fiir die sehr weiche CrK,Strahlung is 
(A = 2,2 AE) in Kupfer noch rs Halbwertsdicke von 60000 AE, so daB of 

1 Beitpy, G.: Aggregation and flow of solids, London 1921. oP 
2 Sjehe auch den Bericht des Verfassers ,, Uber die Struktur mechanisch und ‘ ee 


elektrolytisch polierter Oberflachen“, Métaux et Corrosion, Januar 1947. Sans 
* 8 Etwas eingehender sind diese Verfahren in einem Aufsatz des Verfassers in : Hs 
_ der ZS. ,,Optik‘‘ 1, 296 (1946) besprochen. ie 
_ 4 Ejne ausfiihrliche Darstellung der verschiedenen Verfahren zur Oberflachen- pa 
untersuchung mit Licht findet man in dem vorziiglichen Buch von G. SCHMALTZ, ae 
Technische Oberflachenkunde, Berlin 1936. wr) 
Zeitschrift fir Physik. Bd. 124. 19 is 
f ; 
ie 


>» {@¢ 4 
cae Si 

hor 
= re % 


= 


SIO Se 


Lt 
t 
a 


he ce Riickstrahlverfahrent Oberflachenschichten von vielen | 10 
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hie ee 
das Interferenzbild bestimmen. Da jedoch die obersten Schichten von ¢ 
10 AE untersucht werden sollen, sind die Elektronenwellen hierfiir a 
besten geeignet. ; a 

a) Elektronenmikroskopisches Verfahren. Zur Elektronenmikroskopie von 
Oberflichen ist sowohl die Beobachtung im Reflexions-Ubermikroskop — 
nach v. BorriEs? geeignet wie das Abdruckverfahren von H. Maunv*. Im 
Reflexionsverfahren trifft der Elektronenstrahl streifend die zu unter-— 
suchende Oberflaiche und wirft hierbei von hervorstehenden Teilen der 
Fliche Schatten. Rauhigkeiten bis herunter zu etwa 100 AE Hohe sind 
auf diese Weise erkennbar?. Die Tiefenscharfe betragt einige 105 AE, ein 
bemerkenswerter Vorteil dieses Verfahrens. Im Abdruckverfahren wird auf 
die Flache ein diinner Film, meist durch Aufdampfen einer Metallschicht, 
aufgebracht. Erfolgt die Bedampfung nicht senkrecht, sondern unter 
einem Winkel von 45° und weniger, so lagert sich auf der der Dampf. 
quelle zugewandten Seite der Oberflachenrauhigkeit mehr Metall ab als 
auf der ihr abgekehrten Seite (,,Beschattungsverfahren“). Der Abdruck- 
film zeigt dann nach Ablésen bei der Untersuchung im Durchstrahlungs- 
mikroskop an den Kontrasten die Rauhigkeit der Oberfliche an, deren 
Hohe aus der Schattenlange und dem Bedampfungswinkel ermittel wer-_ 
den kénnen*. Das Auflésungsvermégen betragt im allgemeinen 50-100 
AE und kann unter besonderen Bedingungen etwa 10 AE erreichen 
s. Williams und Wyckoff 1. c. Beide Methoden lassen also in erster Linie 
nicht die Struktur, sondern die Rauhigkeit, also die Mikrogeometrie der 
Oberflache erkennen, woriiber in Abschnitt VI einiges mitgeteilt wird. 

b) Beobachtung mit Elektroneninterferenzen. Zur Untersuchung der Ober- | 
flichenstruktur mittels Elektroneninterferenzen verwendet man das Re- 
flexionsverfahren, wobei in gleicher Weise wie oben die Elektronen strei-_ 
fend die zu untersuchende Oberflache treffen. Es werden jedoch unmittel-_ 
bar die Interferenzstrahlen zur Beobachtung ausgenutzt und nicht wie bei 
dem elektronenmikroskopischen Verfahren die Strahlen mittels einer Elek- 
tronenlinse zu einem Bilde der Oberflache vereinigt. Der dabei erfaBte Tie- 
fenbereich der Oberfliche betragt etwa 10 AE, iiber welchen das Inter- 
ferenzbild mittelt. Dieser Vorteil, die obersten Schichten zu erfassen, bring 
allerdings den Nachteil mit sich, die geringsten Oberflichenverunreinigun- 
gen zu registrieren, was bei aller Einfachheit der experimentellen Han 


? Siehe z. B. Ghocker, R., Materialpriifung mit Réntgenstrahlen, Berlin 1936; 
Recuer, F.: Grundziige der Réntgenphysik, Berlin und Wien 1937. a 
* Borrigs, B. v.: ZS. f. Phys. 116, 370 (1940); s. a. den Bericht von Bornrikgs, 
B.v. u. E, Ruska in: Ergebnisse der exakten Naturwissensch., 19, 237 (1940). 
* Maui, H.: Naturwissensch. 30, 207 (1942). ty 
“ Uber die mit dieser Methode erhaltenen Resultate siehe: Mant, H. u. H 
Raeruer, Reichsber. Physik 1945, 166. RAETHER, H., ZS. Optik 1, 296 (1946 
Witutams, R. C, u. R. W. G. Wycxorr, Journ, Appl. Phys. 17, 34 (1946), 


ng die Schwierigkeit der Methode ausmacht!. Die im Cee mit- 
eilten Versuchsergebnisse sind in der Hauptsache mit dem Elektronen- 
_interferenzverfahren gefunden worden. 


he 


LIL . Ergebnisse iiber die Struktur bearbeiteter Metallober lichen. 


- Die Untersuchung kaltbearbeiteter Metallflichen mittels: Elektronen- 
Bitecftenzen ergibt statt des normalen Pulverdiagrammes des betre ffen- 
den Metalles, wie es das unbearbeitete Ausgangsmaterial lieferte, ein 
“Interferenzbild mit wenigen verwaschenen Ringen?, so daB auf Grund 
dieses einem Glas- oder F lssigkeitsinterferenzbild so ahnlichen Diagram- 
mes die Neigung bestand, hierin eine Bestitigung der BetLpy-Hypothese 
zu erblicken. Vom Verfasser wurde damals bereits darauf hingewiesen, 
_daB auch ein sehr feinkristallines Pulver ein solches Interferenzbild liefert. 
In der Folgezeit entstand eine langwierige Diskussion um die Deutung 
des Interferenzbildes polierter Oberflaichen. 


Teils wurde die Ansicht vertreten, daB das Interferenzbild auch in der Weise 
ausgelegt werden kann, da® die Politur lediglich eine Glattung der Oberflache, 
aber keine Kornzerkleinerung bewirkt*. Die Bearbeitung sollte also nur eine 
-Reduktion der vom Elektronenstrahl durchleuchteten Zacken zur Folge haben, 
wodurch das verringerte Auflésungsvermégen und damit die Verbreiterung der 
Interferenzmaxima verursacht wird. Teils wurden Versuche mitgeteilt, nach denen 
polierte Metallfiachen gegeniiber aufgedampften Metallen besondere Lésungs- 
eigenschaften haben und die daher in diesem einer Fliissigkeit 4hnlichen Verhal- 
ten als Bestatigung der Bertpyschen Hypothese angesehen werden’, vgl. jedoch 
TV, 4. Auch die Meinung wurde vertreten, daB das Interferenzbild polierter 

- Metallflachen nur einer Verunreinigung durch Kohlenwasserstoffe zu verdanken 
sei>. Dieses Fiir und Wider fiihrte zur Unklarheit in der Frage, in welchem MaBe 


- 1 Ausfiihrlichere Darstellung der Interferenzmethode mit Elektronenwellen 
siehe Furs, E.: Beugungsversuche mit Materiewellen, Hdb. d. Experimental- 
_physik (Wien-Harms), Erg.-Werk Bd. II (1935).; Kircuner, F.: Erg. d. exakt. 
_Naturwissensch. 11, 64 (1932); HENcsTENBERG, J. u. K. Woxr, Hand- u. Jahrb. 
d. chem. Physik (Eucken-Wolf), Bd. 6/1; Fincn, G.I. u. H. Witman: Erg. 
exakt. Naturwissensch. 16, 353 (1937); Lavg, M. v.: Materiewellen und ihre 
Interferenzen, Leipzig 1944. 
2 RaetueR, H.: ZS. f. Phys. 86, 82 (1933); Frencu, R.C.: Proc. Roy, Soc. 140, 
637 (1933). Weitere Literaturangaben s. PLessine, E.: ZS. f. Phys. 113, 36°(1939). 
3 KircHNer, F.: Ann. d. Phys. 28, 24 (1938); s. a. Nature 129, 545 (1932); 
Germ_Er, L. H.: Phys. Rev. 49, 163 (1936). 
4 Fincn, G.J., A. G. QUARRELL u. I.S. RoEBUcK: Proc. Roy. Soc. 145, 676 
1934 
ee R.: Schriften der Deutschen Akademie der Lafiaiiiosenine 
H. 52, 1942. In dieser Arbeit wird das Problem der Struktur kaltbearbeiteter 
-Flichen noch einmal aufgenommen und das Ergebnis der friiheren, eben genann- 
ten Arbeiten bestatigt, daB die Kaltbearbeitung von Metallflachen im Interferenz- 
pild zu breiten Ringen AnlaB gibt. Leider findet man keine quantitativen Angaben, 
um sich von den darin gezogenen Schliissen tiber die Natur polierter Metallflachen 


iiberzeugen zu kénnen. 
, 19* 


das Interferenzbild phi Metallflachen ae ace wenigen | breiter 
zugunsten der Beitpy-Vorstellung interpretiert werden kann. 
Um eine einwandfreie Entscheidung in diesem fiir die Oberflache ns 
physik wichtigen Problem zu erhalten und einige berechtigte Einwanc de 
a zu beheben, wurden vom Verfasser und seinen Mitarbeitern Versuche zu_ 
dieser Frage wieder aufgenommen. Nach der 
if j Yr as Lage der Dinge waren zwei Fragen von Be > 
| deutung : ‘ 
1. Findet durch Kaltbearbeitung einer 
‘ Oberflache, im besonderen einer Metall ¥ 
flache, eine Kornzerkleinerung statt ? 
2. Fihrt die Bearbeitung zu einer feins 


kristallinen oder zu einer amorphen Ober 


— 


ML 


y flachenschicht ? 
- 1. Findet durch Kalthearbeitung einer Obei 
V flache, im besonderen einer Metallfldche, eine 
b 


diese Frage ergab sich auf folgende Weise!: 
Beobachtet man die Wirkung der Kaltbearbei- 
tung an diinnen, von Elektronen noch bequ em 
durchstrahlbaren Schichten, so wird das g 
Kristallkorn durchleuchtet und nicht nur Teile 
von ihm, wie es bei der Oberflachenreflexion 
¢ der Fall sein kann. Die Breite der Interferen- | 
zen ist also ein MafB fiir die KristallgréBe?, 


. _ .Kornzerkleinerung statt? Die Antwort au 


: Fig. 1. Photometerkurven der Interferenzbilder diinne 
Goldschichten nach verschieden starker Bearbeitun: 
Die in (a) noch gut getrennten Interferenzringe (111) 
und (200) sowie (220) und (314+ 222) laufen mit zu- 
nehmender Kaltbearbeitung (a-d) allmahlich zusammen 
Das gleiche Ergebnis zeigen die Photometerkurven der 
in Reflexion aufgenommenen Interferenzbilder. > 


_so da hier obiger? Einwand entfallt. Die Ver- 
suche wurden daher an diinnen Einkris 
schichten von Gold und Kupfer ausgefiil 
und deren Interferenzen nach verschieden starker Bearbeitung aufgenom- 
men. Es wurde gefunden, da mit zunehmender Bearbeitung ein stetiger 


* Kranert, W. u. H. Raetwer: Ann. d. Phys. 43, 520 (1943). Vgl. auch 
PLessinG, E.: Phys. ZS. 39, 618 (1938). Cocurane, W.: Proc. Roy. Soc. 166 
228 (1938). 

* RaetTuer, H.: ZS. f. Phys. 86, 90 (1933); Papsporr, W.: Ann. d. Phys, 28, 562. 
(1939)5'S. a. Kincunen, F.: Erg. exakt. Naturwissensch. 11, 111 (1932). 

% KrrcHNner, F.: Ann, d, Phys. 28, 21 (1938); s. a. Nature 129, 545 (1982) 
GERMER, L. H.: Phys. Rev. 49, 163 (1936). 
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Pa Ube aie te Binkristallinterferenabild zum Paredes se ent- 
sprechend einer zunehmenden Zerstérung des Einkristalles. Nach Ent- 
_stehen eines ungeordneten Kristallgefiiges, wie es das DeBnyE-SCHERRER- 
-Diagramm anzeigt, ist die weitere Kornzerkleinerung durch Bearbeitung 
an Hand der abnehmenden Ringschirfe zu verfolgen, siehe die Photo- ‘- 
_meterkurven Fig. 11. Aus der maximal erreichten Ringunschirfe der In- : 
terferenzringe ist auf eine Kristallzerkleinerung bis zu weni gen Elementar- 0 ae 
_ zellen zu schlieBen. Durch Kaltbearbeitung einer Metallfliche findet also ek , 
eine betriachtliche Kornzerkleinerung statt, womit die Frage 1 beant- 5 

_ wortet ist. 

_ Die Interferenzversuche mit Réntgenstrahlen, welche die KristallitgréBe 
cs kaltbearbeiteten (gewalzten) Metallblechen abhangig von der Verfor- 
ig -mung messen?, hatten ergeben, daB auch bei sehr starker Verformung die — 
_TeilchengréBe bei den verschiedenen Metallen nicht unter 10-4 bis 10-5 cm 
_ sinkt, bei Kupfer z. B. nicht unter 6.10-5 cm. Dies ist auch bei reinen Me- 
_tallen der Fall. Infolge der groBen Eindringtiefe der Réntgenstrahlen, 
= wie sie oben erliutert wurde, ist jedoch dieses Resultat kein Wider- 
spruch zu den Versuchsergebnissen mit Elektronenstrahlen, ate nur die 
_ allerobersten Schichten erfassen. 

Es ist bei der Auswertung der Interferenzbilder vorausgesetzt worden, 

_ da8 die Verbreiterung der Maxima auf eine Verringerung des Auflosungs- 

vermdgens, d.h. Zerkleinerung der koharenten Gitterbereiche zuriick- 

_ zufiihren ist. Nun kann dieselbe Wirkung auch durch eine Gitterverzerrung 

hervorgerufen werden, d. h. durch Versetzung der Atome aus ihrer Normal- 

lage, womit das Auftreten innerer Spannungen verbunden ist. DaB eine 
solche Spannung in der Oberflachenschicht vorhanden ist, ]aBt sowohl die 

Kaltverfestigung bearbeiteter Oberflachen erkennen, vgl. IV, 2, als auch 

_ die Doppelbrechung der obersten Schichten polierter Oberflachen, die bei 
Glas bis in Tiefen von etwa 3000 AE bemerkbar ist*. Es geht jedoch aus der 
Unabhangigkeit der Interferenzbreite vom Beugungswinkel hervor, daf der 
Hauptteil der Verbreiterung der mit wachsender Bearbeitungsdauer ab- 5 *, 
- nehmenden Kristallgr6Be zuzuschreiben ist®. Ye Care 
2. Fiihrt die Bearbeitung zu einer feinstkristallinen oder zu einer amor phen 
Oberfldchenschicht ? Zur Beantwortung dieser Frage ist eine kurze Charak- 
terisierung des amorphen Zustandes notwendig: Der amorphe Zustand 
wie ihn Fliissigkeiten, Glaser und die sog. ungeordneten festen Modifika- 


j 

1 Siehe auch die Photometerkurven und Interferenzbilder in KRANERT u. | 
 -RaeTueR, a. a. O. 

s 2 Deniincer, U. u. A. Kocnuenporrer: ZS. f. Metallkde. 31, 231 (1939); 
Gover, H. J. u. W. A. Woon: Proc. Roy. Soc. A, 154, 510 (1936), 

' 8 Woop, W.A.: Proc. Roy. Soc. 172, 231 (1939). 

4 Zocuer, H. u. K. Corer: ZS. f. phys. Chem. 132, 295 (1928). 

5 Kranert, W. u. H. RAeETHeR, a. a. O. 


tionen gewisser Metalloide + wie Selen und Antimon ane ist Bp ae Cin 
kennzeichnet, daB die Atomanordnung um ein beliebiges Aufatom durch 
eine radiale Verteilungsfunktion mit breiten Maxima und Minima be- 
schrieben wird, wodurch gewisse Koordinationsgruppen mit Koordina- 
tionszahlen hervorgehoben sind. Es fehlt also die azimutale Ordnung um 
das Aufatom, aber ein Rest von radialer Ordnung ist verblieben. Im Inter- 


a 


os 


ferenzbild auBert sich diese Atomordnung in einem Pulverdiagramm mit 


breiten Interferenzringen. Die Beobachtung eines solchen Interferenz- 


bildes erlaubt jedoch andererseits nicht den RiickschluB auf einen amorphen — ; 


Zustand, wie es vielfach unberechtigterweise geschieht, da der feinst-_ 


kristalline ebenfalls breite Pulverringe liefert. Als eine wesentliche Er- 


ganzung zur obigen Beschreibung des amorphen Zustandes ergab nun 
das Experiment die homogene Raumerfiillung mit Materie. Sie auBert ». 


~ sich im Interferenzbild in einer verminderten Streuintensitat bei kleinen | 


Winkeln gegeniiber dem Fall einer Raumerfiillung mit diskreten Kristall- — 


chen!, Bei letzterer entsteht durch Abstande gréBer als Atomabstinde — “ 


(Liicken und Hohlraume) Streuintensitat nahe am Primirfleck, welche 
bei homogener Raumerfillung durch dazwischenliegende Atome aus- — 
geléscht. wird. Ein bekanntes Beispiel homogener Erfiillung ist Glas, — 


bei welchem die SiO,-Tetraeder im Gegensatz zum «-Cristobalit ein raum- _ 


lich unregelmaB iges (unsymmetrisches) Netzwerk bilden, ohne Sauerstoff- 


bindungen freizulassen. Bei den ungeordneten festen Modifikationen (S2, oe 


Sb) ist iiber Einzelheiten der raumlichen Verkniipfung noch nichts 
bekannt. 


Will man fiir denallgemeinen Fall die mittlere Atomanordnung im amorphen Zu- _ 


stand aus der kristallinen Anordnung ableiten, bei welcher die Atome regelmabig 
auf einer Kugel mit dem Aufatom im Mittelpunkt angeordnet gedacht sind, so ge- 


niigt es nicht, die Atome ohne Abstandsanderung unregelmaBig auf der Kugel zu = 


verschieben, da bei der Mittelung iiber die Anordnungen um die gesamten Auf- 
atome auch die Atomaéstaénde schwanken. Es miissen daher die Atome fiir die Dar- 
stellung der mittleren Atomanordnung des amorphen Zustandes auch von der Kugel- 
oberflache weg hinaus und hineingeschoben gedacht werden. Dieser Tatbestand 
wird dadurch wiedergegeben, daf die Verteilungsfunktion nicht mehr wie im Kris- 
tall aus scharfen, gut getrennten Maxima besteht, welche nur durch die Warme- 
bewegung*® und das endliche Auflésungsvermégen des Auswertungsverfahrens 
(liber das in der Literatur leider nichts angegeben wird) verbreitert sind, sondern 
aus stark verbreiterten Maxima. (Etwas anders liegt der Fall bei SiO,-Glas 
|amorpher Quarz], wo die radiale Verteilungsfunktion zwischen dem ersten und 
zweiten Maximum auf Null absinkt. Dies deutet darauf hin, daB der Sauerstoff- 
tetraeder wie im Kristall seine regelmaBige Gestalt beibehalten hat.) os 


I DERYE E, ps Phys. ZS. 28, 134 (1927). 

* Ein heiBer Kristall mit seinen heftig bewegten Atomen ist daher in der Atom- 
anordnung der fltissigen Phase (Schmelze) zum Verwechseln ahnlich; er unter- 
scheidet sich jedoch von ihr wesentlich durch das Vorhandensein der ,,Fernord- ] 
nung’, die am Schmelzpunkt zusammenbricht, was anschaulich schwierig zu 
erfassen ist. Vgl. Pererus, R.: Helv. Phys. Acta 7, 81 (1934). 
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293 
allt man nun es Hand eines Interferenzbildes die Frage amorph oder 
L stkristallin, so ist im allgemeinen allein auf Grund eines Vergleiches der 
Radien der Interferenzringe eine Entscheidung nicht méglich, da die Atom- 
‘Koordination in beiden Fallen haufig die gleiche ist (Ubereinstimmung 
der Nahordnung). So zeigt SiO,-Glas die gleiche Koordination wie «- 
Cristobalit, die Alkalienschmelzen dieselbe Nahordnung wie die der kubisch 
raumzentrierten Alkaligitter usf. Hier weist erst der Verlauf der Streu- 
intensitat bei kleinen Winkeln, wie mit Rontgenstrahlen festgestellt wurde, 
auf einen besonderen Zustand, nimlich den einer homogenen Re maertiune. 
hin!. (Bei der sog. amorphen Kohle hingegen deutet die Beobachtung der 
‘Streuintensitaét auf deren feinstkristallinen Charakter?.) Leider ist diese 
Entscheidungsméglichkeit auf die vorliegende Frage nach dem Charakter 
der obersten Schichten bearbeiteter Flachen nicht anwendbar, da die 
-Kenntnis des inkoharenten Streuanteiles von Elektronenstrahlen am Unter- 


zureichend ist. 


Anders ist es bei den amorphen Moliflationen von Selen und Aenea ‘Vs 


und der Schmelze von Wismutt*, die eine veranderte Atomanordnung (ver- 

anderte Koordinationszahlen und Abstinde) gegeniiber dem Kristall 
- zeigen, womit eine Anderung des Interferenzbildes (Radienverschiebung 
_ der Ringe und Intensitatswechsel) einhergeht. Die Auswertung des Inter- 
_ ferenzbildes von bearbeiteten Oberflachen der eben genannten Substanzen 

sollte daher die Frage amorph-feinstkristallin entscheiden kénnen. Die 
Beobachtung ergab®, daB das Interferenzbild in jedem Falle so zu ver- 
~ stehen ist, daB seine Intensitaétsmaxima durch Zusammenlaufen der kristal- 
linen Ringe entstanden sind, mithin nicht von der ungeordneten festen 
Modifikation herriihren. Im Falle des Selen wei8 man auBerdem, daB der 
fliissige und der ungeordnete feste Zustand das gleiche Interferenzbild er- 
geben.® Man kann also auch ausschlieBen, daB wahrend der Kaltbearbei- 
tung die obersten Schichten schmelzen, nach der Bearbeitung erstarren 
und die Atomanordnung des fliissigen Zustandes sozusagen einfriert (quasi- 


fliissige Phase eine Strukturanderung erleidet, ergaben ebenfalls das feinst- 
_ kristalline Gefiige als Resultat der Kaltbearbeitung. — Fiir die genannten 
 Stoffe ist also der Nachweis méglich, daB die mechanische Bearbeitung 


“Warren, B. E.: Journ. Appl. Phys. 8, 645 (1937). 
2 WarREN, B. E.: Journ. Chem. Phys. 2,551 (1934). Henpus, H.u. R. Guocker: 
ZS. f. Elektrochem. 48, 327 (1942). 
-. 8 Henpus, H.: ZS. f. Phys. 119, 265 (1942). 
es RANDALL, J. T. u. H. P. Rooxspy: Trans. Faraday Soc. 1936, 109. 
5 Siehe den Anhang S. 305. 
6 Prins, I.A.: Trans. Faraday Soc. 1936, 110. 
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3 1 Z. B. fiir Glas siehe fest zusammenfassenden Bericht tiber Glasstruktur von 


grund (unelastisch und infolge Temperaturbewegung des Gitters gestreute’ 
Elektronen) vor allem bei der Reflexion an massiven Oberflachen noch un- | 


_ fliissiger Zustand). Versuche an Wismut, welches beim Ubergang in die 
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keinen Ubergang in eine Msbrphe Modifikation. veriasaeliel sondern - 
eine starke Kornzerkleinerung bewirkt, so daB® von einer feinstkristal 


Verteilung gesprochen werden muB. 


arbeiteten Flachen dieser Metalle stimmen mit den verbreiterten Kristal ’ 
linen Interferenzen iiberein), kann man nach den Ergebnissen an Selen 
und Wismut den quasifliissigen Zustand als Resultat der Sites beal 
ausschlieBen, so daB auch in diesen Fallen die bearbeitete Oberflache als 
feinstkristallin zu bezeichnen ist. é 
Es ist zwar denkbar, daB die Metallkristallchen infolge ihrer Plastizitat 
durch die Bearbeitung sehr eng zusammengepreBt werden und dadurch 
eine gegeniiber dem normalen feinstkristallinen Zustand groBere Homo- 
genitat der raumlichen Erfiillung bewirken, die von der Starke der Bear-_ 
_ beitung abhangig ware. Leider kann diese Frage vorerst noch nicht ge-— 
_priift werden, da der Verlauf der Untergrundintensitat bei Elektronen, wie 
bereits auseinandergesetzt, noch nicht geniigend bekannt ist. - 


IV. Eigenschaften bearbeiteter Metallflachen. 


1. Oxydation der Metallflache wahrend der Bearbeitung (Korrosion). Eins 
wichtige Eigenschaft der bearbeiteten Metalloberflachen ist ihre Verande- | 
rung wahrend der Bearbeitung durch Oxydation (Reiboxydation)!. Sie — 

ist im Interferenzbild daran erkenntlich, daB die Intensitatsmaxima der an _ 
Luft bearbeiteten Flachen nicht mit denen der verbreiterten kristallinen _ 
Interferenzen des Metalles zusammenfallen, sondern mit den Interferenzen _ 
der zugehdrigen feinstkristallinen Oxyde, d. h. die Flachen sind mit weni- — 
gen Ausnahmen wie Gold, Silber u. a. mit einer Schicht auBerst feinkérni- 
gen Oxydes bedeckt®. Verhindert man den Zutritt des Luftsauerstoffes da- 
durch, da die Flachen unter einer Sperrfliissigkeit (Alkohol, Benzin, Ben- 
zol) bearbeitet werden, so geht die Oxydation so langsam vor sich, da® ein 
Oxyd bei nicht zu langen Bearbeitungszeiten im Interferenzbild nicht be-— 
_ merkbar wird?**. So findet man beispielsweise auf bearbeiteten Kupfer- — 
oberfliichen unter einer Sperrfliissigkeit eine feinstkristalline Kupferschicht, 
ohne LuftabschluB hingegen eine feinstkristalline Kupferoxydulschicht. — 
Atzt man diese Oxydulschicht vorsichtig mit Salzsiure ab, so geht das 4 
Interferenzbild in das des feinstkristallinen Kupfers iiber. Die Dicke der _ 
Oxydulschicht betrug bei den angegebenen Versuchen® etwa 100 AE. Bei 
langer dauernder Bearbeitung ist die Oxydation nicht zu vermeiden, da die 
Sperrflissigkeit Sauerstoff gelést enthalt. Ahnlich ist es bei der Bearbeitung 
im Vakuum, da dessen Sauerstoffgehalt zur Entstehung diinnster Oxyd- 


: 


‘Vel. z. B. Fink, M. u. U. HorMANN: Metallwirtsch, 13, 623 (1934). 
* Dosinskl, S.: Phil. Mag, 23, 397 (1937). 
3 KrANeRT, W. u. H. RAETHER: a. a. O. 


haute -ausreicht!. Re ec man ‘die Pee (and peak Bie 22 * 
4 » erhalt man ein fiir jedes Metall charakteristisches Interferenzbild., 
Bemerkenswert ist, daB das Metalloxyd in derart feiner Verteilung auf 
“der bearbeiteten Flache zu finden ist. Man kennt zwar Fille, bei denen sich 
das Metall mit einer ahnlich feinstkristallinen Oxydhaut allein beim Liegen . 
‘ an freier Luft, also ohne mechanische Bearbeitung, uberzieht. Auf Alu- vs 
-minium® und Zinnflichen* wachsen, auch im Vakuum, Oxydschichten 
feinster Verteilung auf, die bekanntlich das darunterliegende Metall vor pate! 
weiterer Korrosion schiitzen. Im vorliegenden Fall der Korrosion infolge es 
Pk altheatbeitung wie bei Kupfer, Nickel, Eisen u. a., auf denen unter nor- eee 
malen Bedingungen ein normalkristallines Oxyd entsteht, bildet jedoch mere 
poenbar, der vorangehende feinstkristalline Zustand des Metalles den . 

; nd fiir die feine Verteilung des Oxydes. 

2. Satis dem eben Gesagten geht hervor, daB besondere Vorsicht saeeee 
_ ist, wenn eine Anderung der physikalisch-chemischen Eigenschaften, z. B. 
eine erhdohte Korrosionsfestigkeit u.a., nach der Bearbeitung festgestellt 
} wird, da als Ursache eine chemische ‘Oberflachenv eranderung, z. B. eine 
-Oxydation, wahrscheinlicher ist als die Kornzerkleinerung. Dies gilt auch pa 
fiir die von Brrtpy beobachteten Anderungen der Eigenschaften bearbei- 
teter gegeniiber unbearbeiteten Oberflachen, die ihn veranlaBten, der be- 
-arbeiteten Flache eine besondere Struktur zuzuschreiben. Solange jedoch 
die physikalisch-chemischen Eigenschaften bearbeiteter Flachen nicht 
- unter gleichzeitiger Kontrolle ihres Oberflachenzustandes mit Elektronen- 
interferenzen untersucht werden, miissen die Schliisse auf eine besondere 
-Struktur als wenig zuverlassig angesehen werden. 


__ Eine wichtige Stiitze fiir die Bettpysche Auffassung war die Bephachhece: dab 
Kratzer, die bei maBiger Politur im Lichtmikroskop zu sehen sind und nach 
_ Erreichen der besten Politur verschwinden, nach Anatzen der Flache wieder zum 
Vorschein kommen. Bertpy nahm zur Deutung an, daB (bei Isolatoren wie Me- 
_tallen) die Kratzer von der glasigen Oberflgchenschicht iiberdeckt werden und da- 
durch die polierte Oberflache ein einheitliches Aussehen erhalt. Offen bleibt hier- 
. bei, womit die Furchen angefiillt werden, damit sie die gleiche optische Dichte 
wir die Nachbarschichten haben. Wahrscheinlicher als die Berisysche ist die 
_ Deutung, daB die Kratzfurchen durch den ,,Abrieb‘‘, d. h. von dem feinen von 
der Oberflache abgeriebenen Pulver aufgefiillt und dadurch pupichttior werden. 


1 Piessine, E.: a.'a. O. 

2 Da das Interferenzdiagramm von poliertem Nickel, Kupfer und Eisen nahezu 
-mit dem des polierten Gold und Silbers in den Ringradien tibereinstimmt, glaubte 
man anfangs auf eine Gleichartigkeit der polierten Schicht schlieBen zu konnen, 
Die Deutung des Interferenzbildes bei Ni, Cu und Fe als das eines feinstkristal- 
linen Metalloxydes, bei Au und Ag hingegen als das eines feinstkristallinen Me- 
talles, deren Ringradien zufallig. untereinander iibereinstimmen, ist jedoch ver- 

_ninftiger. 

_ 3 Preston, G. D.u. L. L. Bincumsuaw: Phil. Mag. 22, 654 (1936); Hass, G.: 
ZS. Optik 1, 15, (1946). 

_ 4 Siehe den Anhang S. 308. 


; es | 
Beim Anatzen wird der mechanische Hotes ae Pulvers in der Fu ches 
durch Anlésen gelockert und die Kristallchen beim Spilen herausgeschwem mmt, | s 
so daB die Vertiefung wieder erscheint. ¥ 
2. Kaltverfestigung bearbeiteter Metalloberflachen. Fragt man nun, welche 
Eigenschaften einer bearbeiteten Flache allein der Kornzerkleinerung 
durch Kaltbearbeitung zuzuschreiben sind, so fallt die Antwort vorderhand 
noch recht diirftig aus, da solche Experimente, wie sie eben erwahnt wur- rs 
den, kaum bisher angestellt worden sind. Dies beruht nicht zum geringen 
darauf, daB bei den technischen Anwendungen die verunreinigten Flachen — 
die gréBere praktische Bedeutung haben. — Auf physikalischem Gebiet 


4 
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Fig. 2. Hirteverlauf in der Oberflache ungestérter und mechanisch bearbeiteter captors 
inkristalle, abhingig von der Tiefe (Eindrucktiefe). 0 bearbeitet (Driicken mit Polierstahl) — 

4 ungestort (elektrolytisch poliert). I, 11 und ITIL: 5,15 bzw. 30 Min. bearbeitet, Mit zu- 
nehmender Bearbeitungsdauer wachst die Dicke der kaltverfestigten Schicht, was daran — 

: zu erkennen ist, da®B die Hirte des bearbeiteten Metalles in entsprechend groferen Tiefen 
den Wert des unbearbeiteten Metalles annimmt. Betragt diese Tiefe fir einen Kupferein- 
kristall nach 5 Min. Bearbeitung etwa 4 «, so ist sie bei einer unter gleichen Bedingungen | 7 
bearbeiteten Aluminiumeinkristallflache (weicheres Metall) etwa 80 7. 7 


kénnte man als Folge der Kornzerkleinerung eine Anderung der lichtelek- 
trischen Austrittsarbeit oder des Kontaktpotentials beispielsweise erwarten. — 
“ Auf chemischem Gebiet ist an eine stirkere katalytische Wirkung bearbei- 

teter Flachen zu denken, da mit der gréBeren Kristalldichte (Kristallkanten 
und -ecken) auf bearbeiteten Flichen eine erhdhte katalytische Aktivitat 
a gegentiber ungestérten (z. B. nach dem Verfahren von Jacquet? elektro- 


Re. * Die Ausdehnung der verfestigten Schicht zeigt, daB sie nicht mit der Dicke — 
re K der feinstkristallinen Schicht gleichzusetzen ist. . 
wy 2 Jacquet, P.: C. R, 201, 1473 (1935). Uber die Struktur elektrolytisch poles te 
a ter Flachen siehe KRANERrT, W., K.H. Letse u. H. Raetuer: ZS. f. Phys. 122, — 
fies 248 (1944), sowie Raetuer, H.: ZS. Optik 1, 2 (1946) und Métaux et mats 
aye Januar 1947, 


ly Bach sheeret); Flichen Merhinaes sein kannt. Eine Liane haufig dis- 
ki itierte, aber noch nicht geklirte Frage ist die, ob eine kaltbearbeitete 
Oberfliche eine veranderte (verbesserte ?) Haftfahigkeit fiir den Schmier- 
film hat, so daB die Verwendung polierter Flachen eine zusiitzliche Ver- 
besserung zu dem auf S. 287 erwahnten Vorteil der geringeren Abnutzung 
bedeuten wiirde. , 


Auf technologischem Gebiet liegt eine einwandfrei mit der Kornzer- 
kleinerung verkniipfte Eigenschaft vor, namlich die durch Kaltbearbei- 
tung einer Metallflache entstandene Verfestigung ihrer oberen Schichten, 
erkennbar an deren gréSerer Harte (Eindruckhirte) gegeniiber der unbe- 
arbeiteten Metallflache®. Sie beruht offenbar darauf, daB mit der durch die 
‘mechanische Beanspruchung entstehenden Abgleitung der Netzebenen 
eine Erhéhung des Gleitwiderstandes und damit eine gréBere Festigkeit 
gegen Formanderungen verbunden ist. Diese Kaltverfestigung ist bis in 
-umso groBere Tiefen wirksam, je langer und starker die Bearbeitung und 
je weicher das Metall ist, vgl. Fig. 2%. Sie reicht bis in diejenigen Tiefen, 
in denen der ungestérte Einkristall wieder erreicht wird, so daB sie zu Recht 
‘mit der- Kornzerkleinerung in Zusammenhang gebracht werden kann.? 
Sie scheint jedoch mit der Kristallgr6Be an sich nicht verbunden zu sein, 
da die Hartezunahme gegeniiber der unbearbeiteten Flache nahezu kon- 
stant ist, vgl. Fig. 2, die Kornzerkleinerung jedoch stetig nach der Ober- 
flache hin zunimmt. “Die merkwiirdige Erscheinung der konstanten 
-Harteerhéhung statt einer nach der Oberflache hin ansteigenden ist viel- 
leicht so zu verstehen, daB sich die wahrend der Bearbeitung auftreten- 
den inneren Spannungen des Gefiiges, die iiber einem bestimmten Grenz- 
wert liegen, ausgleichen. Auf diese Weise erhalt man bis zu denjenigen 
 Tiefen, in welchen die mechanische Beanspruchung den Grenzwert tber- 
schreitet oder gerade erreicht, eine konstante Harteerhéhung, darunter 
_sinkt die Harte auf die Werte des ungestérten Materiales ab. 


- Auf Grund der heute zuganglichen geringsten Meftiefen der OLEE 
flachenharte (mehrere 10% AE, da zur Ausmessung der Harteeindriicke das 

Lichtmikroskop benutzt wird, dessen Auflésungsvermégen maBgebend 
ist), kann man extrapolieren, daB die obersten feinstkristallinen Schichten 
ebenfalls kaltverfestigt sind, in welchem MaBe und welche Besonderheiten 
die obersten Schichten von 10-100 AE jedoch aufweisen, ist noch unbe- 
kannt. Weiteren Aufschlu8B wird man erwarten kénnen, wenn der Hirte- 
verlauf naher bis an die Oberflache hin gemessen werden kann‘. 


1 Z. B. Prerscn, E. u. G. M. Scuwas: ZS. f. Elektrochem. 35, 573 (1929). 
B2 SCHULZ, F.u. H. Hanemann: ZS. f. Metallkde. 33, 124 (1941), sowie Bern- 
-narpr, E. O.: ZS. f. Metallkde. 33, 135 (1941). 

3 Leise, K. H.: Metallforschung II, 114 (1947). 

4 Vielleicht ergibt die Anwendung des Elektronenmikroskopes einen Fort- 
schritt, indem ein elektronenmikroskopisch ausgemessener Druckkorper zur Er- 
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298 H. RAETHER: 


2 Rekristallisation bearbeiteter Metallfléchen. Da sich die bearbeitete ; 
Fliche in einem Zustand feinster Verteilung befindet, ist sie infolge des 
Uberschusses an potentieller Energie gegeniiber dem Einkristall nicht 
stabil. Wie die Existenz der Schicht jedoch zeigt, ist die Rekristallisation 
gehemmt, da vermutlich der Platzwechsel der Atome durch Fremdatome, 


Fig.3. Zur Rekristallisation bearbeiteter Silberoberflachen. Die angeaitzte Ausgangsfiache 

(a) (Faserstruktur nach (10) wird Kkaltbearbeitet (gedriickt), bis ihr Interferenzbild nur noch 

zwei verwaschene Ringe ergibt. Lagern dieser bearbeiteten Probe fiihrt zur Rekristallisation 

der Oberflache, erkenntlich an der Auflésung und dem Scharferwerden der Interferenzringe. 

(b) Silber (++ 0,03% Cu), 14 Std. bei 40°C aufbewahrt. (c) Silber (+ 0,03%% Cu), 14 Tage bei 
40° C aufbewahrt. (d) Silber (+ 0,069 % Fe), 17 Std. bei 60° C aufbewahrt. 


die in.den obersten Schichten sicherlich hier und da eingestreut sind, ohne 
im Interferenzbild bemerkt zu werden, erschwert ist. Die Geschwindigkeit 
der, Rekristallisation ist im allgemeinen sowohl von geringen Beimengungen 
wie von der Lagerungstemperatur abhiingig, deren Erhéhung den Platz- 
wechsel der Atome erleichtert und damit den ZusammenschluB kleinerer 


zeugung eines Harteeindruckes benutzt wird, dessen GréBe mit Hilfe des elek- 
tronenmikroskopischen Abdruckverfahrens bestimmt werden kann. Auf diese 
Weise liebe sich méglicherweise die Harte bis etwa an 10'AE Tiefe heran messen. 


' Im Original erkennt man die beginnende Auflésung der Ringe in Punkte 
deutlicher 


rbeiteten Eapaheraaahen aiseehaae Reines Silber hat mach Rént- 
_genstrahlenuntersuchungen? die Eigenschaft, durch eine Beimischung von 
0 03% Kupfer die Rekristallisationstemperatur von 150°C auf 230°C zu 
erhohen, wahrend sie durch einen Zusatz von 0,06% Eisen von 150°C auf 
20° C herabgesetzt wird. Um diesen Einflu8 der Fremdmetallzusatze auch 
_auf kalt bearbeiteten Silberoberflaichen zu priifen, wurden bearbeitete Ober- “Sana 
flachen des reinen wie legierten Silbers? nach Lagern bei verschiedenen aa 
-Temperaturen untersucht. Im Ausgangszustand zeigen die Oberflachen een. 
das Interferenzbild eines Pulvers mit ausgeprigter Faserstruktur, vel. 
Fig. 3a, nach der Bearbeitung hingegen das bekannte Diagramm eines 
-Zustandes feinster Verteilung (Streuperioden von 2,6 und 1,3 AE, wie 
nach Zusammenlaufen der Kristallinterferenzen zu erwarten ist). Es er- 
_ gibt sich, daB diese breiten Pulverringe im Laufe der Zeit zunehmend 
-_schirfer werden und schlieBlich wieder die Faserstruktur der Ausgangs- 
-flache annehmen. Die Zunahme der KristallgréBe, die an Hand der Ring- | 
_scharfe bestimmt wird, ist von der Lagerungstemperatur abhangig, jedoch 
fast unabhangig von der Art der Zusatze. Wahrend bei Zimmertemperatur 
(20° C), ebenso bei 40° C, vgl. Abb. 3c, in 11: Tagen die Ringscharfe auf 
einen Wert abnimmt, dem eine KorngroBe yon etwa,70 AE entspricht, be- 
~ durfte es bei 60° C dazu nur weniger Tage, bei 100° C einiger Stunden 
und bei 200 C° nur etwa 15 min. Entsprechende Zeitverhiltnisse gelten 
fiir das Auftreten von ‘in Punkte aufgelésten Interferenzringen. 


Wird die Bearbeitung an geheizten Proben vorgenommen (100-140° C) — die 
Flachen lassen sich bei diesen Temperaturen sehr leicht driicken und erhalten 
rasch eine optische Glatte — so zeigen die sogleich nach der Bearbeitung aufge- 
nommenen Interferenzbilder weniger verwaschene Ringe (entsprechend einer 
_ KorngréBe von etwa 20 AE) als die bei normalen Temperaturen bearbeiteten 
Flachen. Offenbar ist hier schon wahrend der Bearbeitung, Dauer etwa 10 min, 
eine geringe Rekristallisation eingetreten. — Die Temperaturerhéhung bewirkt 
also, von der Rekristallisationsbeschleunigung abgesehen, daB das warmere Me- 

tall eher zu gleiten beginnt als das kalte. Bei normalen Bearbeitungsbedingungen 
§ begiinstigt also die Reibungswarme das Abgleiten und damit die Kornzerkleine- 
rung. Fiir ein Schmelzen der Oberflache, wie es BowpEN und Mitarbeiter‘ finden, 
_ reichen jedoch die bei den hier beschriebenen Versuchen verwendeten Geschwin- 
_ digkeiten und Belastungen nicht aus. Im gleichen Sinne sprechen die obigen 
_ Ergebnisse iiber den nicht quasifliissigen Charakter der bearbeiteten Metallober- 
flache. Die von Bowpen und Hucues geaduBerte Vorstellung, daB beim Auf- 
einanderreiben zweier polierter Flachen die Kontaktstellen schmelzen, sich tiber 


' 1 Nach Versuchen gemeinsam mit Kranert W. Vgl. auch Pussine, E.: 
ZS. f. Phys. 113, 36 (1939). 
| 2 WIDMANN, E.: ZS. f. Phys. 45, 320 (1927). 
4 3 Herrn Dr. AuwArter, Fa. W. C. Heraeus, danke ich fiir die Herstellung der 
- Silberlegierungen. 
4 Bowpen, F. P. u. K. E. Ripuer: Proc. Roy. Soc. 154, 640 (1936); Bowpen, 
F. P.u. T. P. Hugues: Proc. Roy. Soc. 160, 575 (1937). 
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die Oberfliche ausbreiten und bei der raschen Abkiihlung-die Ber y-Schicht 
bilden, halte ich fiir unwahrscheinlich, da die Schmelze sicherlich rekristallisiert 
und obendrein mit einer diinnen Oxydhaut tiberzogen wird’. ; 5 “ 
Die durch die Bearbeitung entstandene feinstkristalline Schicht geht a so - 
durch stetiges Anwachsen der KorngréBe in einen normalkristallinen Zu- — 
stand iiber, wobei sich die Kristallite wie die tiefer liegenden Schichten de Wy i 
ungestorten Metalles orientieren. Die Schnelligkeit des Wachsens ist stark | 
temperaturabhingig, hingegen tritt der EinfluB der Zusatze, wie er im 
Materialinneren beobachtet wird, hier in der Oberflache nicht in Erschei- — 3 
nung. Offenbar bestimmen hier geringe Verunreinigungen, die im Inter- — 
ferenzbild noch nicht bemerkt werden, z. B. eingelagerte Gasatome, die Ge- Be! 
schwindigkeit der Rekristallisation. i. 
4. Verhalten bearbeiteter Metallfldchen gegen aufgedampfte Metalle. Nach 
Versuchen von Fincu und Mitarbeitern? soll der polierten Metallflache die 
Eigenschaft zukommen, daB sie im Gegensatz z. B. zu einer geatzten — 
Flache, die Fahigkeit hat, auf sie gedampfte Metallschichten bis zu einer — 
gewissen Menge zu lésen. Diese Eigenschaft wurde von den genannten ~ 
Verfassern so gedeutet, daB die durch das Polieren entstandene ,,glasartige 
Phase“ die aufgedampften Metalle wie eine Fliissigkeit lést. Sie ist daher — 
als eine der unmittelbarsten Beweise fiir die Existenz der BrmLByschicht 
angesehen worden. Die Ergebnisse dieser Verfasser konnten jedoch bei — 
einer Wiederholung der eben erwahnten Versuche nicht bestatigt werden?: 
Bei Bedampfung eines auf Hochglanz polierten Stahlspiegels mit Zink 
wurde in mehreren Versuchsreihen auch bei der geringsten Dicke der Zink- 
schicht keine Anderung des Zinkdiagrammes beobachtet. Sie verhielt sich 
wie eine gleichzeitig auf eine normale (geatzte) Stahlunterlage gedampfte — 
Zinkschicht. Die oben beschriebenen Ergebnisse sind somit ganz speziellen 
Versuchsbedingungen der genannten Verfasser zuzuschreiben, die diese — 
Eigenschaften der polierten Flaiche vortauschten. 


| 


ee ee eee 


Es ist schwierig zu klaren, welche speziellen Versuchsbedingungen die Fincu- 
schen Ergebnisse hervorgerufen haben. Die Annahme liegt nahe, da8 die polier- 
ten Flachen in besonderer Weise (von der Oxydation abgesehen) verunreinigt 
waren. Einen gewissen Hinweis bietet folgender Versuch: Wird auf eine mit einer 
Fettschicht versehene Stahlunterlage — hierzu wurden Dampfe erhitzten Schliff- 
fettes (Apiezon) auf dem Metall niedergeschlagen — Zink gedampft oder mittels 
Kathodenzerstaubung niedergeschlagen, so zeigt sich anfangs kein Zinkdiagramm 
neben den Fettinterferenzen, jedoch erscheinen nach mehrmaligem Bedampfen 
der befetteten Stahlunterlage auf dem Untergrund scharfe Zinkinterferenzen, 
welche bestehen bleiben. Dies tritt offenbar nach Sattigung der Fettschicht mit 


a. are. oe 


deli  * nual 


+ Brace, W. L. u. J. A. Darpysuire: Trans. Faraday Soc. 28, 522 (1932). Jen- 
Kins, R. O.: Proc, Phys. Soc, 47, 109 (1935). 

* Fincn, G. J., A. G. QUARRELL u. J. S. Rogsuck: Proc. Roy. Soc. 145, 676 — 
(1944). : 

* Nach unveréffentlichten Versuchen im Jenaer Institut. Siehe auch CRAMER, 
H.: Ann. d. Phys. 34, 237 (1939). 
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Zink ein. Eine gleichzeitig mit Zink bedampfte, geiitzte fettfreie Stahlunterlage 
zeigt sogleich die Zinkringe. Obwohl das aufgedampfte Metalldiagramm und da- 


her dessen Verschwinden hierbei nicht beobachtet wurde, deutet die allmahliche 
Sattigung der Unterlage mit Zink auf einen Zusammenhang mit dem von FINcH 
und Mitarbeitern beschriebenen Eftekt. ‘ 


V. Ergebnisse tiber die Struktur bearbeiteter Isolatorober flichen. 
Es bleibt noch die Frage iibrig, welche Veriinderungen auf Isolator- 
oberflachen z. B. Kristalloberflachen von Kalkspat, Steinsalz u. a. durch 


ce 


Fig. 4. Interferenzbild polierter Isolatorflachen verschiedener Harte: 

(a) (100) Flache von Kalkspat. Aufnahme in einem willktrlichen Einstrahlungsazimut. Es 
ist die groBe Scharfe der Kikuchi-Linien zu beachten. Das Einkristallbild der unbearbeiteten 
Flache ist praktiscb erhalten geblieben. 

(6) (410) Steinsalzflache. Eimstrahlungsazimut langs der Wiirfelkante. Der Hinkristall- 
charakter der Ausgangsflache ist verlorengegangen. Immerhin deutet die ausgepragte Faser- 
struktur auf eine noch verbliebene erhebliche Orientierung der Kristallkérner. 

(c) (00) Kaliumbromidflache. Aufnahme in einem willkirlichen Einstrahlungsazimut. Das 
Hinkristallinterferenzbild der unbearbeiteten Flache, das sich bei dem harten Kalkspat 
kaum von der bearbeiteten Flache unterscheidet, ist in dem Pulverdiagramm (c) nicht 
wieder zu erkennen. Die Bearbeitung hat ein ungeordnetes Kristallpulver hinterlassen. 


eine Kaltbearbeitung, die in diesem Fall im Polieren besteht!, vor sich 
gehen. Das Ergebnis der Interferenzversuche an bearbeiteten Flachen, 


1 Das Poliermittel ist ohne Einflu8 auf das Interferenzbild, da infolge der 
Sprédigkeit der Isolatoren das Poliermittel nicht in die Flache eingedriickt wird, 
sondern von der Spiilfliissigkeit, meist Alkohol, mit weggenommen werden kann. 


die im unbearbeiteten Paiste Gpalt- oder aire a es 2 
kristallinterferenzbild mit charakteristischen Krxucutlinien geben, unter- 
scheidet sich von dem an Metallflachen beobachteten wesentlich!: Es wird 
nicht das von Metallen her gewohnte Bild mit wenigen breiten Inter- 
ferenzringen gefunden, sondern die Interferenzen lassen alle Zustan Je 
der bearbeiteten Flache vom nahezu ungeandert gebliebenen Einkristall 
bis zum vielkristallinen Gefiige erkennen, vgl. Fig. 4. Teils ist also die~ 
Oberflache kaum durch die Bearbeitung gestért worden (4a), teils ist sie 
bis zu einem ungeordneten Kristallpulver zerrieben worden (4c), dessen 
KorngréBe jedoch noch mindestens 100 AE betragt, also noch um vieles | 
gréBer als bei den Metallen ist. Als maBgebend fiir den Charakter des Inter-— 
ferenzbildes erwies sich die Harte des bearbeiteten Materiales: die hartesten 
Stoffe, wie Diamant, Turmalin, Kalkspat u.a. geben Einkristallinter-_ 
ferenzen, vgl. Fig. 4a. Je weicher aber der Kristall wird, desto mehr naher 
sich das Interferenzbild dem eines ungeordneten Vielkristalles, vgl. Fig. 
4b und c. Parallel gehende Hartemessungen zeigten”, daB die mit de 
Stoérung durch die Bearbeitung verkniipfte Kaltverfestigung, welche auch 
an Isolatoren beobachtet wird, um so tiefer geht, und um so gréBer wird, — 
je weicher das bearbeitete Material ist, entsprechend den Verhialtnissen 
bei den Metallen. 4 

Das Ergebnis der Interferenzversuche an bearbeiteten Isolatoren spricht 
hiernach eindeutig gegen die von BEILBy vermutete Oberflachenstruktur?. — 
Es ist zwar zur Rettung dieser Vorstellung angenommen worden, daB der 
unter der bearbeiteten Oberfliche liegende Einkristall z. B. bei einer 
polierten (100) Kalkspatflache, eine Rekristallisation der dariiberliegenden | 
, fliissigkeitsahnlichen* Oberflache bewirkt und daher obige Ergebnisse _ 
eines Einkristallinterferenzbildes von bearbeiteten Flachen zustande kom- 
men‘. Durch eine Reihe von Versuchen konnte jedoch diese Ataci 
widerlegt werden’. 

Bearbeitete Glasober flichen. Unter den Isolatoren ist von besonderer ich 
nischer Bedeutung das Glas. Zum Unterschied gegen die bisher erwahnten 
Isolatoren ergibt jedoch das unbearbeitete Material bereits ein Pulver- — 
diagramm mit verwaschenen Ringen®, so daf es fiir die vorliegende Frage 

* Raetner, H.: ZS. f. Phys. 36, 82 (1933); sowie Hopkins, H. G.: Phil. Mag. — 


21, 820°(1936). Siehe auch die Arbeit von K. H. Leise im vorliegenden Heft. 

* Leisg, K.H.: ZS. f. Phys. vorliegendes Heft. 

* Kiirzlich wurde yon Heipenreicu (Journ, Opt. Soc. Amer. 35, 139 (1945) 
iber die Beobachtung der Bei.py-Schicht auf poliertem Steinsalz an Hand — 
elektronenmikroskopischer Abdruckbilder berichtet. Eine Aussage iiber eine 
Britpy-Schicht im anfangs definierten Sinne (S. 287) ist jedoch heute nur auf 


Grund von Hictirsuehtsterfereneayaine ane moglich, die auf eine kristalline. 
Struktur hinweisen (s. 0.). : 


* Fincn, G, J.: Nature 138, 1010 (1936). y 
5 Kamocawa, H.: Phys. Rey. 58, 660 (1940); Dixit, K. R.: Phys. ZS. 35, 11 
(1934). Die Zusammensetzung des Glases wird sehr wahrscheinlich ohne Be- _ 


e® Komoelcinecung Gurch Bearbeitung ein angadtunetnn oreiee. 
- stoff ist. Bisher vorliegende Interferenzversuche mit Elektronenstrahlen 
an polierten Glasoberflachen (SiO,-Glas) ergaben Ubereinstimmung der 
f Radien der breiten Interferenzringe vor und nach der Politur, s. Tab. 1. 


Tabelle 1: ae Werte fiir Glas (9 Beedesseast i Wellenlainge) 
tH TS 
| | 
Mpemerkts Ak Pe 2 Natick 0,13 0,20 0,37 | (Kamocawa)! ’ 
_ unbearbeitet (durclisteahit) 0,12 | 0,20} 0,40 (Maxwe.t u. Mostry)? 


| 


‘Dieses Ergebnis ist auch zu erwarten, da eine Aufteilung des SiO,Netz- 
werkes weder die Lage noch merklich die Breite der Maxima verindern 
kann. Da durch das Zerbrechen des Netzwerkes Inhomogenititen im Ge- 
fiige des bearbeiteten Glases entstehen, kénnte man ein Ansteigen der 
_ Streuintensitaét bei klemen Winkeln erwarten, hieriiber ist jedoch ON 
bekannt. 


é 


V1. Zur Glatte bearbeiteter Ober fldchen. 


‘ 


Im Vorangehenden war die Rede von der Struktur der bearbeiteten 
Oberflachen, und zwar vor allem von der KristallgréBe in den obersten 
Schichten. Zur Vervollstandigung ist noch eine Bemerkung zur Glitte be- 
arbeiteter (polierter) Flachen, also der Mikrogeometrie der Oberflaéchen 


notwendig. Nach BerLpy sollte mit dem Entstehen der glasigen Struktur 


infolge der Molekularkraéfte eine Glattung verbunden sein, s. S. 287, die 


der von Fliissigkeiten gleichkommt. Zur Beantwortung dieser Frage ist | 


die Anwendung elektronenmikroskopischer Methoden naheliegend, die 
anfangs erwahnt wurden. Metalle: Die Untersuchung polierter Metall- 
flachen ergab bei der Durchmusterung im Reflexionsiibermikroskop, ab- 
gesehen von hier und da auftretenden Kratzern, kaum Kontraste, d. h. 
die Flachen kénnen wir als elektronenmikroskopisch glatt bezeichnen. Da 
jedoch bei dem verwendeten Verfahren das Auflésungsvermégen gering 
war — die mindeste noch erkennbare Erhebung betrug etwas tiber 100 AE — 
kann von der Elektronenmikroskopie z. Z. noch kein Beitrag zu der an- 
geschnittenen Frage geliefert werden. /solatoren: Die Untersuchung der 
Oberflache bestpolierter Isolatoren mit dem Abdruckverfahren — die Ver- 
wendung des Reflexionsverfahrens verbietet die elektrische Aufladung der 
mit Elektronen bestrahlten Isolatoren — zeigt z. B. bei Steinsalz eine erheb- 
liche Rauhigkeit der polierten Flachen an. Verwendet man z. B. verschie- 
den orientierte Ausgangsflachen eines Steinsalzeinkristalles — nicht nur 


gewaschen werden und das Si O,-Netzwerk im wesentlichen tibrigbleibt. 
1 Siehe vorstehende Fufinote 5, S. 302. 
2 MaxweELL, L. R.u. V. M. Mos.ey: Phys. Rev. 47, 331 (1935). 
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| deutung sein, da bei der Politur die leicht 1léslichen Bestandteile heraus- 
_ Zeitschrift fiir Physik. Bd. 124. 
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‘Oberflache aus Wiirfelkristallchen gebildet wird, die annahernd die Orie 1 


die Spaltfidehes sondern auch die (1410), ae oder (210) ‘Ebewe = 
poliert sie, so zeigt der Abdruck sogar eine fiir die jeweilige ae 
flache charakteristische Struktur der Rauhigkeit an?. In Ubereinstimmu 
mit den zugehérigen Interferenzaufnahmen ergibt sich, daB die polie 


tierung des darunterliegenden Einkristalles bewahrt haben. Im Falle einer - 
polierten (110) Ebene entsteht eine ,,Dachstruktur‘ infolge der auf einer 
Kante liegenden Wiirfel, im Falle einer polierten (111) Ebene eine ,, Py 
midenstruktur“ infolge der auf eine Spitze gestellten Wiirfel. Diese Ergeb- 
nisse zeigen, daB von einer molekularen Glatte im BEe1LByschen Sinne nicht ~ 
gesprochen werden kann. Es stiitzen also die elektronenmikroskopischen i 
Aufnahmen die aus den Interferenzversuchen des Verfassers gezogenen 
Schliisse tiber den kristallinen Charakter polierter Isolatoroberflachen. — 


VII... SchluB. 


Als das Ergebnis der Kaltbearbeitung kénnen wir also im allgemeinen’ 
die Kornzerkleinerung ansehen, wobei das Kristallkorn vom Kristallinner on 
nach der bearbeiteten Oberflache hin entsprechend der starkeren Wirkung 
der Bearbeitung abnimmt. Zwischen Metallen und Isolatoren besteht aber — 
der Unterschied, daB bei Metallen die Gefiigezerst6rung an der Oberflache — 
immer bis zu einem sehr hohen Grade (KorngréBe: wenige Elementarzellen) 
vor sich geht (feinstkristallines Gefiige), wahrend sie bei Isolatoren von ; 
Hirte abhangt, jedoch gr6BenordnungsmaBig geringer ist als bei den Metal- 7 
len. Dieser charakteristische Unterschied ist darauf zuriickzufiihren, daB di _ 
Isolatoren im allgemeinen bei mechanischer Beanspruchung iiber die — 
Elastizitatsgrenze hinaus brechen, eine Grenze, die um so héher liegt, je 
harter das Material ist. Die Metalle hingegen haben die technisch so be- _ 
deutungsvolle Eigenschaft der Plastizitat, d.h. beim Uberschreiten einer 
Grenzschubspannung treten in bestimmten Gitterrichtungen Gleitungen 
lings ausgezeichneter Ebenen auf, ohne daB der Z usammenhang des. 
Stoffes zerstort wird, woraus die Formbarkeit der Metalle folgt. Damit ver- 
bunden ist eine Verkleinerung der kohirenten Gitterbereiche, die sich in — 
der zunehmenden Verbreiterung der Interferenzen auBert. Die mecha-_ 
nische Bearbeitung ist also inimer ausreichend, um in den obersten Schich- 
ten der .Metallfliche eine so starke Abgleitung der Netzebenen zu bewirken, 
da® in den obersten Schichten der feinstkristatline Zustand entsteht. Dic 
Harte des Metalles wirkt sich dahingehend aus, daB die Tiefe der durch | 
die Bearbeitung verursachten Stérung um so grdBer ist, je geringer die Harte 
ist. Bei fehlender oder kaum nennenswerter Plastizitat, wie sie an [sola- 
toren zu finden ist, wird der Grad der Aufteilung des Einkristall- 
getiiges bei gegebenen Bearbeitungsbedingungen, z. B. gleiches Polier- 


, RAGTHER, H.: Optik J, 296 (1946) s.a. Mant, H.u. H. RaetHER: Reichs 
Physik 1945, 166. sa 


i's 
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; Fecpimnt es, daB auf Isolatorfliichen je nach dér Hirte des Stoffes alle Zu- 
Bends vom unverindert gebliebenen Einkristall bis zum vielkristallinen 
Pulver gefunden werden. Wenn auch im letztgenannten Fall die Korn- 
dimensionen des Pulvers auch bei Verwendung hiirtester Poliermittel. 
immer noch mindestens eine Zehnerpotenz gréBer als bei den Metallen 
_sind, so zeigt doch das Verhalten des weichen Isolators, wie z. B. des Ka- 
EERE oder des Silberchlorids (Interferenzbild: Pulverringe normaler 
-Schirfe ohne wesentliche Textur, vgl. Abb. 4c), den Ubergang zur Struk- 
tur kaltbearbeiteter Metalloberflachen an. 
Die hier gegebene Ubersicht iiber Versuche und Ergebnisse kaltbear- 
- beiteter Oberflachen zeigt den wesentlichen Beitrag, den die Anwendung 
der Elektronenwellen auf das vorliegende Problem gegeben hat. Wenn sich 
auch die Vorstellungen BEILBys im einzelnen nicht bestatigt haben und 
_ keine Veranlassung besteht, den kaltbearbeiteten Oberflachen einen beson- 
_ deren Zustand zuzuschreiben (,,BEILByY-Schicht‘'), so verdanken wir ihnen 
doch den Anreiz zur Untersuchung dieser Fragen, die fiir die Bearbeitung 
-verschiedener Probleme der Oberflachenphysik die Grundlage bilden. 
Herrn Prof. H. Kulenkampff méchte ich an dieser Stelle fiir sein 
" stlindiges Interesse und fiir die groBziigige Uberlassung der Mittel des 
Jenaer Physikalischen Institutes zur Durchfihrung der Oberflachenver- 
goplie noch einmal herzlich danken. 


Anhang zur Frage _,feinstkristallin-amorph*. 
Auf S. 293 wurde kurz das Ergebnis der Experimente zur Frage ,,feinst- 


kristallin-amorph* mitgeteilt'. Im folgenden soll hieriiber etwas ausftihr-— 


licher berichtet werden: 


: Tabelle 14. 
Ebenenabstinde von kristallinem, bearbeitetem und amorphemAntimon in AE. 
kristallin Intensitat* bearbeitet he amorph?* 
: ' 
——— 
ay | s st Pr i te EY 3,01 
wi 2,24 m 
¥ 2,45 st 2,0 + 0,06 ; 
1,80 m 1,92 
CGS 3) ss 
Sern] ; 1,43 
h 1,36 | s 
1,26 } m 1,3-+- 0,03 1,26 


* Elektroneninterferenzbildern entnommen. 


1 Siehe auch Kranert, W. u. H. Raetuen: ZS. f. Naturforsehung J, H. 9, 512 
(1946). Die Versuche wurden von Herrn W. Kranert im Jenaer Physikalischen 
Institut ausgefiibrt. 
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Bey Es wurden die Metalle Wismnut, Selen, ‘Avamnae und Zinn ait ch 
‘ flachen runder Stabe (etwa 10mm 2) untersucht. Die Kaltbearbeitu ing 
ef geschah nach Glattung mit 5/0 Papier entweder durch Driicken mit einem 
Ms Polierachat oder Polierstah] unter Alkohol oder durch Reiben des Metalls _ af 
c ‘4 auf einer unter Alkohol befindlichen Mattglasscheibe. Die Verwendung ME 
‘ ae des Alkohols geschah, um die Oxydation wahrend der Bearbeitung zu ver-_ nia 
meiden. Bei Verwendung von Poliermitteln lassen sich keine eindeutigen — 


Ergebnisse erzielen. a” 
a) Antimon. Tab. 1 gibt fiir Antimon die Auswertung der erhaltenen — 
Interferenzbilder. eS 
er Sie zeigt, daB das Interferenzbild des bearbeiteten Metalls nicht mit dem — 
4 des amorphen Zustandes iibereinstimmt, sondern mit dem des feinstkristal- 
s linen. Das Entstehen der breiten Interferenzen aus den kristallinen ist ~ 
* daran gut zu erkennen, daB einige Aufnahmen durch Zufall gleichzeitig — 
» hinreichend scharfe Ringe des Metalls zeigten und dadurch die Entstehung 
— der verwaschenen Ringe durch Ineinanderlaufen der starksten Pulver-_ 
* interferenzen demonstrierten. . 
x b) Selen. Da Selen in der handelsiiblichen Form im amorphen (glasigen) : 
a Zustand auftritt, wurde es vor der Bearbeitung auf etwa 200° C erhitzt und — 
“ langsam abgekiihlt. Hierdurch ging es in die kristalline (metallische) Form 
yee iiber, wie an Hand von Elektroneninterferenzen gepriift werden konnte. 
ee Tab. 2 zeigt die Ergebnisse an bearbeitetem Selen: 
‘i ‘a . Tabelle 2. 
aera ‘ Ebenenabstande von kristallinem, bearbeitetem und amorphem Seien in AE. 
4, 
S ? kristallin | Intensitit | bearbeitet / amorph Csi" 
oe as a NN 
; | a st 3.1 + 0,1 Se 6 
a a0 s st 2,0 + 0,06 ) : 
i 1,9 ss 
a Wig eee tera 
iY, 1,65 | m ; 
; 1,53 s ) ) 
ms 1,45 ss ) 
: ae Go | 
‘8 f } <4 ‘ 
red ere 
at 1,10 m : | 
1,0 | ss | . 


Das Ineinanderlaufen der Interferenzen normalkristallinen Materiales 


konnte bei verschieden starker Bearbeitung auf einigen Aufnahmen ver- 
folgt werden, 


1 PRINS, j: A fe GS 


~ owe 


ce dae SNe BS ce 
Okie oe 

ae Wismut. Die Beaton mr Mattglas unter Alkohol liefert hoch- 
glinzende Flachen, die ein Interferenzbild aus mehreren verwaschenen 
ngen geben, deren Herkunft aus den Kristallinterferenzen normaler 
_KorngréBe iiber verschieden stark bearbeitete Flichen verfolgt werden. 
_konnte. Von Wismut ist keine amorphe Modifikation bekannt, dagegen 


_ schmelzen vor, die eine Strukturinderung beim Ubergang in den fliissigen 
Zustand anzeigen. 
Tabelle 3. 
Ebenenabstinde von kristallinem, bearbeitetem und fliissigemWismut in AE. 
| 


kristallin Intensitat | bearbeitet fliissig 

3,3 : sist | 3,5 -+4.04 2,95! 3,012 
98 | sty | 

2,0 ) m “2,1 + 0,06 Meee 244 

1,86 st | 

1,61 ss 1,56 

1,43 m 1,35 + 0,03 

1,30 m 1,08 


| 


Der Vergleich des bearbeiteten Wismuts mit dem fliissigen in Tab. 3 be- 
weist, daB auch hier wie bei Selen keine quasifliissige Oberflachenschicht 
vorliegt, sondern die Deutung der breiten Ringe als Interferenz feinst- 
kristallinen Materiales die gegebene ist. Die Bearbeitung war in allen 


Versuchen hinreichend, um den Einwand auszuschlieBen, daB infolge un- | 


geniigender Bearbeitung nur der feinstkristalline und nicht der amorphe 
Zustand erreicht werden konnte. 
d) Zinn. Ohne Sauerstoffzutritt, also bei Bearbeitung (Driicken, Walzen, 
Reiben auf einer Mattglasscheibe) unter Alkohol, entsteht ein Interferenz- 
bild mit zwei breiten Ringen, entsprechend 2,1 und 1,2 AE®, die weder 
feinstkristallinem Zinn noch dessen Oxyden, auch nur annahernd zuge- 
schrieben werden koénnen. Anatzen, um dadurch zum reinen bearbeiteten 
Zinn vorzudringen, miBlang, da die Séure eine Zinnverbindung hinterlieB, 
die nicht von der Oberflache entfernt werden konnte, so daB die Herkunft 
_des Interferenzbildes offen bleibt. Wit Sauerstoffzutritt, d. h. an Luft ent- 
stehen durch Bearbeitung drei breite Ringe, welche den Abstanden 3,1; 1,7 
und 1,2 AE zugehdren. Die starke Oxydationsneigung des Zinns legt es 
nahe’, die Bildung eines oxydierten Zinns zu vermuten. Dies wurde durch 
_ folgende Versuche gestiitzt: 
1 Ranpatt, J. T. u. H. P. Rooxssy: a. a. O. 
2 Ricuter, H.: Phys. ZS. 44, 406 (1943). 

3 Siehe auch Dosinski, S.: a. a. O. 
4 Vgl. Preston, G. D. u. L. L. Bincumsnaw: Phil. Mag. 19, 160 (1935), die 
-zeigten, daB auf der Oberflache einer Zinnschmelze, auch bei 10-* mm Hg keine 
oxydfreie Oberflache zu erhalten ist. 
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Zinnringen erscheinen beim Liegen an Luft breite Ringe. (Ebenena bstan 
3,1 und 1,7 AE), die schlieBlich das Zinn-Interferenzbild vollstandig iiber- 
decken. Resefieumath wird dieser Vorgang durch Erwarmen auf chwe By 
200° C. 
2. Das gleiche Interferenzbild wie eine polierte Zinnflache gibt eine Walz 
folie von Zinn, die mittels Salzsaure geniigend diinn geatzt worden ist. 
Offenbar wird das Metall herausgelost und die oxydierten AuBenflichen — 
bleiben zuriick. (Zinndioxyd ist in Salzsdure unldslich.) ; 
3. Erhitzen der Zinnfolie bis auf etwa 500° C gibt ihr ein nichtmetalli- — 
sches Aussehen. Das Interferenzbild stimmt nahezu mit dem eben beschrie- 
benen iiberein". 


»; 


Tabelle 4. 


Indisioruneg, Ebenenabstinde und Intensitat der Refiexe von Zinndioxyd, — 
bearbeitetem und fliissigem Zinn. 


“<4 
bearb. Zinn aimnechnigliae 
AE Ax! ™ 


Indizierung AE _ Intensitat* 
| : 
(410) 3,34 ' s st } 34 
(101) . 2,63 ) sat J 
(200) 2,36 | ms 
(210) | 2,12 : | 
(211) 1,76 ees Cree. 
(220) ) 1,67 s 
(002) | 1,58 . | 
(310) | eet 5 ) 
(301) | 1,24 | st ; 1,2 
(400) 1,18 m 
(222) | 1,15 s ! 
(312) 1,09 s 


Die Zuordnung dieses Diagrammes zu dem des Zinndioxydes zeigt Tab. 4. 
ls entsteht also ein Zinndioxyd feinster Verteilung. Auf eine ,,fliissigkeits- 
fihnliche Anordnung von Zinnatomen mit Fremdatomen, sicherlich Sauer-— 
stoffatomen“, wie sie H. Ricurer! aus seinen Versuchen folgert, kann je- 
doch nicht geschlossen werden, da die Entstehung einer solchen Anord- | 
nung unter den in 1. beschriebunen Umstiinden (Entstehen durch Lagern an 
freier Luft, Bese hleunigung ihres Wachstums durch Teniperabicer Soha 
den bisher bekannten Bildungsbedingungen amorpher Zustinde wider-— 
spricht. Zum Nachweis des fliissigkeitsihnlichen Charakters einer Schicht _ A 
(homogene Erfiillung mit Materie) vgl. die obigen Betrachtungen S. 293. 

1 RICHTER, Hes. a, “Oy 

* Stetnnet, A.: Ann. d. Phys. 19, 465 (1934). 

* Prins, J. A.: Trans. Faraday Soc. 33, 110 (1937); sowie Ricuter, H.:a.a.O. 
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be. mefinstrumente. II.* 
Erwiderung auf einen Einwand E. Kapplers. ** 


Von 
G. HETTNER, jetzt in Miinchen. 


(Eingegangen am 22. Mai 1947.) 


‘Das abweichende Ergebnis iiber die ,,optimale Leistungsfithigkeit" thermischer 
StrahlungsmeBinstrumente, zu dem E. Kappler gelangt, beruht auf einer andern 
Definition der Leistungsfahigkeit. Diese Definition mu8 aber als unzweckmABig 
angesehen werden, weil sie im Gegensatz zu derjenigen von DAHLKE und HetTt- 
NER kein Maf fiir die mit einem Strahlungsmefinstrument in einer vorgegebenen* 
Zeit erreichbare Genauigkeit darstellt. Dies wird ausfiihrlich begriindet. 


, a 

_ E. Kapprter hat Einwande gegen die von W. DanLKE und mir an- 
gestellten Uberlegungen tiber die Leistungsgrenze thermischer Strahlungs- 
meSinstrumente erhoben und kommt zu einem Ergebnis iiber die ,,optimale 
Leistungsfahigkeit’*, das von dem unseren wesentlich abweicht. Dieser 
_Unterschied beruht darauf, daB Kapprer eine andere Definition der Lei- 
stungsfahigkeit zugrunde legt wie wir. Er verwendet aber fiir die beiden 

~ verschieden definierten Leistungsfahigkeiten die gleiche Bezeichnung, wo- 
durch ein scheinbarer Widerspruch zustandekommt. Er spricht in der 
Zusammenfassung seiner Mitteilung von einer Inkorrektheit der Uber- 
legungen und einer Unrichtigkeit des Ausdrucks fiir die Leistungsfahig- 

_keit bei DanL_ke und mir, wahrend es sich ausschlieBlich um die Frage 
der ZweckmaBigkeit der beiden Definitionen handeln kann. 


Um diese Frage zu beantworten, mu& man zunichst’klarstellen, welchen 
-Zweck die Definition erfiillen soll. Sie soll ein Ma angeben, das den 
_ Vergleich zweier verschiedener Instrumente erlaubt, die zur Messung eines © 

Strahlungsenergiestromes S dienen. Die Instrumente kénnen sich unter- — 
scheiden 1. durch die ,,Empfindlichkeit“ im friiher wblichen Sinne, d. h. 
durch den Quotienten aus MeBausschlag und E parenesttor S, 2. durch die 
Dauer einer Einzelmessung, die MeBdauer ty, und 3. ines die mittlere 
-Schwankung eines Ausschlages oder, allgemeiner, des Ergebnisses einer 
Einzelmessung, den Schwankungsausschlag. Ferner muB zu jedem Instru- 
ment noch das MeBverfahren angegeben werden, das benutzt werden soll. 


* Vergleiche Dantke, W. u.G. Herrxen: ZS.f. Phys. 117, 74 (1941) im folgen- 
den als, DH zitiert. 
** K4ppiern, E.2 ZS. f- A ea eae 1, 560 (1946) im folgenden als K zitiert. 
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DaB ein liccheseniane Mab fiir die i ciao cane ae 
mentes existiert, kann nicht von vornherein behauptet werden. Des i 
seien im folgenden die verschiedenen Fille, in denen ein ‘Vergleich vo ne 
StrahlungsmeBinstrumenten erforderlich sein kann, behandelt. Re 
Sind Instrumente mit gleicher Dauer ty der Einzelmessung zu ver-~ 
gleichen, so ist die GréBe! ; 


1 MeBausschlag 
A S§  Sehwankungsausschlag 


t 


die wir die Genauigkeit der Einzelmessung nennen wollen, ein geeignetes — 
MaB fiir die Leistungsfahigkeit. Es macht in diesem Falle nichts aus, ob— 
man noch eine Potenz von ty hinzufiigt und welche. Man kann also ohne ~ 
Unterschied die in DH oder in K aufgestellte Definition anwenden. In der — 
Tat fallen hier die Schliisse, die sich aus den Werten der optimalen Lei- — 
stungsfahigkeit bei DH und bei K ergeben, ,,Warmeabgabevermégen ie 
moglichst klein‘‘ oder ,,Warmekapazitéat C méglichst klein‘, zusammen. — 
Denn wegen C/A= ty und ty 2%, stehen bei den verglichenen Instru-% “ 
menten die C- und A-Werte im gleichen Verhaltnis. , 


Wenn aber die MeBdauern der zu vergleichenden Instrumente verschic- 
den sind, so kann man zunichst nur sagen, daB gréBere Genauigkeit der 
Einzelmessung und kiirzere MeBdauer vorzuziehen sind. Wenn die Ge-_ 
nauigkeiten der Einzelmessung gleich sind, so ist damit die Entscheidung _ 
gegeben. Wie aber im allgemeinen Falle beide Kriterien gegeneinander 
abzuwagen sind, hangt von den Umstianden ab. Ein ganz allgemeingiiltiges 
MaB fiir die Leistungsfahigkeit kann es hierfiir nicht geben. Bei weitem | 
der haufigste Fall ist aber der, daB durch eine Reihe hintereinander aus-— 
gefiihrter Einzelmessungen und Mittelnehmen aus deren Ergebnissen eine — 
bestimmte Genauigkeit des Mittels erzielt werden soll. Dann ist dasjenige 
Instrument das beste, das bei der Messung eines beliebigen Energiestromes _ 
die vorgegebene Genauigkeit in der kiirzesten Zeit oder in einer vor-_ 
gegebenen Zeit die gréBte Genauigkeit erreichen laBt. : 

Bei physikalischen Untersuchungen ist fast stets dieser Gesichtspunkt 
maBgebend. Deshalb wird in DH die fiir diesen Fall zweckmaBige De- 
finition | 

I 1 MeBausschlag 1 


) PR Ss! Se hwankungsausschlag \ /u (2) 


aufgestellt und fiir den Faktor | — eine kurze Begriindung gegeben. Diese — 

i iu : , 
Begriindung werde im folgenden im Hinblick auf KappLers abweichende — 
Definition 


' Die Bezeichnungen werden hier und im folgenden aus DH und K iiber- 
nommen, 
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Ger ausgefiihrt. 
& ‘Die wesentliche Frage ist: Wie verhalt sich ne mittlere Fehler des 
i littels aus einer Anzahl von hintereinander ausgefiihrten Messungen zu 
dem mittleren Fehler einer Einzelmessung? Diese Frage moge fiir zwei 
Beobachtungsverfahren beantwortet werden. 
_ 1. Eine Einzelmessung bestehe wie bei DH? aus einer Ablesung zur 
Zz eit t= 0, zu der die Strahlung auf das Empfangselement zu fallen be- 
ginnt, und einer Ablesung zur Zeit t= ty. Nach jeder Einzelmessung 
Fate so lange gewartet, bis die neue Messung als praktisch unabhiangig 
yon der vorhergehenden betrachtet werden kann. Zwischen dem Beginn 
_ einer Einzelmessung und dem Beginn der darauf folgenden liege infolge- 
dessen statt der Zeit ty, “ty die Zeit zt, (c > 1). Hierin-hat z fiir Instru- 
‘mente verschiedener Zeitkonstante tg denselben Wert, weil die Korrelation 
zwischen zwei Ablesungen nur vom Verhiltnis ihres zeitlichen Abstandes 
zu fy abhangt (vgl. Gleichung (7)). In einer vorgegebenen Zeit I lassen 
sich also n = Z/zty unabhangige Einzelwerte gewinnen. Das Temperatur- 
-schwankungsquadrat des Empfangselementes, das fiir das mittlere Fehler- 
quadrat einer Einzelmessung verantwortlich ist, sei t?. Dann ist das ent- 
sprechende eae ragial des Mittels aus den n unabhangigen 
g Beobachtungen 7; = 7*/n. Es wird demnach 
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Nun soll fiir Instrumente, die in der gleichen Zeit &, also durch die in 
dieser Zeit durchfiihrbare Zahl n von Einzelmessungen, die gleiche Ge- 
nauigkeit 1/S 9,/<, erreichen lassen, die Leistungsfahigkeit L dieselbe sein. 
Man sieht, daB dies fiir Ly der Fall ist, aber nicht fiir Lx, weil hier fo 
nicht herausfallt. 
Dieses Beobachtungsverfahren liegt der Uberlegung zugrunde, die in 
DH im AnschluB an die dortige Gleichung (6) angestellt wurde. 
2. Wenn in gegebener Zeit ein méglichst kleiner mittlerer Fehler erzielt 
werden soll, miissen die Messungen unmittelbar aufeinander folgen, sodaB 
- unter Umstinden eine Abhangigkeit der fiir den MeBfehler maBgebenden 
j ‘Temperaturschwankungen beriicksichtigt werden muB. Fiir Galvanometer 


1 KappLeR nimmt an, daB in DH an ein kontinuierliches Beobachtungsver- 
fahren gedacht sei. Der Rechnung iiber die Korrelation der Ablesungen liegen 
_ jedoch ausdriicklich die Annahmen zugrunde, dab Ablesungen zur Zeit 0 und 
zur Zeit ¢ gemacht werden und das Ergebnis als Differenz dieser beiden Ablesun- 
* age gewonnen wird. 
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worden. Sie laBt sich in ganz ahnlicher Weise fiir thermische Strah 
meBinstrumente berechnen, bei denen die Temperaturschwank 

dmpfangselementes fiir die MeBfehler maBgebend sind. Ist (4) die Tem: 
peraturdifferenz des Empfangselementes gegen die Umgebung zur Zeit t i 
so ist der von ZERNIKE benutzte »,Korrelationskoeffizient™ a 
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Fir ihn ergibt ech durch eine analoge Rechnung wie bei Pathude mi 
Hilfe der Warmeleitungsgleichung (D/H, S. 78 oder K, S. 562) an Stelle 
der Galvanometergleichung 


t 
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Es mége nun folgendes Beobachtungsverfahren betrachtet werden: Die 
Strahlung fallt zu den Zeiten 0 bis to, 2 tp bis 3 ty, . .. . auf das Empfangs- 
element, zu den Zeiten 0, to, 2t9,.... (2n — 1) ty werden Ablesungen — 
gemacht, denen die Temperaturen ©, 0, ©,,0!, ...entsprechen. Das — 
Ergebnis der Einzelbeobachtung ist 0; —@,, v= 1,2, ... 2, das Mittel, 
also das Gesamtergebnis 1/n = (O{ —@,). Die Schwankungen, d. h. die 
Abweichungen von den systematischen Werten, seien $, und a ; cae 

ist das mittlere Fehlerquadrat des Gesamtergebnisses y 
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Nun ist nach (6) und (7) 


9,9, = 27 (fu vig rt ees es 


wie » ° 28 i - ’ 
9) = Fo {2 (yu —v) + ti = He MM) fit py 
Kh 2 ‘ — —" *s ¥, 
9.9, = 79 7 {[2 (v—p) — 1] tg} = Pe + fie cy 
und daher fiir nicht allzu kleine n (vgl. ZeERNIKE, 1. c. § 6) . 
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Andrerseits ist das mittlere Fehlerquadrat einer Einzelmessung nach Di, 
Gleichung (10) — 
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A ZERNIKR, Pot Loi t. Phys. 79, 816 (1932), 
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v n der GréBenordnung: ‘List, der fiir richp aie kleine n 
ve nn unabhingig ist. Dasselbe wiirde sich auch fiir andere Beobachtungs- 
\ en ergeben. 


: | Rithre man wieder die Dauer I = 2 7 ty der betrachteten Beobachtungs- 
-reihe ein, so folgt 


und daher 
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Wie unter 1. ergeben sich also fiir Instrumente, die in der gleichen Zeit f, 
also durch die in dieser Zeit ausfiihrbaren n Messungen, die gleiche Ge- 
nauigkeit erreichen lassen, gleiche Werte von Lp x» aber ungleiche (von ty 
-abhangige) Werte von Lx. 
3 Eine gewisse Unvollkommenheit der Definition Lp, ergibt sich aus dem 
von 7 abhingigen Faktor f. Dieser kann aber die GréBenordnung 1 nicht 
tiberschreiten. Auch bei optimaler Ausnutzung der MeBdauer durch kon- 
_tinuierliche Beobachtung bleibt er nach KappLers Rechnung von dieser 
GréBenordnung. In der Grenze fiir groBe n, also T “>t, wird Lpy wieder 
ein strenges MaB fiir die in gegebener Zeit erreichbare Genauigkeit, natiir- 
lich unter der Voraussetzung, daB fiir die verglichenen Instrumente das 
_gleiche Beobachtungsverfahren angewandt wird. Ly bleibt dagegen auch 
in diesem Grenzfall bei gegebenen T von ty abhangig. Nur Lpj;, ist also 
ein geeignetes MaB zum Vergleich von Instrumenten verschiedener Ein- 
- stellzeit, das MaB Ly, bevorzugt in ; ungerechtfertigter Weise die Instru- 
mente kurzer Einstellzeit. 


Die optimale Leistungsfahigkeit wird nach DH, Gleichung (12) und 
nach K, Gleichungen Seite 563, 


Lop = — = (10) 5 Lop = 
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Nach DH wird sie also von C unabhangig. Dies Ergebnis ist nicht befremd- 
lich, wie KappLer meint, sondern laBt sich folgendermafen auch unmittel- 
‘bar einsehen: Zwei Empfangselemente von gleichem A, aber verschiedenem 

_C, erleiden unter dem Einflu8 des gleichen Energiestromes dieselbe-Tem- 

_ peraturerhohung, da ja wihrend der giinstigsten Mefdauer nahezu der 
- stationare Zustand erréicht wird. Da die Temperaturschwankungen pro- 

portional 1//C sind, ist der mittlere relative Fehler der Einzelmessung 
_ ebenfalls proportional 1/V Cc. Die MeBdauern sind proportional C, also die 

Zahl der Einzelmessungen n proportional 1/C. Der mittlere relative Fehler 
des Mittels aus n Einzelmessungen ist also fiir die verglichenen Instrumente 
- derselbe. 


a testis 


siecle man dagegen Tasttumente mit gleichem , aient rersch 
denem A, so sind die Temperaturerhédhungen proportional 1/h, die Mes 
dauern ebenfalls proportional 1/A, die Zahl der Messungen in gleichen ; 
Zeiten also n ~~. Da die Temperaturschwankungen dieselben sind, ist. ; 
der mittlere relative Fehler der Einzelmessung proportional A, der mittlere | 
relative Fehler einer MeBreihe also proportional A/V n ~ V2. 5 
Beide Ergebnisse sind in Ubereinstimmung mit (10), aber im Wide 
spruch zu (11). 
Bei dem Vergleich der theoretischen Ergebnisse mit den Messungen : 
von L. BewrLoaua an Bolometern, den KappLer durchfiihrt, betrachtet — 
er nur die durch eine Einzelmessung erreichbare Genauigkeit. Es miiBte — 
aber beriicksichtigt werden, da® die Einstellzeiten in den verglichenen _ 
Fallen véllig verschieden sind, da die Kapazitaten C in einem ganz anderen 
Verhaltnis stehen als die Warmeabgabevermégen i. 3 
Was die Giiltigkeit der Schwankungsformel bei Abweichungen vom — 
thermischen Gleichgewicht betrifft, so soll es sich hierbei wohl nicht um 
einen Einwand handeln, da Kappier in Ubereinstimmung mit DAHLKE — 
und mir die Differentialgleichung DH, S. 78; K, S. 562 ansetzt, in der der ~ 
systematische und der spontane Warmestrom ohne Wechselwirkung iiber- 
lagert werden. Damit wird die Unabhangigkeit der Schwankungen von 
einem systematischen Warmestrom in erster Naherung vorausgesetzt. Es 
werden ja z. B. auch die Spannungsschwankungen an den Enden eines — 

_ Widerstandes in erster Naherung als von einem im Widerstand flieBenden ; 
Strom unabhangig angenommen. Im iibrigen bezieht sich die Mitteilung 
DH ja nicht allein auf das Bolometer, sondern allgemein auf thermische — 
StrahlungsmeBinstrumente. Besonderheiten, die sich durch die Heizung | 
der Bolometerwiderstinde ergeben k6nnten, fallen also nicht in ihren — 
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Frankfurt a, M., Universitat, im April 1947, 


Denkschrift iiber die Einfiihrung neuer 
-elektrischer Einheiten 


Uber den Ersatz der internationalen elektrischen Einheiten durch 
das Mafisystem von Giorgi* unter Beibehaltung des Wertes fiir das: 
internationale Ohm 


(Mitteilung aus dem Deutschen Amt fiir MaB und Gewicht). 


bie ee Von 
H. v. STEINWEHR 


(Eingegangen am 2. November 1946.) 


Unter den verschiedenen Mafsystemen, fiir die der Anspruch erhoben 
wird, zur Darstellung mechanischer und elektromagnetischer GréBen ver- 
wendet zu werden, sind es neben anderen hauptsichlich die beiden folgen- 
‘den, die z. Z. im Brennpunkt des Interesses stehen, namlich 

_ 1. das sogenannte absolute MaBsystem (das cgs-System) und 

2. das Grorcische MaBsystem (das mkgsOhm-System). 


Das absolute Mafsystem. 


Das cgs-System wurde von Gauss im Jahre 1833 zur Darsfellung ma- 
_ gnetischer Krafte benutzt und besteht heute noch unter dem Namen Gauss- 
Wesersches absolutes Ma8system. Auch heute noch wird es nicht nur zur 
Darstellung mechanischer GroéBen durch die Dimensionen der Lange, 
Masse und Zeit, sondern auch zur Darstellung der elektrischen und magne- 
_ tischen GréBen benutzt, obwohl es hierfiir, wie erst spater bemerkt wurde, 


nicht als zureichend anzusehen ist. Wie z. B. aus der Anwendung des Cou- 
- lombschen Gesetzes auf magnetische GréBen K,, = Son zu ersehen 
ist, geht in die Gleichung fiir die Kraft K,,, mit der zwei Magnetpole M, 
und M, einander anziehen oder abstoBen, auBer der Starke der beiden 
Pole und ihres Abstandes (r) noch die Permeabilitat des Vakuums (119) 
ein. Der Wert von wy wurde hierbei willkiirlich unter der stillschweigenden 
-Voraussetzung, daB die Permeabilitat dimensionslos sei, gleich 1 gesetzt. 
Dadurch wurde der Anschein erweckt, als ob die 3 Dimensionen der 
_ Lange, Masse und Zeit ausreichend waren, um auch die clektromagneti- 
-schen GréGen darzustellen. (Das gleiche gilt fiir das elektrostatische MaB- 
system, bei dem an die Stelle von py die Dielektrizitatskonstante des 
- Vakuumis é€y zu setzen ist.) Die Folge davon war, daB man das cgs-System 
_ zur Darstellung der elektrischen Einheiten benutzte, und auch heute noch 


* Siehe S. 5. 
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sind Bestrebungen im Gange, es als Oca der aes: ‘inh reite en 
beizubehalten, und nunmehr die bisher allgemein giiltigen internationale: 1% 
elektrischen Einheiten durch die aus dem cgs-System abgeleiteten sog. a 
,,absoluten“ elektrischen Einheiten zu ersetzen. Das Jnternationale Comité — 
hah MaB und Gewicht und das ihm beigeordnete Comité consultatif d’-Elec- a 
tricité (C. C. E.) werden berufen sein, diese Frage in absehbarer Zeit eine ny 
internationalen Regelung zuzufiihren. 
Es ist hier daher am Platze, etwas iiber die Entstehungsgeschichte der 
elektrischen Einheiten zu sagen. a 
Man war von Anfang an bestrebt, die elektrischen GréBen im sog. ,,a D- . 
soluten‘‘ MaBsystem (cgs-System) auszudriicken. Da es jedoch gegen Ende 
des vorigen Jahrhunderts noch sehr schwierig und nur mit einer fiir die — 
Praxis ungentigenden Genauigkeit méglich war, die Werte von Ohm und — 
Ampere im absoluten MaB zu bestimmen, definierte man diese beiden | 
Einheiten nicht im absoluten MaBe, sondern erlieB empirische Vorschriften 
zu ihrer Darstellung und setzte ihre Werte so fest, daB sie den d : 
wahrscheinlichsten Werten von Ohm und Ampere im absoluten Maf 
entsprachen. Diese Definitionen und Werte wurden dann von dem Dele- 
gierten-KongreB in Chicago (1893) zur allgemeinen Annahme empfohlen 
und auch allgemein als sog. internationale elektrische Einheiten eingefiihrt. 
Der KongreB in Chicago ging aber noch weiter und setzte auBer den 
Werten fiir das Ampere und das Ohm auch noch einen Wert fiir das Volt 
fest, indem er als Wert der elektromotorischen Kraft des damals in Ge- 
brauch befindlichen CLarkschen Normalelements 1,434 Volt bei 15° an-— . 
nahm. Hiermit wurde ein Fehler gemacht; denn von drei miteinander 
durch eine Gleichung verkniipften GréBen diirfen nur die Werte yon zweien _ 
derselben festgesetzt werden, weil sonst fiir die dritte GréBe zwei Werte _ 
vorhanden sind, namlich der festgesetzte Wert und der aus den Werten der — 
beiden anderen Gréfen abgeleitete Wert. Bei den elektrischen Einheiten — 
ist es das Ohmsche Gesetz, das fiir die Beziehung zwischen Ohm, Ampere 
und Volt bestimmend ist. Die Gesetzgebung der meisten Lander, z. B. der 4 
Vereinigten Staaten von Amerika und Frankreichs, folgte den Chicagoer 
Beschliissen, wihrend Deutschland und einige andere Lander sich auf die _ 
Festsetzung der Werte von Oum und Ampere beschrankten. Der Wert des 
Ohm wurde als der Widerstand einer Quecksilbersiule von 106,3 cm_ 
Linge unter bestimmten Bedingungen, der Wert des Ampere als der Wert — 
eines unveriinderlichen Stromes, der unter bestimmten Bedingungen auf — 
elektrolytischem Wege einen Silberniederschlag von 1,118 mg Silber er- 
zeugt, definiert, 
Die angestrebte internationale Vereinheitlichung der Elektrizitaétsgesetze — 
war durch die Verschiedenartigkeit der Ausfithrung der Chicagoer Be- 
schlisse nicht zustande gekommen, Dies war die Ursache, da® sich weitere 
Kongresse (St. Louis 1904, Charlottenburg 1905, London 1908) mit der 
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< legenden MaBsystems befaBten. Hinsichtlich der fundamentalen Einheiten 
_ hielt man auf der Londoner Konferenz an dem bisherigen Standpunkt fest, 
- dieselben zwar theoretisch im sog. absoluten cgs-System zu definieren, in 
_ der Praxis aber die internationalen elektrischen Einheiten und zwar in der 
x Form, wie sie durch das Deutsche Gesetz betreffend die gesetzlichen MaB- 
- einheiten, vorgeschrieben werden, allgemein einzufiihren, wobei ebenfalls 
nur die Werte fiir zwei Einheiten (Ohm und Ampere) vorgeschrieben 
wurden. Diese Beschliisse iiber die Realisierung der Einheiten deckten 
sich so yollkommen mit den deutschen Vorschriften, da das Deutsche 
_ Gesetz unverindert bleiben konnte. Die Gesetze der meisten anderen Liin- 
_ der, die in wesentlichen Punkten von diesen Beschliissen abwichen, wurden 
_ jedoch keiner Revision unterzogen. An den zahlenmaBigen Werten des 
Ohm und Ampere wurde auf der Londoner Konfefenz nur insofern eine 
_ Anderung vorgenommen, als den Zahlen 1,118 und 106,3 zwei Nullen 
‘angehingt wurden, womit zum Ausdruck gebracht werden sollte, daB die 
-erforderliche Genauigkeit in der Herstellung der Einheiten yous 1.> es 
auf 1- 10-5 gesteigert werden sollte. 
Nur die internationalen, nicht aber die absoluten elektrischen Einheiten 
-geniigten damals diesen hohen Anforderungen an die Darstellbarkeit und 
Reproduzierbarkeit der Werte. Da man trotzdem damals noch an der 
_theoretischen Grundlage der elektrischen Einheiten, dem sog. ,,absoluten“‘ 
egs-System festhielt, ist nicht zu verstehen, da auf diese Weise zwei Grup- . 
pen von Einheiten nebeneinander bestehen blieben, von denen die eine ae 
nur theoretische Giiltigkeit besaB, wahrend die andere sich bereits in praxt 
- durchgesetzt hatte. Da dieser Zustand auf die Dauer unhaltbar war, ist 
selbstverstandlich; man war deshalb bestrebt, ihm sobald als mdéglich ein 
_ Ende zu machen. Die Fortschritte der physikalischen Experimentierkunst 
brachten es mit sich, daB man hoffen konnte, auch die sog. absoluten 
elektrischen Einheiten mit dem gleichen Grade yon Genauigkeit darstellen bei 
und reproduzieren zu kénnen wie die empirischen internationalen Ein- ay ey: 
heiten, nachdem dieser Zustand fiir das absolute Ohm bei den neueren 
Bestimmungen desselben als fast erreicht anzusehen war. 
Als daher nach dem ersten Weltkriege im Jahre 1928 ein neues elektri- 
~ sches Comité und zwar in der Form des Comité Consultatif d’Electricité 
_ (C. C. E.) beim Comité international des Poids et Mesures (C. J. P. M.) 
_ gebildet wurde, tauchte als erste Frage die Entscheidung tiber das fiir die 
Zukunft zu wahlende elektrische MaBsystem auf. 
Man glaubte damals, nur die Wahl zwischen den sog. absoluten und den 
- internationalen empirischen Einheiten zu haben, und entschied sich ungliick- 
- licherweise fiir die ersteren. Dieser EntschluB war besonders deswegen zu 
-bedauern, weil damals bereits feststand, daB das sog. absolute Ohm sich 
um etwa 0,5 + 10-3 von dem seit iiber 30 Jahren in Gebrauch befindlichen 
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internationalen Ohm unterschied. Diese Tatsache allein hatte gent igen 

miissen, um von einer Anderung des elektrischen MaBsystems abzusehen. — 
Vor der mit der Annahme der absoluten Einheiten verbundenen Anderung ~ 
des Ohmwertes hatte die PTR eindringlich gewarnt, da ein solcher Schrit BB 
unabsehbare Verwirrung und groBe Schwierigkeiten zur Folge haben — 
mite. Es miiBten nimlich sémtliche Prazisionswiderstande in Einzel-_ 
widerstanden und Widerstandsapparaten, wie Briicken, Kompensatoren 
Spannungsteilern usw. neu gewickelt und alle in der Literatur, besonders 
in Tabellenwerken, befindlichen auf Grund der internationalen elektrischen — 
Einheiten berechneten Werte umgerechnet werden. Da auBerdem die Sta- 
bilitat der Werte von Widerstanden im Laufe der Zeit sehr zunimmt, s os 
wiirde man des nicht hoch genug zu veranschlagenden Vorteils der Un- 
veranderlichkéit der Widerstande verlustig gehen. Schon aus diesen Griin-— 
den hatte man von einer Einfiihrung des sog. absoluten Mafsystems 

Abstand nehmen sollen. 3 


te. WS 


Der wichtigste Grund jedoch, der gegen eine endgiiltige Einfihrung 
des cgs-Systems spricht, ist der, daB® die elektrischen GréBen sich tiber- 
haupt nicht durch die drei Grunddimensionen der Lange, Masse und Zeit 
darstellen lassen, sondern daB hierfiir noch eine vierte Dimension erforder-_ 
lich ist, deren Einheit unter den elektrischen Einheiten beliebig gewahlt _ 
werden kann. Um das absolute MaBsystem zu retten, half man sich bisher — 
dadurch, daB man fiir das elektromagnetische Mafsystem als vierte Ein-_ 
heit die Permeabilitat des Vakuums wahlte, deren Wert, wie bereits gesagt, 
willkiirlich gleich 1 gesetzt wurde, und daB man diese Einheit stillschwei 
gend als dimensionslos annahm. Auf diese Weise glaubte man, die elektri- 
schen GréBen durch die drei Dimensionen der Lange, Masse und Ze t” 
ausdriicken zu kénnen. ‘- 


i? 
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Das Giorgische MaBsystem. 


‘a 


Die ganze Angelegenheit ware als vollstandig verfahren anzusehen, wenn 
nicht von einer anderen Organisation, namlich der /nternationalen Elektro- 
technischen Kommission (I, E. C.) unter Zugrundelegung des GiorGischen_ 
Mafsystems ein Weg gewiesen worden ware, der richtig ausgebaut, alle 
Schwierigkeiten beseitigen wiirde. “= 

G. Gtorai' war der erste, der im Jahre 1901 aus der Tatsache, daB die — 
elektrischen Einheiten nicht durch das egs-System dargestellt werden 
konnen, die SchluBfolgerung zog, daB die Aufstellung eines neuen elektri- - 
schen Ma®systems notwendig sei. Sein Ziel war die Ergiinzung der drei_ 
Grundeinheiten fiir Lange, Masse und Zeit durch eine vierte Grundeinheit, 
als die eine der elektrischen Grundeinheiten gewahlt werden mu®, Er hat 
dabei die Wahl zwischen Ohm, Ampere, Volt, magnetischem FluB (® 


Atti dell Ass, Elektrotechnica Italiana 5, 402 (1901), 


eae Feldstarke i, iaanehaties Feldstirke (H) und schlieBlich 
dem dielektrischen (Eo) und dem Permeabilitatskoeffizienten: (45). Das 
Gioraische System (mkgs Ohm- System) enthalt folgende beiden Neue- 
; ‘Tungen: 
_I. Fiir die mechanischen Einheiten werden die Dimensionen der Lange, 
Masse und Zeit beibehalten; es werden nur fiir die Einheiten der Lange 
an Stelle des Zentimeters ke Meter und an Stelle des Grammes das Kilo- 
gramm gewahlt. Die Einheit der Energie ist dann nicht mehr das Erg 
_(g + cm?- sec~) sondern das Joule (kg + m?+ sec~*) = 107 Erg. Dies hat den 
Vorteil, daB die Einheit der mechanischen Energie und die der elektrischen 


. 2 
_ Energie (Volt - Amp - sec), bzw. (Amp? - Ohm : sec) oder Volt® ae 


: Ohm 
_ eiander gleich sind. 


I. Als vierte Dimension wahlte Grorai den Widerstand (R) und dem- 
_ entsprechend als vierte Einheit das Ohm, da hierfiir ebenso wie fiir das 
_ Meter und das Kilogramm ein Prototyp hergestellt und aufbewahrt werden 
_ kénnte. Es besteht-hierbei wieder die Gefahr, daB man in den:Fehler ver- 
fallt, als vierte Einheit das ,,absolute‘’ Ohm zu wahlen, wie es G1orGi 
tatsachlich emmal vorgeschlagen hat. Dies ware aber aus zwei Griinden 
unlogisch, da 
a) die Grundeinheiten (und Grunddimensionen) unabhangig voneinander 
sein sollen, — dies ware aber nicht mehr der Fall, wenn ausdriicklich das 
,,absolute“* Ohm als 4. Einheit genommen wiirde, da man dann das Ohm 
aus dem cgs-System definieren wiirde, was ja gerade vermieden werden 
sollte, und . 
b) eine Anderung des Wertes des Ohm unter allen Uapstangen unter- 
bleiben muB. 
Im Jahre 1935 faBte die I. E.C. den BeschluB, den Ubergang vom 
egs-System zum mkgs-System von Giorer unter Betonung der prinzi- 
 piellen Notwendigkeit der Aufstellung einer vierten und zwar elektrischen 
Grundeinheit zu befiirworten, wobei die Wahl derselben indessen noch 
offen gelassen wurde. Der pie Be Schritt war also nur halb getan. 
Fiihrt man das Giorcische MaBsystem mit dem internationalen Ohm 
als vierter Grundeinheit ein, so ergeben sich folgende Vorteile: 


a) Der Wert des Ohms bleibt ungeandert. 


b) Die Werte von Ampere und Volt erfahren nur so kleine Anderungen, 
_ daB sie, soweit mit Zeigerinstrumenten gemessen wird, tiberhaupt nicht 
bemerkt werden, -und 


c) Der Zusammenhang mit dem absoluten Mafsystem bleibt erhalten. 


Dieser Zusammenhang wird dadurch hergestellt, daB das neue elektrische 
Joule = = dem mechanischen Joule sein soll d. h. es soll sein 


Zz Zeitschrift fiir Physik. Bd. 124. 21 
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es XARE Volt x { Ampere x 1 see, 
TSEC aw 


1 Joule = 
1 Joule — {4 Amp?-1 Ohm 1 sec und 


_ 1Volt? x 1 sec 


Hieraus ergeben sich folgende Bestimmungsgleichungen fiir Ampere baw. : 
Volt: “ 


‘4 mech. Joule 


und 
1 Ohm <1 sec 


1 Ampere = 
4 mech. Joule: 1 Ohm 
ae 1 sec 


1 Volt = 


Da der Wert des internationalen Ohm auf etwa 1- 10~-* bekannt a 
diirfte, wiirde ein Fehler von 1 - 10-4 in der Bestimmung des mech. Jou ule. 
erst einen Fehler von 5- 10~* invder Bestimmung der Werte von Amp 2 
‘ bzw. Volt verursachen. Die Bestimmungen von Ampere bzw. Volt kommen 
‘in diesem Falle auf eine méglichst genaue Messung des mechanische 
Joule heraus, die wahrscheinlich nicht schwieriger sein diirfte als die des. 


, absoluten® Ampere. 


= 
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Hiermit glaube ich gezeigt zu haben, daB die Bestrebungen, durch ein 
Entscheidung des Comité International des Poids et Mesures nunmehr end- | 
giiltig das cgs-System auch fiir die praktischen elektrischen Einheiten ein-_ 
zufiihren, nicht befiirwortet werden kénnen, und da® vieimehr an Stelle 
der bisherigen internationalen elektrischen Einheiten die auf das Grorei- — 
sche mkgsQ-System begriindeten Einheiten unter der Voraussetzung, daB — 

_ der Wert des Ohm ungeandert bleibt, eingefiihrt werden sollten. Die Ande- — 
rungen, welche die Werte von Volt bzw. Ampere erfahren miissen, werden — 
von P. VicourEUX, der ebenfalls fiir die hier vertretenen Ansichten in — 
einer kleinen Veréffentlichung (Nature 144, 32 [1939]) eintritt, auf 
etwa 1 + 10-4 geschiitzt, sie entziehen sich also, wie bereits bemerkt, bei de 
Messung mit Zeigerinstrumenten véllig der Beobachtung. Fiir genauere~ 
Messungen, die stets mit Hilfe eines Normalelements ausgefiihrt werden _ 
miissen, braucht nur der um 1+ 10-* zu veriindernde Wert! desselben 
angegeben zu werden, damit alle mit dem Kompensator ausgefiihrten — 


a Strom- und Spannungsmessungen in dem neuen Mafsystem richtig und. 

+ 

\ mit der gréBten,Genauigkeit ausgefiihrt werden. 
i 2 Nachdem die Angelegenheit bereits so weit gediehen ist, muB unter allen _ 
a Umstiinden versucht werden, eine Einigung zwischen den Bestrebungen _ 
ae 1 Eine derartige Anderung des Wertes der Spannung der Normalelemente. ~ 
oa i in etwa gleichen Betrage wurde bereits im Jahre 1910 bekanntgegeben, ohne 
is da irgendwelche Stérungen daraus entstanden, 
: : 


b cieehfen ary zwar in stark sane daB Ais Griorarsche System 
vahlt wird, das ja das absolute Mafsystem mit dem Zusatz beibehilt, 

B als vierte Dimension der Widerstand und als vierte Einheit das 
internationale Ohm mee wird, wobei a Verbindung der beiden | 


Seas hengestl wird. 
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Uber eine kalorimetrische KompensdtionstnechGdm 
zur Bestimmung der Werte von Ampere und Volt 


at se 


im Giorgischen MaBsystem. ‘ 
(Mitteilung aus dem Deutschen Amt fiir MaB und Gewicht). 


Von 
H. v. STEINWEHR. 


(Eingegangen am 2. November 1946.) 


1. WeBmethode. 


Wahlt man nach dem Vorschlag der Denkschrift! als Mafsystem fiir 
elektrische Einheiten das GrorGische MaBsystem mit dem internationalen “ 
Ohm als vierter Einheit, so ergibt sich die Aufgabe, die hieraus abzuleitenden — 
neuen Werte der Stromstarke (Ampere) oder der Spannung (Volt) unter 
Zugrundelegung dieses Systems d. h. unter Zugrundelegung der mechani- % 
schen Energie-Einheit neu zu bestimmen. %, 

Wie aus der Formel iiber die Beziehung zwischen dem mechanischen — 
und dem elektrischen Joule hervorgeht, lassen sich die Werte von Ampere _ 


oder Volt aus dem Wert des mechanischen Joule und dem Wert des Ohm — 


berechnen. Die bisher fiir die Ermittlung der Beziehung zwischen mecha- _ 
nischem und elektrischem Joule benutzten Verfahren kommen auf eine ~ 
kalorimetrische Bestimmung dieser beiden Gré8en heraus. Die bisherigen 
kalorimetrischen Methoden sind héchstens mit einer Genauigkeit wots 
1- 10-4 ausfiihrbar. Die Ursache dieser Schwierigkeit liegt 

1. an der herkémmlichen Verwendung von Quecksilber- bzw. Platin- 
thermometern zur Messung der Temperatur im Kalorimeter, 

2. in erster Linie aber an der Unsicherheit der Bestimmung des Warme- _ 
austausches des Kalorimeters mit der Umgebung infolge Warmeleitung — 
und Strahlung?. 

Diese MeBmethoden sind nicht fein genug, um die geforderte Genauig- 
keit erreichen zu kénnen. Auch die direkte Umwandlung der mechanischen 
Energie in elektrische Energie mit Hilfe einer Dynamomaschine ist mit 
zu grofen und zu schwer bestimmbaren elektrischen und Reibungsver-_ 


oe 
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ly. STEINW EWR, H.: Denkschrift iiber die Einfiithrung neuer elektrischer Ein- 
heiten. Uber den Ersatz der internationalen elektrischen Einheiten durch das 
Mafisystem von GrorGt unter Beibehaltung des Wertes fiir das internationale 
Ohm. 

* JAcer, W. u. H. v. Sternwenr: Die Warmekapazitat des Wassers zwischen — 
5 und 50° in internationalen Wattsekunden, Ann. d. Phys. 64, 305 (1921). 
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: ae ten Rane ae daB sie aif brauchbare Methode fiir die Pattas ae 
gestellten Aufgaben benutzt werden kénnte. 
— Indessen ist im Jahre 1901 eine Differentialkalorimetermethode! ent- 
Sixett worden, die ohne Thermometer arbeitet, die Unsicherheit infolge 
des schwer bestimmbaren Energieaustausches mit der Umgebung fast ¥ 
-vollig vermeidet, keine Kenntnis der Wiirmekapazitit der Kalorimeter- | 
gefaBe erfordert und eine auBerordentlich hohe Empfindlichkeit besitzt. Es 
ist also zu erwarten, daB mit Hilfe eines solchen Differentialkalorimeters 
die Beziehung zwischen dem mechanischen und dem elektrischen Joule mit 
einer Genauigkeit von wenigen Hunderttausendsteln ermittelt werden kann. 
- Die Hauptvorteile dieser Methode sind: 
Die beiden zu vergleichenden Energiebetrige werden gleichzeitig in 
zwei gleichen KalorimetergefaBen entwickelt. 
_ Es wird nicht die Temperatur in jedem GefaB, sondern die Temperatur- 
differenz zwischen’den beiden Halbkalorimetern gemessen. 

_ Die beiden Halbkalorimeter haben, da sie gleichartig gebaut sind und 
sich unter den gleichen AduBeren Verhiltnissen befinden, bei derselben 
Temperatur den gleichen Warmeaustausch mit der Umgebung. Die dem 
‘Vergleich unterliegenden Warmemengen lassen sich so dosieren, daB die 
zu messende Temperaturdifferenz zwischen beiden GefaBen. praktisch 
verschwindend klein wird. Infolgedessen kann man eine Anzeigevorrichtung 
von auBerordentlich hoher Empfindlichkeit benutzen und damit die MeB- 
genauigkeit weit iiber die sonst erreichbare hinaus steigern. Bei der vor- 
geschlagenen Anordnung handelt es sich um eine kalorimetrische 

- Kompensationsmethode. 


Aus der mathematischen Beziehung zwischen mechanischer und elektri- : 
-scher Energie ergeben sich als Bestimmungsgleichungen des Ampere 
bzw. des Volt die beiden Ausdriicke: ee 


4 Volt = ] / 1 mechanisches Joule - 1 Ohm 
4 sec 
4 mechanisches Joule 
Ampere = )/ 
: sf 4 Ohm <1 sec 


Demnach hat ein Fehler von 1 - 10~4 in der Bestimmung des mecha- 
nischen Joule nur einen Fehler von 0,5- 40-4 in der Bestimmung des Re, 
Volt oder des Ampere zur Folge. Bei Anwendung der yorgeschlagenen ; mi: 
- Methode werden somit die Aussichten auf die Erzielung genauer Werte Fae 
fiir diese beiden elektrischen GréBen gegeniiber den bisherigen Methoden Was 
nicht unwesentlich verbessert. 


1 y, Srernweur, H.: Studien iiber die Thermochemie sehr verdiinnter Losun- 
gen, ZS. f. phys, Chem. 38, 183 (1904). 
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geschalteten Thermoelementen, die direkt mit einem Galvanometer ver 


‘meters gemessen. 


‘der beiden Halbkalorimeter befinden sich zwei genau senkrecht stehende 


-selbstverstindlich auBerhalb des Kalorimeters. Abwechselnd werden — 


_gefiBe benutzt, so brauchen die durch Riihren erzeugten unvermeidlichen — 
gleich sind, In Metallkalorimetern kommt diese Fehlerquelle iiberhaupt 


-des Fallkérpers bei massiven Kalorimetern dadurch vermieden, daB eine 
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a Beschreibung oe Dalam. 


Das fiir die vorgeschlagene Kompensationsmethode zu benutzende 
Kalorimeter besteht aus zwei Halbzylindern von halbkreisformigen — se 
horizontalem Querschnitt, die mit den ebenen Seiten einander zugewand a 
in kleinem Abstand voneinander aufgestellt und entweder mit einer — 
geeigneten Flissigkeit gefiillt werden, oder ganz aus massiven Meta tS 
bestehen. Zur Feststellung, ob eine Temperaturdifferenz zwischen diesen 
beiden Halbzylindern besteht, dient eine groBere Anzahl von hintereinander 


a 


bunden sind. Diese Thermoelemente sind auf die beiden Halbkalorimeter 
so verteilt, daB sich die positiven Pole in dem einen, die negativen in 
dem anderen Halbkalorimeter befinden. Auf diese Weise wird ein Viel-_ 
faches der Temperaturdifferenz zwischen den beiden Halften des Kalori- 


In beiden Halbkalorimetern befindet sich je eine Vorrichtung zur 
Erzeugung mechanischer und elektrischer Energie. Die elektrische Energie 
wird in bekannter Weise in einem elektrischen Heizwiderstand erzeug t 
Fiir die Erzeugung einer genau meBbaren und berechenbaren mechanischen 
Energiemenge wird der folgende vorlaufige Vorschlag gemacht: In jedem — 


Bohrungen. In je einer derselben kann ein schwerer K6rper in Form ei 
‘Metallzylinders von der halben Lange des Fallrohres durch eine besondere _ 
Vorrichtung periodisch bis zu einer genau bekannten Héhe gehoben 
und wieder fallen gelassen werden. Der Antrieb dieser Vorrichtung liegt | 


mechanische und elektrische Energie gleichzeitig in jedem der beiden | 
Halbkalorimeter erzeugt. Werden mit Fliissigkeit gefiillte Kalorimeter- _ 


Wiarmemengen nicht in Rechnung gesetzt werden, da sie in beiden GefaBen — 


nicht in Frage, da das Riihren ganz fortfallt. AuBerdem wird ein Heben — 


Anordnung getroffen wird, mittels der ein Hin- und Herdrehen des ganzen — 
Kalorimeters um eine in der Mitte desselben befindliche horizontale 
Achse um 180° bewirkt wird. 


Man kann diese Vorgiinge auch so darstellen: Bezeichnet man mit A- 
und B die beiden Halbkalorimeter, so wird, wenn in A mechanische — 
Iinergie in Warme: verwandelt wird, in B eine iquivalente Menge _ 
elektrischer Energie entwickelt; wird aber in B mechanische Energie — 
in Wiirme verwandelt, so wird in A der gleiche Betrag elektrischer 
Knergie entwickelt. Der Mittelwert aus beiden Versuchen ist dann 
ohne Riicksicht auf die Warmekapazitat der beiden Halbzylinder A” 


a eer diesen Versuchen ‘dient das Galvanometer nur dazu, Temperatur- 
leichheit i in A und B anzuzeigen. Uberschiissige kleine Betrige der Aus- 
chlige konnen beriicksichtigt werden, wenn die Galyanometerausschlige 
ain Joule geeicht sind. 
_ Welche MeBempfindlichkeit' man durch Verwendung einer erbRered 
; A nzahl von ‘Thermoelementen erreichen kann, zeigt das folgende Beispiel: 
_ Werden 25 Thermoelemente aus Eisen-Konstanten odet. Kupfer-Kon- 
ten mit einer Thermokraft von 40 Mikrovolt/Grad hintereinander- is 
ee so betragt die Gesamtspannung 14 - 10- Volt fiir 1 Grad. Will — 
man noch 4 - 10~® Grad sicher messen kénnen, so muB ein Galvanometer 
Db nutzt werden, das eine Voltempfindlichkeit von 1+ 10-8 Volt fiir einen 
pMillimeter Ausschlag bei 1 Meter Skalenabstand hat. Ber einer Sicherheit aM 
_ der Einstellung des Ausschlages auf 0,1 mm und bei doppeltem Skalen- o 
-abstand vergréBert sich die Empfindlichkeit auf 0,5 - 10~® Grad. a scsg 
_ Unter diesen Versuchsbedingungen kann man, um die erforderliche 
Genauigkeit fiir die Messung der Energie zu erreichen, bereits mit einer 
-Temperaturerhéhung des Kalorimeters von 0,05 Grad auskommen. Die 
_vorgeschlagene Versuchseinrichtung wird daher aller Voraussicht nach 
-geeignet sein, die mechanische und die elektrische Energie mit hinreichen- 
der Genauigkeit zu vergleichen und damit die Grundiage fiir die Werte 
von Ampere oder Volt im Giorcischen System zu gewinnen. 


. Die lichtelektrischen Eigenschaften von Alkali- ) ; 
: schichten atomarer Dicke. 


i ; Ill . : - 
oi. Kalium auf Quarz. Nachweis des lichtelektrischen 
ey . Oberflicheneffektes !. 


Von 
HERBERT MAYER? in Miinchen. 
Mit 6 Abbildungen, 
(Eingegangen am 20. August 1946). 


Es wird die Abhangigkeit des lichtelektrischen Effektes von der Schichtdicke an 
dinnsten Kaliumschichten gemessen, die mit Atomstrahl auf gekiihlte Quarz- — 
oberflachen aufgedampft werden. Gleichzeitig wird die auf absorbierte Licht- 
energie bezogene Ausbeute bestimmt. Aus den Ergebnissen wird geschlossen, — 
daB im Wellenlangenbereich von 2500 bis 6500 A der lichtelektrische Effekt an — 
Kalium ein reiner Oberfidchenefekt im Sinne von TAMM und ScHuBIN ist und _ 
ein Volumeffekt fehlt. Als untere Grenze der Ausbeute wird der bei reinen Metal- — 
len sehr hohe Wert von 2 bis 4X 10-? Coul/cal gefunden. Auf Grund der Ergeb- 

. nisse wird im Hinblick auf die fiir die Ausbeutemessung ungiinstige Versuchs- — 
bedingung senkrechten Lichteinfalls vermutet, daB bei schiefem Lichteinfall, — 

a, d.h. bei Vorhandensein einer zur Oberflache senkrechten Komponente des 

Sen pons Lichtvektors, die maximal mégliche Quastentasbentes von 1 Elek- © 

2) tron je 2 absorbierte Quanten erreicht werden kann. 

ai 


7, 4 , ‘ . . 
™ Einleitung. ’ 
std Vom Elementarproze8 beim auBeren lichtelektrischen Effekt an Metal- — 
% . _ len ist von ErNnsTern in seiner auf der PLanckschen Quantenhypothese 
ir 1 Das g gesamte Zahlenmaterial der experimentellen Ergebnisse dieser Arbeit, 
se uber die zum erstenmal im letzten Danziger Kolloquium am 12. Januar 1945 
v berichtet wurde, ist durch 4uBere Einwirkung verlorengegangen. Trotzdem er-_ 
“3 scheint die Verdéffentlichung dieser kurzen, aus der Erinnerung niedergeschrie- 
Ye benen und daher im quantitativen Teil sehr unbefriedigenden Zusammenfassung 
343 gerechtfertigt, da gewisse Ergebnisse der Arbeit zu grundsatzlichen Fragen des — 
3 aiuBeren lichtelektrischen Effektes durch den Verlust genauer quantitativer An- 
ya gaben nicht betroffen werden. Andererseits erscheinen gerade diese Ergebnisse 

‘ im Hinblick auf grundsatzliche theoretische Fragen wichtig. Die Veréffent- 
ee lichung soll auBerdem Weg und Methode aufzeigen, um das verlorene quanti- 


tative Material bei Ausniitzung der gemachten Erfahrungen und schon gewonne- 
nen Ergebnisse schnellstens wieder zu gewinnen. 

* An der experimentellen Durchfiihrung der Arbeit ist ‘Herr R. Nossek be- © 
teiligt gewesen. Sie stellt den einleitenden Teil seiner Doktorarbeit dar, deren — 


Problem umfassender gestellt war und deren Unterbrechung durch auBere Um- — 
stinde erzwungen wurde, 


Elektr men des Metalles absorbiert; dadurch erhalten die letzteren unter 
-Umstiinden geniigend Energie, um die Potentialschwelle an der Metall- 
_oberflache zu iiberwinden und aus dem Metall ‘als Photoelektronen aus- 


€ nden I Deutung ein ‘Sehr einfaches Bild Meeten worden. Nach diesem 
en die Quanten der einfallenden Strahlung, die Photonen, von den 


zutreten. Es ist bekannt, daB dies einfache Bild zu einfachen Grundgesetzen 


_ des auBeren lichtelektrischen Effektes fiihrt, die vollkommene experimen- 


telle Bestaitigung fanden. 


In zweierlei Hinsicht jedoch bestand zwischen diesem einfachen Bild 
des lichtelektrischen Elementarprozesses einerseits und Theorie und Ex- 
periment andererseits eine unbefriedigende Lage. Denn erstens kénnen 
freie Metallelektronen, wie sie etwa im SomMMERFELDschen Modell an- 
genommen werden, nicht Licht absorbieren, an ihnen kénnen daher keine 


_Photoprozesse stattfinden, weil in diesem Falle Energie- und Impuls- 


satz nicht gleichzeitig befriedigt werden kénnen, wie leicht gezeigt werden 


kann’. Zweitens miiBte man, wenn nur die einfallende Strahlung kurz- 


welliger ist als die Grenzwellenlinge, wenigstens groBenordnungsmabig 
fiir jedes absorbierte Lichtquant ein Lichtelektron, d.h. wenigstens an- 
nahernd eine Quantenausbeute eins, erwarten. Es ist aber bekannt, daB an 
reinen Metallen — und nur auf diese wollen wir uns hier beschranken — 
die experimentell beobachteten Ausbeuten um mehrere GroSenordnungen 


kleiner sind. 


Wie die erste Schwierigkeit, namlich daB an Leitungselektronen, als 


freien Elektronen, keine Photoprozesse méglich sind, vom theoretischen 


ee 


Standpunkt aus tiberwunden werden kann, ist in einer Arbeit von TaMM 
und ScHUBIN? prazisiert. Die Leitungselektronen kénnen namlich erstens 
durch die Potentialschwelle an der Metalloberflache, zweitens durch den 
in Wirklichkeit nicht konstanten, sondern periodischen Verlauf des Po- 
tentials im Metallinnern als gebunden betrachtet werden, allerdings nicht 
an ein einzelnes Atoms, sondern an die Gesamtheit des Metallgitters. Diese 
Bindung erméglicht durch die Beteiligung des Metalles als dritten Partners 
die Erfiillung von Energie- und Impulssatz, macht also Photoprozesse 


-auch in dem hier allein in Betracht gezogenen Bereich des sichtbaren und 


nahen ultraroten bzw. ultravioletten Spektrums méglich. Beide Arten von 
Bindung werden von Tamm und ScHuBIN in erster Naherung getrennt 
behandelt und fiihren zu zwei in ihren charakteristischen Eigenschaften 
ziemlich verschiedenen Mechanismen der lichtelektrischen Wirkung, 


- namlich zum 


1. Oberfldchenefjekt, der wegen der notwendigen Beteiligung der Po- 


 tentialschwelle nur an der Metalloberflache stattfinden kann, und zum 


1 Siehez. B.H. Frouzicn, Elektronentheorie der Metalle, 5.121 u.ff. Berlin1936. 
2 Ig. Tamm und S. Scuusin, Z. Physik 68, 97, 1931 und Physik. Rev. 39, 


pat], 1932. 


ee See (nats 

he | es ae hier aie 

le het 2. Volumeffekt, der uberall im Inneren des Metalles méglich ist " 

“BRN Die besonderen Kennzeichen des Oberflacheneffektes sind, | al 

Baty. a) erstens von der Dicke der Metallschicht unabhangig ist?, 3a 

b) zweitens, daB® nur die zur Oberflache bzw. Potentialschwelle senk- id a 
rechte Komponente des elektrischen Lichtvektors fiir den hotel = 
wirksam, die tangentiellen Komponenten dagegen unwirksam sind, 

c) drittens, daB die Grenzfrequenz v, des Oberflacheneffektes mit de 
Austrittsarbeit des Metalles iibereinstimmt, da in diesem Falle Elek- 
tronen aller Zustainde Strahlung beliebiger Frequenz absorbieren iconines 

Fiir den Volumeffekt jedoch gelten bestimmte Auswahlregeln, es kénnen — 
nur Elektronen in bestimmten Zustanden bestimmte Frequenzen absorbie-- 
ren; als Folge davon hat der Volumeffekt eine andere Grenzfrequenz Vp 
die ‘yoher liegt als vy. Tamm und Scnusrn schatzen fiir Kalium die zu- — 
gehorigen Grenzwellenlangen A, = 620 und 2, = 385 m wp. Natiirlich muB 
der Volumeffekt von der Schichtdiete des Metalles abhangen, man wird, 
solange die Schichtdicke kleiner ist als die mittlere freie Weglange der 

Elektronen, solange also eine merkliche Absorption der ausgelésten Elek-_ 
tronen im Metall noch nicht stattfindet, direkte Proportionalitat erwarten 
diirfen, SchlieBlich sind im Volumeffekt alle Komponenten des elektrisch en 
Lichtvektors wirksam. 

Diese weit voneinander verschiedenen Eigenschaften der beiden Tei 
effekte, aus denen sich nun im allgemeinen der lichtelektrische Gesamt-_ 
effekt an Metallen zusammensetzt, sollten eine experimentelle Trennung — 
beider und damit ihren Nachweis erméglichen; dies ware als grundsatz- 
liche Frage fiir die Theorie des lichtelektrischen Effektes von Wichtigkeit. — 
Der Nachweis ist in eindeutiger Weise wegen der oben genannten Abhan- — 
gigkeit bzw. Unabhingigkeit von der Dicke des Metalles vor allem von % 
einer experimentellen Untersuchung des lichtelektrischen Effektes an 
diinnsten Metallschichten und seiner Anderung mit der Dicke zu erwarten. 
Nun ist in einer Reihe von Arbeiten von Lovett? und Mitarbeitern ge- 

1 Wohl zu unterscheiden von den als Oberfliichen- und Tiefeneffekt bei der 
lichtelektrischen Wirkung an Misch- oder Schichtphotokathoden bezeichnet 
Erscheinungen; siehe z.B. R. FLEIscHEeR und H. Pecn, Z. Physik 112, 242, 1939. 

* Dies gilt nur mit einer gewissen Einschrankung. Ware es méglich, frei- 
tragende Metallschichten von so geringer Dicke (einige Atomlagen) herzustellen. 
daf nicht nur die an der Eintrittseite des Lichtes liegende Oberflache durch ihre 
Potentialschwelle einen Oberflacheneffekt gibt, sondern auch die an der Aus- 
trittsseite, so daB die hier ausgelésten Lichtelektronen noch durch die Schicht 
hindurch kénnen, so wird sich der auf jeder Seite gemessene Photostrom aus | 
zwei den beiden Oberflichen entsprechenden Anteilen zusammensetzen, von 
denen der eine Anteil bei zunehmender Dicke der Metallschicht durch zuneh- _ 
Seay hs Absorption beeinfluBt und schlieBlich ganz verschwinden wiirde. 


A. C. B, Lovent, Proc. Roy Soc. Lond. (A) 157, 314, 1936; 166, 270, 


£938. E, T. S. APPLEY ARD and A. C, B. Lovett, Proc, Roy. Soc. Lond. (A) 
158, 718, 1937, : 
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_ zeigt worden, daB man bei Einhaltung sauberster Versuchsbedingungen 
_ durch Aufdampfen von Alkaliatomen auf gekiihlte Glasflichen mittels 
_ Atomstrahls im besten Vakuum Schichten von wenigen Atomlagen Dicke 
erhalten. kann, deren elektrische Leitfihigkeit in normaler Weise durch 
_ freie Leitungselektronen besorgt wird. Da in diesem Falle auch die 
_ »Schichtdicke“ durch Messung der Zahl der aufgedampften Alkaliatome 
~ genau gekennzeichnet werden kann, erschien es aussichtsreich, den Gang 
der lichtelektrischen Ausbeute als Funktion der Schichtdicke und der 
Wellenlange der auslésenden Strahlung experimentell an solchen Schich- 
ten zu untersuchen, zumal tiber die licht- und gliihelektrischen Eigen- 
schaften solcher Alkalischichten auf Metallen als Tragern ein umfang- 
_ reiches und genaues experimentelles Material zum Vergleich zur Ver- 
_ fiigung steht?. 
Dabei sollte auch die Quantenausbeute je absorbiertes Lichtquant durch 
-gileichzeitige Messung der von diesen Schichten absorbierten Strah- 
lung gemessen werden, unter Bedingungen, die jedem ausgelésten Elektron 
auch wirklich den Austritt aus dem Metall gestatteten, d. h. bei geringsten 


Schichtdicken. Unter solchen Bedingungen ist die Quantenausbeute bis- 


her nicht gemessen worden. Aber gerade von einer solchen Messung kann 
man endgiiltige Klarung in der zweiten, oben erwahnten Frage erhoffen, 
warum an reinen Metallen die experimentell beobachteten Ausbeuten, 
allerdings fast durchweg auf einfallende und nicht absorbierte Energie be- 


zogen, um mehrere GréBenordnungen kleiner sind als das Quanten-: 


aquivalent. Als Hauptgrund hierfiir wird, rein qualitativ, der groBe Unter- 
schied in der Eindringtiefe des Lichtes in ein Metall gegeniiber der Aus- 
trittstiefe der Lichtelektronen angegeben. Letztere soll von der GrdBen- 
ordnung 10~7 cm, also ganz weniger Atomlagen sein, wahrend die Ein- 
dringtiefe des Lichtes viele hundert Atomlagen betragt. In einer Ober- 
flachenmetallschicht von 10-7 cm Dicke wird nur etwa 1%, der einfallen- 


den Strahlung absorbiert und nur die dadurch ausgeldsten Lichtelek- _ 


tronen sollen austreten kénnen. Der Rest der in gréBerer Tiefe im Metall 
absorbierten Strahlung ist somit fiir den a4uBeren lichtelektrischen Effekt 
verloren. Bei dieser Erklarung der beobachteten geringen Ausbeute ist 
aber stillschweigend vorausgesetzt, daB im Inneren des Metalles der Aus- 
lésemechanismus der gleiche ist wie an der Oberflache, vor allem auch, 
daB die Grenzenergie durch die normale Austrittsarbeit gegeben ist. Die 
Elektronen haben danach sofort nach der Absorption jeder an die normale 
Grenzwellenlange anschlieBenden kurzwelligeren Strahlung an sich ge- 
niigend Energie zum Austritt, verlieren aber davon auf ihrem Wege zur 
“Oberflache durch Zusammenstéfe so viel, daB sie dann aus dieser nicht 
_. mehr austreten kénnen. Tamm und Scuvsin aber zeigen, dai der Volum- 


1 H. Mayer, Ann. Physik (V) 29, 129, 1937 und 33, 419, 1938; im folgenden 
als I und II zitiert. 


Hasire oe is oe 
Hekotie pi eines : me ee 
, iS a SI ; 
-effekt eine andere, und zwar hdhere Genuine hat, so Pre die ‘bom 
ringe Ausbeute in dem an die normale Grenzwellenlange anschlieBenden 
Spektralbereich nicht durch Energieverluste der Elektronen auf ihrem | 

ax Wege zur Oberflache nach der Strahlungsabsorption bedingt ist, sondern 
$ von vornherein dadurch, daB sie, selbst wenn sie kurzwelligeres Licht 
x als die normale Grenzwellenlange absorbieren, gar nicht austreten kén- oN 
ate nen, weil fiir den Volumeffekt eine andere, hdhere Grenzenergie gilt, “sae 
Ores Die Schichtdicke des Metalles wird also in letzterem Falle im Spektrai- 
Be bereich zwischen den beiden Grenzwellenlangen, der des Oberflachen- und — ee 
Aa der des Volumeffektes, keine Rolle spielen, da der erstere davon unab- | 
hangig, der letztere insofern noch nicht vorhanden ist, als die im Inneren 
des Metalles Strahlung absorbierenden Elektronen hier auf keinen Fall 
geniigend Energie zum Austritt haben. Trifft dagegen die weiter oben — 
gegebene erste Erklarung zu, so mu zunehmende Schichtdicke durch — 
zunehmende Elektronenbefreiung einerseits, zunehmende Elektronen- — 
absorption andererseits in Erscheinung treten; beide werden sich in ~ 
einem nicht zu engen Dickenbereich kaum kompensieren, da erstere 
der Dicke proportional zunehmen wird, letztere jedoch nach einer — 


* 
4 


al 


; Bee Exponentialfunktion. F 
% Es war zu erwarten, daB genaue Ausbeutemessungen als Funktion ~ 
ee der Schichtdicke auch darin eine Entscheidung bringen wiirden, : 
Ny. - Ziel der vorliegenden Arbeit war es daher, erstens den Gang der licht- _ 
hes elektrischen Empfindlichkeit in Abhangigkeit der genau gemessenen Schicht- - 
ey dicke! an diinnsten, auf eine méglichst glatte Oberflache eines isolieren- : 
ak den, durchsichtigen Trigers aufgedampften Alkalischichten messend zu 
BS es verfolgen, um Aufschliisse tiber Oberflachen- und Volumeffekt zu erhalten, 

Ex rt zweitens durch Messung der absoluten, auf absorbierte Strahlung bezoge- 

a nen Quantenausbeute auch die Frage nach den Ursachen der geringen 


Quantenausbeute beim duBeren lichtelektrischen Effekt an reinen Metallen. ; 
vs zu beantworten. 


¥ iy 

ats oe MeBmethode und Mefgerat. 

‘ bis, Mit Riicksicht auf eigene Erfahrungen® und die von Lovett, daB man | 
sass sowohl beim Studium der Leitfihigkeit als auch bei dem des lichtelek- 


trischen oder gliihelektrischen Elektronenaustrittes aus solchen diinnsten — 
e Alkalischichten nur dann zu einfachen, eindeutigen und reproduzierbaren 

: Ergebnissen kommt, wenn man fiir bestes Vakuum und héchste Sauber- — 

keit sorgt, wurde auf Einhaltung dieser Bedingungen besonders geachtet 

und ihnen besonders die MeBzelle angepabt. a 


av a 
1 Solche Beobachtungen ohne genaue Schichtdickenbestimmung liegen vor. a 
von J. H. Dr Borr und M. C. Teves, Z. Physik 65, 489, 1930, von H. E. Ives 


und Mitarbeitern, u. a. (Schrifttum bei R. SuHRMANN, Ergeb. der exakten. 
Naturw. Bd. 13). 


may : 
‘6 Die ee Se Ae yon Aimalcctene die mit- 


- tels Atomstrahls im Vakuum aufgedampft werden, ist in den Arbeiten 
I und II néher beschrieben. Die Fig. 1a u. b und 2 zeigen MeBzelle 


; und. Schichttrager. Letzterer 


Th Fs es 

ES 
Co - T= 
@; 


—_—_— — — — 


(Fig. 1b) ist ein 6 mm breiter Streifen 
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eines diinnen (0,2 mm) Quarzdeckglaschens, der an den Enden platiniert, 
in der- Mitte aber auf einer Lange von 6 mm frei ist. Dieses Quarz- 
-plattchen wird mittels zweier federnder Platinkontakte auf die eine Deck- 


kiivette K gepreBt. Einer dieser 
Platinkontakte ist als Platin- 
Silber-Thermoelement 7h aus- 
gebildet und dient so gleich- 
zeitig zur Messung der Tem- 
peratur der Oberflache des 
Schichttragers bzw. der Schicht 
selbst. Die Quarzkiivette ist 
iiber ein Zwischenstiick _ un- 
mittelbar an die Hartglaszelle 
angeschmolzen und kann mit 
fliissiger Luft oder anderen 
Kiihlfliissigkeiten —_ beschickt 
werden. 


flache einer von zwei planparallelen Quarzplatten abgeschlossenen Quarz- 
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Fig. 2. 


Der Alkaliatomstrahl kommt aus dem Ofen A, wird durch Blenden 


aus vakuumgeschmolzenem Nickel begrenzt und kann durch die magne- 


tisch von auBen betatigte Klappe Kl geschlossen werden. Bei offener 


1 Vgl. Anm, 1 S. 347. 
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Klappe fallt er sowohl auf die Wolframfolie # als auch auf d 
schriebene Quarzplattchen P, auf dem er, wenn es geniigend Ast, 
eine Alkalischicht wachsender Dicke aufbaut!. Die Schichtdicke wird _ 
durch Messung der Atomstrahlstarke mit der Folie F, deren Flache ber 
kannt ist, bestimmt. Ist namlichF’ gliihend, so verdampfen die auffallende n ca 
Alkaliatome wieder als Ionen und ihre Zahl kann durch eine einfache — 
[onenstrommessung bestimmt werden. Sie gibt die Zahl der je Zeit- und 
Flacheneinheit auffallenden und bei Kiihlung von P darauf auch haften- Be 
bleibenden und die Schicht aufbauenden Alkaliatome an. 2 
Die Schicht kann sowohl yon der Ober- als auch von der Unterseite her “4 
durch die beiden, ebenfalls iiber Zwischenstiicke an die Hartglaszelle an-_ 
geschmolzenen Quarzfenster Q, und Qg aus amorphem Quarz bestrahlt — 
werden. Eine Platinplatte mit einem Platinnetz V kann mit Magnet iiber — 
das Plattchen P geschoben werden und dient entweder als Schirm des- | 
selben gegen den einfallenden Atomstrahl wahrend der lonenstrommessung _ 
mit der Folie F oder als Anode fiir Geschwindigkeitsmessungen mit — 
der Gegenfeldmethode. 
Die Alkalischicht kondensiert sich als Briicke zwischen den beiden 
platinierten Enden des Quarztragerplattchens; so kann auch ihr Wider-— 
stand standig gemessen werden. = 
Fig. 2 zeigt die MeBzelle um 90° gedreht. Man sieht, daB die Kithlung 
mit fliissiger Luft durch die auf die Kiihlrohre aufgeschobenen Zylinder 
aus diinnem, vakuumgeschmolzenen Nickel, die den eigentlichen MeB- , 
raum umschlieBen und elektrostatisch abschirmen, bis in die Mitte der | 
Zelle herangefiihrt ist. Dadurch sollen einerseits Stéreffekte durch vaga- 
bundierende Alkaliatome, die sich nach einiger Zeit des Arbeitens mit 
einer solchen Zelle iiberall im Zellenraum befinden und sowohl die genaue ® 
Atomstrahlmessung schwierig machen als auch die fiir die elektrometrische 
Messung der lichtelektrischen Stréme nétige hohe Isolation gefahrden, 
ausgeschaltet werden. Andererseits sollte nach friiheren Erfahrungen da-_ 


' Ist die Quarzplatte nicht geniigend gekiihlt, d.h. befindet sie sich etwa 
auf Zimmertemperatur, dann findet bei kleinen und mittleren Atomstrahlstarken, 
mit denen hier im allgemeinen gearbeitet wurde, 4e/ve Kondensation statt. Man 
kann bei dieser Temperatur des ‘fragers Kondensation nur durch starke Erhéhun: 
der Atomstrahlstarke erreichen. Diese auch in anderen Fallen oft beobachtete — 
Erscheinung fihrte zum Begriff der ,,kritischen Kondensationstemperatur™ 
(M. Knupsen, Ann.Physik 50, 472, 1916) bzw. den dazu aquivalenten can 
der ,,kritischen Kondensationsdichte“ (R. W. Ditcunurn, Proc. roy. Soc. Lond. — 
(A) 141, 169, 1933) oder des ,,kritischen Druckes‘* (M. Gen, M. Lepepinsky ei 
und O. Lripunsky, Z. Physik d. Sowjetunion 1, 570, 1932). Sie sind bisher weder — 
experimentell noch theoretisch (J. FRENKEL, Z. Physik 26, 117, 1924; N. Fucus, — 
Z. Physik d. Sowjetunion 4, 481, 1933) befriedigend geklart. Die hier gebrauchte | 
lichtelektrische Untersuchungsmethode stellt gleichzeitig eine sehr empfindliche 
Methode zur experimentellen Untersuchung dieses Fragenkomplexes dar, wobei 
die MeBzelle unverandert beniitzt werden kann, a 


oho one Luft gelegt wurde, vermieden warden! da eine 
ndensation von Restspuren von Verunreinigungen auf dem Schicht- 
trager oder der Schicht stattfinde. 

_ Die Mefzelle ist iiber zwei weitere Fallen fiir Kithlung mit flissiger 
Luft, eine davon mit Absorptionskohle gefiillt, und iiber ein verktirztes 
-McLeop-Manometer, alles aus Hartglas, unmittelbar iiber kiirzeste Ver- 
bindungsstiicke an die Hg-Diffusionspumpe aus Hartglas angeschmolzen, aes 
“so daB jedwede Art von Schliffen, Hahnen, oder Kittungen vermieden 
war und alles bis unmittelbar an die Hg-Diffusionspumpe heran im elek- 
eischien Ofen bei 550° C in iiblicher Weise entgast werden konnte, dic 

- Metallteile, alle aus vakuumgeschmolzenem Metall, iiberdies noch durch | 
WGirekte oder Strahlungsheizung. Auch das Hg im McLrop-Manometer ~ 
und in einem Hg-VerschluB zwischen MeBzelle und Pumpe wurde durch : 
_Erwarmen bis zum Siedepunkt im Vakuum sorgfaltig entgast. 

_ Das yerwendete Alkalimetall war vorher durch mehrfache langsame 
Destillation (ohne Gasflamme) an einer anderen Hochvakuumpumpe ge- 
-reinigt. Es ‘wurde in zugeschmolzenen Ampullen an die MeBzelle ange- 
-schmolzen und diese zur letzten Destillation in den Atomstrahlofen erst 
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unmittelbar vor Beginn der Messungen gesprengt, nachdem die Entgasung_ 
des ganzen Apparates beendet war. 
Fig. 3 zeigt eine Skizze der optischen Anordnung. Die von einem Quarz- 
_spiegeldoppelmonochromator kommende_ Strahlung bestimmter Wellen- 


on) 


lange fallt iiber — nicht Pes — Se und ae ‘tots I-35 
reflektierende Quarzprismen, die auf optischen Banken verschiebbar und 
auBerdem um 90° oder 180° drehbar angeordnet sind, entweder (a) auf 
eine mit einem Panzergalvanometer verbundene Moxttsche Thermo- Bs 
saule, so daB die einfallende Energie unmittelbar und standig gemessen_ 
werden kann, oder (b) auf eine AEG-Quarzphotozelle in unveranderlicher 
Stellung, ebenfalls zu Messung oder Kontrolle der Strahlung, oder (co) 
durch die Quarzfenster Q, und Q, von der Vorder- oder Riickseite auf die 
Alkalischicht auf dem Plattchen P, wobei auch die Intensitat der durch- 
gegangenen Strahlung mittels einer zweiten Photozelle gemessen werden 
kann. Als Lichtquelle diente entweder eine Osram-Héchstdrucklampe 
oder eine Wolframbandlampe mit Quarzfenster. 

Die elektrische MeBanordnung ist die gebrauchliche und soll daher 
hier im einzelnen nicht beschrieben werden. Neben dem schon erwahnten 
Panzergalvanometer enthielt sie vor allem ein Quadrantenelektrometer 
Pascurenscher Bauart mit kurzer Schwingungsdauer (= 3 sec), das in. 
Widerstandsschaltung zur Messung der Photostréme bei einer Hochst- 
empfindlichkeit von 10—!4 A/mm diente. 


Mevorgang: 4 
Der MeBvorgang ist kurz folgender: Nach Durchfiihrung aller Vass 
bereitungen wird die Temperatur des Atomstrahlofens bei geschlossener 
Klappe Kl auf einen bestimmten, von der gewiinschten Atomstrahl- i 
starke bzw. Schnelligkeit der Dickezunahme der Schicht abhangigen — 
Wert eingestellt und Konstanz abgewartet. Dies wird durch mehrmals — : 
wiederholte Messung der Atomstrahlstarke mittels der Wolframfolie F 
gepriift, wobei zur Vermeidung eines Niederschlages auf P der Schirm 
N vorgeschoben ist. Sobald die Atomstrahlstarke konstant geworden ist, — 
wird WV zuriickgezogen und Al gedffnet. Nun bauen die auf P howe 
den, in ihrer Zahl bekannten Alkaliatome eine an Dicke in stetiger Weise > 
zunehmende Schicht auf, die durch die vom Augenblick des Offnens ver- G 
gangene Zeit und den vorher gemessenen Wert der Atomstrahlstairke mit — 
groBer Genauigkeit gegeben ist. Wahrend des Aufbaues der Schicht =| 
4 


‘ 
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stindig der durch eine bestimmte Wellenlinge einfallender, gemessener 
Energie hervorgerufene lichtelektrische Effekt verfolgt, ebenso kann durch 
einfaches Umschalten in der elektrischen MeBanordnung der Wicca 
der Schicht bestimmt werden. 

Die Schichten kénnen durch Strahlungsheizung von der ganz ie 2 
liegenden Folie F aus wieder vom Quarzplattchen P weggedampft werden. } 
Natiirlich kondensieren. die Alkaliatome auch auf der Wolframfolie ‘ 
und bauen auf dieser eine der Schicht auf dem Quarztrager an Dicke in — 
jedem Zeitpunkt nahezu} gleiche Schicht auf, so daB die ee 

4, 


A Geringer Unterschied wegen etwas verschiedener Entfernung. 


Pete acne: der Stein Bigeischaften as 
ichten sein Picichen Versuchsbedingungen auf einem metallischen 
und einem dielektrischen Triger besteht und dadurch auch der Anschlu8 
n friihere Untersuchungen und Ergebnisse? gegeben ist. 


Ergebnisse®. 

I. Der lichtelektrische Effekt in Abhangigkeit von der Schichtdicke. 
Die ersten Messungen wurden, zumal sie nur zur Gewinnung orientie- 

ender Ergebnisse gedacht waren, mit dem am leichtesten zu handhaben- 

den Kalium gemacht. 

_ Das nicht platinierte Mittelstiick des Quarzplattchens hatte eine Flache 

von 6X6 mm?*. Der Widerstand betrug nach dem Entgasen der Zelle, 

jedoch vor dem ersten Aufdampfen des Alkalimetalles 1012 Ohm; nachdem 


dem Wegdampfen desselben 10° Ohm und konnte nur durch sehr langes 
Ausheizen der ganzen MeBzelle und Entfernen alles Alkalimetalles aus 
dieser wieder auf den ersten hohen Wert gebracht werden. Ahnliches 
wurde auch von anderen Beobachtern festgestellt. Es ist wahrscheinlich, 
_da8 Alkaliatome, die durch Diffusion in die Oberflichenschicht des Quarzes 
eindringen und yon da nur schwer wieder entfernt werden kénnen, diese 
Verminderung des Widerstandes verursachen. 

Beim Aufdampfen der Alkalischicht auf die gekiihlte Quarzflaiche fallt 
der Widerstand in gleicher Weise, wie es von Lovet beobachtet wurde, 
aus dessen Arbeit auch, allerdings fiir Caesium, die in Fig. 5 wiedergege- 
bene Kurve II entommen wurde. 


Die héchsten lichtelektrischen Stréme, die gemessen wurden, ee 
zwischen 10- und 10-¥® Amp. Die dem Widerstand 10® Ohm entspre- 
chende Leitfahigkeit sichert also selbst bei geringsten Bedeckungen die 
Elektronennachlieferung, ohne daB den Elektronenaustritt hemmende 
_ Aufladungen der Schichten auftreten kénnen. 
_ Auf Grund der Ergebnisse kann folgende, das Verstandnis erleichtermmde 
-Gliederung vorweggenommen werden: 

1. Schichtdicke kleiner als eine Atomlage; es ist in diesem Falle besser, 
yon Bedeckung ® zu sprechen. Dabei wird fiir eine vollstindige Atomlage 

die aus der Dichte des kompakten Metalles berechnete Zahl von 7,23 x 104 
-Kaliumatome je cm? gesetzt. 

2. Schichtdicken etwa eine bis zwei Atomlagen. 


3. Schichtdicken gréBer als drei Atomlagen, bis zu kompakten, un- 


-durchsichtigen Schichten, die in ihren Eigenschaften schon dem massiven 
- Metall gleich sind. 

ms 1H. Mayen, I. c. 

2 Siehe FuBnote 1 S. 344. 
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jedoch einmal Alkalimetall aufgedampft worden war, blieb er auch nach 
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Im ersten Bereich; d. h. von einer Bedeckung 0- =0b Satie is 
einer etwa einer halben Atomlage  entsprechenden Bedeckung © = 
zeigt der lichtelektrische Effekt fiir alle Wellenlingen des untersucht 
Bereiches von 6500 bis 2482 A grundsitzlich gleichen, in Fig. 4 I wie-_ 
dergegebenen Verlauf. Er wird bei der Empfindlichkeit der MeBanord. . 
nung dieser Arbeit bei etwa © = 0,01 meBbar und steigt von da an streng” 
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linear mit der Bedeckung, d. h. mit der Zahl der auf der Quarzoberflacl 4 
sitzenden Kaliumatome bis etwa © = 0,5; von hier an oe ga der An. 
stieg geringer zu werden. ..’ 

Die Bedeutung dieses Ergebnisses macht man sich am besten dari a 
einen Vergleich mit dem experimentell beobachteten Gang des lichtelek- _ 
trischen Effektes bei zunehmender Schichtdicke des gleichen Alkali- 
metalles klar, wenn dies nicht, wie hier, auf ein Dielektrikum, sondern auf 
ein anderes Metall hoher Austrittsarbeit wie etwa Pt oder W aufgedampft 
wird. Denn dann findet man?, daB erstens der lichtelektrische Effekt nicht 
fiir alle Wellenlangen des gleichen Wellenlingenbereiches bei der gleichen | 
Bedeckung beginnt, sondern immer erst dann, wenn die hohe Austritts- 
arbeit py) des Tragermetalles durch die aufgedampften Alkaliatome so weit bis 
auf einen Wert og vermindert wurde, daB gg = h v, wo v die eingestrahlte 
Frequenz ist; und zweitens ist fiir alle Wellenlingen der Anstieg nicht linear 


+ Die Ausbeuten sind hier und in den folgenden Fig, auf konstante einfadlende 
Strahlungsenergie bezogen, die Skala derselben jedoch zwecks schirferer Her- 
vorhebung der weiter unten zu besprechenden hohen Ausbeute abweichend vom 
gewohnlichen Brauch so gewahlt, daf der Ausbeutewert, der der Schichtdicke 
von gerade einer Atomlage entsqricht, gleich ist der bei dieser Bedeckung ge- 
messenen absoluten Quantenausbeute. 
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mit Per Bedsccirp: sondern erfolgt bei kleinen, unter 0,5 liegenden Bedek- 
: -kungen exponentiell, oder mit DE Borer! ausgedriickt: Hier ist nicht der 
_ Emissionsstrom selbst,sondern sein log der Bedeckung proportional(Fig.4I1), 
_ Es ist bekannt, daB letztere Ergebnisse in einfacher Weise durch die 
_ Annahme der Bildung einer elektrischen Doppelschicht auf dem Trager- 
_ metall durch die aufgedampften Alkaliatome erklirt werden kénnen. Die 
_ Austrittsarbeit (= Elektronenaffinitat) des Trigermetalles ist gréGer als 
die Tonisierungsenergie der Alkaliatome. Daher werden in den ersten Be- 
4 deckungsstadien die Valenzelektronen derselben an das Trigermetall ab- 
_ gegeben und die zuriickbleibenden Alkaliionen bilden eine auBen positive, 
den Elektronenaustritt erleichternde Doppelschicht auf dem Trigermetall. 
Das Moment dieser Doppelschicht und damit die Abnahme der Aus- 
- trittsarbeit ist anfangs, solange die Alkaliatome sich noch nicht gegen- 
seitig beeinflussen, der Zahl der aufgedampften Atome proportional. Da 
aber der lichtelektrische Emissionsstrom durch ein dem gliihelektrischen 
analoges Gesetz i = M.7".e-#kT gegeben ist, wird er exponentiell mit 
_ der Abnahme der Austrittsarbeit @ zunehmen, was auch beobachtet wird. 
_ Ferner verhindert der jeweilige, durch den Bedeckungsgrad gegebene 
: Wert der Austrittsarbeit, daB Elektronen durch Wellenlangen ausgelést 
werden kénnen, deren Energiequant h.v kleiner als die augenblickliche 
- Austrittsarbeit ist. Nimmt also der Bedeckungsgrad von Null beginnend 
zu, so wird die lichtelektrische Emission durch in Richtung auf kiirzere 
Wellen aufeinanderfolgende Wellenlangen nicht gleichzeitig bei einem 
bestimmten Bedeckungsgrad, sondern immer erst dann beginnen, wenn 
- der erreichte Austrittsarbeitswert 9g gerade dem h.v der betreffenden 
auslésenden Strahlung entspricht. 
: Demgegeniiber k6nnen die an Alkaliatomen auf einem Isolator Pttate 
_ tenen Ergebnisse am einfachsten durch die auf Pont und PRINGSHEIM 
_ zguriickgehende und dann von De Boer in zahlreichen Veréffentlichungen® 
‘behandelte Annahme erklart werden, daB es sich hierbei, solange die 
_ Alkaliatome noch keine zusammenhangende Schicht bilden, sondern mehr 
oder weniger einzeln liegen, um Photoionisation mit einer durch die Adsorp- 
tion veranderten Ionisierungsenergie handelt. Daraus ergibt sich, wie 
__ De Boer bemerkt hat, sowohl die Proportionalitat des lichtelektrischen 
- Stromes mit der Bedeckung, solange diese selbst noch gering ist, als auch 
das gleichzeitige Einsetzen des Photoeffektes fiir alle Wellenlangen bis 
zur roten Grenze. Die hier erhaltenen Ergebnisse konnen daher auch als 
eine exakte, quantitative Bestatigung dieser Anschauungen angesehen 
werden. 
Im vorliegenden Falle ist die Ionisierungsenergie des Kaliumatoms 
durch seine Adsorption auf der Quarzoberfliche von 3,8 V bis auf etwa 
1 De Boer, J. H. und M. C. Teves, ZS. f. Phys. 83, 521 (1933). 


2 De Boer, J.H.: Electron Emission and Adsorption Phenomena. Cambr. 1935. 
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v4 49 V, einer Graiellantanee von n 6500 om entsprechend, verm: 


geht wohl nicht fehl in der Annahme, daf es ‘sich dabei um die d 
0- Ionen adsorbierten Kaliumatome handelt. . : ~. 

Im zweiten Dickebereich von etwa ein bis zwei Atomlagen andert chy 
der bis dahin gleiche Verlauf. Fiir alle Wellenlangen beginnt der Anstieg — 


des lichtelektrischen Effektes mit der Bedeckung geringer zu werden und 3 
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der ganze Wellenlangenbereich kann jetzt deutlich in drei Bereiche unter-_ 
schiedlichen Verhaltens gegliedert werden. is 
Die erste Gruppe bilden jene ktirzeren Wellenlangen, die von der Grenz- 
wellenlinge des massiven Kaliums 4, = 5461 A weiter entfernt liegen. Die _ 
zugehorigen Kurven zeigen alle den gleichen, in Fig. 5 I wiedergegebenen 
Verlauf; zuerst den oben erwahnten linearen Anstieg der durch eine — 
konstante einfallende Strahlungsenergie ausgelésten Elektronenzahl, dann 
von etwa 0,5 ab immer geringeres Ansteigen, das von einer Schichtdicke 
von zwei Atomlagen ab schon ausgesprochen in eine Sattigung iibergeht, 
die bei drei bis vier Atomlagen vollstandig ist und sich jetzt bei weiterem 
Aufdampfen bis zu dicken, undurchsichtigen Schichten nicht mehr 
andert’. Dies Ergebnis bedeutet erstens, daB eine ein bis zwei Atomlagen — 
* Ob bei Dicken anderer GréBenordnung, die schon mit der Wellenlange ver- : 
gleichbar sind und mehrere hundert Atomlagen betragen, bei halben oder ganzen 
Vielfachen der Wellenlange durch Interferenz der an der Ober- und Unterseite 
der Schicht reflektierten Strahlung periodische Anderungen in der GréBe des 


lichtelektrischen Effektes auftreten, konnte wegen des durch auBere Umstande | 


erzwungenen Abbruches der Versuche nicht mehr gepriift werden, ist aber sehr : 
wahrscheinlich. , 
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dicke Schicht praktisch genau den gleichen lichtelektrischen Effekt gibt 
| ‘wie eine dicke, undurchsichtige Schicht!. Es zeigt zweitens durch das 
_ Fehlen jedes weiteren Anstieges mit der Schichtdicke, da in dem ganzen 
_ untersuchten Wellenldngenbereich der beobachtete lichtelektrische Effekt ein 
_reiner Oberfldcheneffekt im Sinne von Tamm und Scuusrn ist und da 
_ bis A = 2482 A fiir Kalium ein Volumeffekt ganz fehit oder so klein ist, daB 
_ er gegentiber dem Oberflicheneffekt nicht beobachtbar ist. Denn daB mit 
geniigender Energie ausgeléste Elektronen aus gréBerer als zwei Atom- 
lagen betragender Tiefe nicht mehr austreten kénnen bzw. eine so kleine 
“mittlere freie Weglinge haben sollten, widerspricht ‘allen sonst iiber die 
_ letztere gemachten experimentellen Erfahrungen. . 
_ Die Ergebnisse mit den anderen beiden Wellenliingengruppen nahe und 
jenseits der Grenzwellenlinge des kompakten Kaliums bestatigen, erwei- 
_ tern und vertiefen diese Folgerungen. Fiir die in der Nahe von A, = 5461 A 
_gelegenen kiirzeren Wellenlingen erhalt man den in Fig. 6a und fiir die 
_jenseits der roten Grenze 


_ des Kaliums gelegenen lan- 8 2 
geren den in Fig. 6b wieder- s§ 
_gegebenen Verlauf. Im er- S 


sten Fall geht der licht- 
elektrische Effekt bei einer 
Bedeckung, die etwas ge- 
ringer ist als eine vollstan- 
dige Atomlage, durch einen 
Ho6chstwert, um dann nach- 
her wieder zu fallen und 
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bei etwa drei bis vier Atom- = 70 15 20 Atomlagen 
F 4 G ANS ae 3 

lagen einen sich dann bis zu Bedeckung (Schichtdicke) 

groBen Schichtdicken nicht Fig. 6. 


mehr andernden Wert anzu- 
nehmen. Im zweiten Fall, der die Gruppe der zwischen der Grenze des 
massiven Kaliums und der am meisten nach rot verschobenen Grenze 
einer fast einatomigen Kaliumschicht auf Quarz gelegenen Wellenlangen 
-umfaBt, geht der lichtelektrische Effekt ebenfalls bei gleicher, fast ein- 
atomiger Bedeckung durch einen Héchstwert, fallt aber nachher auf N ull. 
Diese Ergebnisse entsprechen vollkommen den von De Boer entwickel- 
-ten Vorstellungen iiber die Photoionisation adsorbierter Metallatome und 


auf der Quarzoberfliche sitzenden Kaliumatome haben, solange sie sich 
noch nicht gegenseitig beeinflussen, also bei noch kleiner Bedeckung, eine 


1 Dies ist, jedoch nur qualitativ, schon in den zahlreichen Untersuchungen 
von H.E. Ives und seinen Mitarbeitern beobachtet worden. Schrifttum bei 
 R. Sunrmann; Erg. der exat. Naturw. Bd. 13. 
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die durch die Adsorption veranderte Ionisierungsenergie. Die unmittelbar 
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Hastitanite Adsorptionsenergie, ahetiso: die durch Photoionisation aus ihnert 
entstehenden Kaliumionen. Beide Werte gehen in die Energiebilanz ein” 
und bestimmen entsprechend dem Franck-Conponschen Prinzip den fiir — + 
die Ionisierung im adsorbierten Zustande aufzubringenden Energiebetrag. _ 
Er ist kleiner als der fiir die Ionisierung des freien Kaliumatoms im gas- 
formigen Zustand ndotige. Kaliumatome jedoch, die in der zweiten Atom- — 
lage schon auf einer Unterlage anderer Kaliumatome sitzen, haben eine “ 
andere Bindung an ihre Unterlage, die Energiebilanz ist eine andere und 
ebenso der jetzt fiir die Ionisierung notige Energiebetrag, soweit diese jetzt — 
iiberhaupt noch am einzelnen Atom stattfindet. Dem entspricht es, daB — 
die Grenzwellenlange der ersten, noch nicht ganz vollen Atomlage eine — 
andere ist als die der zweiten. Natiirlich werden wegen des rein statistischen — 
Charakters des Aufdampfvorganges auf kleinen, in der ersten Atomlage 
schon fertigen Inseln Atome schon in der zweiten Atomlage sitzen, ehe — 
noch die erste iiber der ganzen Flache vollstandig ist. Dem entspricht es, 
daB von bestimmten, nicht zu geringen Bedeckungen ab der lichtelektrische — 
Effekt nicht mehr genau proportional der Zahl der aufgedampften Alkali- — 
atome ansteigt, sondern weniger. Dariiber hinaus wird die Energiebilanz _ 
und damit Ionisierungsenergie und rote Grenze auch durch die gegen- < 
seitige Wirkung der in der ersten Atomlage sitzenden Atome verandert 
gegeniiber der des isolierten Atoms, wenn die Atome bei starkeren Be- 
deckungen einander immer naher riicken. Beide Ursachen zusammen be- 


_wirken die Abweichungen von der Linearitat des Anstieges und das Zu- 


riickgehen der roten Grenze; ihre Wirkung beginnt wie man aus den 
Ergebnissen sieht, etwa bei © = 1/y. “ 

Diesen Uberlegungen entsprechend, kénnen die zwischen der roten ¥ 
Grenze des Kaliums und der am weitesten nach Rot verschobenen Grenze 
liegenden Wellenlangen nur an den Atomen der ersten Atomlage, solange 
diese noch nicht zu nahe sind, Photoionisation und damit einen licht- 
elektrischen Effekt hervorrufen. In dem Mafe, als diese erste Atomlage 
von einer zweiten tiberdeckt wird, muB der lichtelektrische Effekt in diesem 
Wellenlingenbereich wieder abnehmen. Bei einer Bedeckung, fast gleich 
einer Atomlage, wird er durch einen Héchstwert gehen, was ja auch 
experimentell beobachtet wird. Da bestimmt eine gewisse Oberflachen- 
rauhigkeit der Quarzoberfliche vorhanden ist, wird ihre wirkliche Ober- 
fliche etwas gréBer sein als die geometrisch gemessene; der Durchgang 
durch den Hochstwert erfolgt also ebenso wie bei metallischen Triagern 
‘noch etwas vor einer vollstindigen einatomigen Bedeckung. 

Nicht so einfach ist das experimentelle Ergebnis zu deuten, daB auch die 
nahe an der Grenze des kompakten Kaliums liegenden, aber kiirzeren 
Wellenlangen bei gleicher Bedeckung einen Héchstwert zeigen. Man kann 
nun entweder annehmen, dai diese Wellenlangen durch die erste Atomlage | 
starker absorbiert werden als durch die folgenden; oder aber — worauf die 
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beeinfluBt bzw. zur Riickkehr zur Oberflaiche gezwungen werden, Andert 
sich wie hier beim Ubergang von einer Atomlage zur zweiten die Lage 
der Grenze, so andert sich bei festgehaltener einfallender Strahlung die 
_ Geschwindigkeit der ausgelésten Elektronen und dies kann einen Héchst- 
wert der Ausbeute vortauschen. 
Der Ubergang vom lichtelektrischen Effekt, der durch Photoionisation 
_adsorbierter, aber noch mehr oder weniger isolierter Atome hervorgerufen 
wird, zu dem, der an freien Elektronen an der Potentialschwelle im Sinne 
‘des Oberflacheneffektes von Tamm und Scuusin stattfindet, vollzieht sich, 
wie aus den mitgeteilten Ergebnissen klar hervorgeht, bei einer Schicht- 
dicke yon etwa zwei bis drei Atomlagen und in stetiger Weise. In dem 
gleichen Dickebereich vollzieht sich auch der Ubergang von dem die 
_ Grenzwellenlange bei kleinsten Bedeckungen bestimmenden, durch die 
Adsorptionsenergie veranderten Ionisierungspotential adsorbierter Atome 
_ zu der Austrittsarbeit, die die Grenzwellenlange des kompakten Metalls 
bestimmt. Hier ist ein Vergleich mit der von Love tt? erhaltenen Kurve 
fiir die Anderung des spezifischen Widerstandes eines Alkalimetalles (Cs) 
mit der Dicke aufschluBreich, die in Fig. 5 II wiedergegeben und der 
Arbeit LoveLts entnommen ist. Man sieht, da8 auch der Ubergang vom 
_ sehr hohen Widerstand einer solchen Schicht bei geringster Dicke zu 
einem um GréBenordnungen kleineren, dem eine entsprechende Zunahme 
freier Leitungselektronen wahrend des Aufbaues der Schicht in ihren 
) ersten Stadien parallel gehen muB, sich innerhalb des Dickenbereiches der 
: ersten drei bis vier Atomlagen vollzieht. 


SchlieBlich sei noch ganz kurz darauf hingewiesen, dali der beim Aufbau 
yon Kaliumschichten auf metallischer Trageroberflache hoher Austrittsarbeit 
gefundene Aufbau eines selektiven Héchstwertes mit bestimmter spektraler 
| Lage, der erst von der zweiten Atomlage an beginnt*, hier mit Quarz als 
Trager nicht beobachtet wurde. Denn fiir keine der Wellenlingen des 
ganzen untersuchten spektralen Bereiches ist ein Anstieg der lichtelektri- 
schen Empfindlichkeit nach zwei bis drei Atomlagen Schichtdicke be- 
- obachtet worden. 


1 Siehe Becker, J. und D. Miter: Phys. Rev. 31, 431 (1928). 
2 Ahnliche Verhiltnisse liegen wohl vor bei den Beobachtungen von FLEISCHER, 
- -R. und H. Pecu, ZS. f. Phys. 112, 242 (1939) usw. 
- 3 Vgil.. Anm. 3 S. 346. 
“ 4 Mayer, H. 1. c. 
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II. Die Ausbeute. . 

Uberraschend waren die Ergebnisse tiber die absolute Ausbeute. Na a 
Tamm und Scuusin sollte die Ausbeute beim Oberflacheneffekt bei senk- ~ 
rechtem Lichteinfall gleich Null sein, da nur-eine zur Potentialschwelle fi 
und Oberflache senkrechte Komponente des elektrischen Lichtvektors 
absorbiert werden und damit Elektronenaustritt bewirken kann. Da eine 2 Zz 
ideal ebene Oberflache kaum je vorliegt, vielmehr immer eine gewisse 3 
Rauhigkeit vorhanden sein wird, wird man auch bei senkrechtem Einfall 
einen Effekt erwarten diirfen. Um die MeBzelle nicht von Anfang an zu ~ 
schwierig zu gestalten, war daher aus technischen Griinden bei den ersten 
Versuchen am senkrechten Lichteinfall festgehalten worden. 


Die im ersten Teil genannten Ergebnisse zeigten nun, daB der be- 
merkenswerteste Teil der lichtelektrischen Erscheinungen sich in einem 
Dickebereich von ein bis zwei Atomlagen abspielt. In diesem Bereich ist 
aber die Lichtabsorption so gering, daB sie mit der hier gebrauchten ein- 
fachen Methode nicht genau gemessen werden konnte!. Nun liegen aber — 
Messungen von Hacman? iiber die Lichtabsorption von Kaliumschichten _ 
auf Quarz im hier beniitzten Wellenlangenbereich vor, die bis nahe an die — 
Schichtdicke einer Atomlage heranreichen. Es wurden daher die von ihm — 
gemessenen Werte verwendet und, wenn notig, nach kleineren Schicht- | 
dicken bzw. Bedeckungen extrapoliert. Der anfangs streng lineare, dann _ 
allerdings etwas geringere Anstieg des lichtelektrischen Effektes bis zu . 
etwa einer Atomlage 1a8t diese Extrapolation gerechtfertigt erscheinen. 
Zu beriicksichtigen ist ferner, daB in den Messungen Hacmans der Ein-— 
fallswinkel nicht wie in der vorliegenden Arbeit null, sondern 30° betrug; — 
dies bedeutet, daB, wenn im Oberflicheneffekt nur die zur Oberflache 
senkrechte Komponente des elektrischen Lichtvektors absorbiert wird, — 
seine Absorptionswerte héher sind, als sie bei senkrechtem Lichteinfall 
waren, Somit stellen die im folgenden mitgeteilten, mit den Hacmanschen 
Absorptionswerten berechneten Ausbeuten nur eine untere Grenze der — 
Ausbeute dar, was durch die eigenen Absorptionsbeobachtungen be-* 
pai wird, 

Das Uberraschende ist nun, daB man im ganzen Wellenlangenbereich 
die hohe Ausbeute von 2 bis 4x 10-* Coul/cal erhalt. Bei diesen geringsten — 
Schichtdicken kann die maximal zu erwartende Ausbeute mit etwa 1 Elek- | 
tron je zwei Quanten angesetzt werden, da von allen ausgelésten Elektronen 4 
nur die Hilfte eine aus dem Metall herausweisende, die andere Halfte eine — 
ins Metall hineinweisende Richtung haben wird. Quantenausbeute 1/, gibt — 
umgerechnet im Wellenlingenbereich von 6500 A — 2500 A die Werte 

¢ 


' Eine im Aufbau befindliche Differentialmethode kam nicht mehr zur Voll- 
endung und Beniitzung. 


* Hacman, D.: C. R, 208, 1982 (1939) und Diss. Cernautr 1939. 


i GréBenordnungen gréfer als die gewdhnlich an kompakten, reinen 
fetallen beobachteten und nur mehr um eine GréSenordnung kleiner als 
die maximal mégliche. Die sowohl vom theoretischen als auch vom Stand- 
punkt bisheriger experimenteller Erfahrungen an diinnen Schichten un- 


aa 
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an bisherigen Erfahrungen gemessen, sehr hohe Ausbeute; da es sich um 
eine untere Grenze handelt, wie weiter oben dargelegt Searde, kann man im 


Hinblick auf das sonst an glatten, mit diimnen Alkalischichten bedeckten - 


_ Oberflachen beobachtete Verhiltnis der Ausbeuten fiir E // und E | , fiir das 
Werte bis zu 10 und dariiber gemessen wurden!, mit groBer Wahrschein- 
_lichkeit annehmen, daB man bei schriigem Lichteinfall an solchen Schichten 
nahezu, vielleicht auch genau die im einfachen Bild des lichtelektrischen 
Effektes nach ErNsTErN zu erwartende volle Quantenausbeute 1/, erhilt. 

Diese Ausbeute Konnte nun unmittelbar und unter vollig gleichen 
Bedingungen, nur etwas anderem Einfallswinkel, mit derjenigen ver- 
-glichen werden, welche die mit einer Kaliumschicht giinstigster Bedeckung 
besetzte Wolframfolie gab, die auch zur Messung der Atomstrahlstarke 

-diente. Diese Schicht auf Metall ergab eine doppelt so groBe Ausbeute 
-wie die Schicht gleicher Dicke auf Quarz. Da im Falle des metallischen 
_Tragers fast das ganze einfallende Licht reflektiert und die auf der Metall- 
oberflache sitzende Alkalischicht von diesem zweimal durchsetzt wird, ist 

_ somit festgestellt, daB die Ausbeuten fast gleich sind. Man geht daher wohl 
nicht .fehl, wenn man daraus schlieBt, daB auch bei einer Kaliumschicht 


auf Wolfram reiner Oberflacheneffekt vorliegt. Auch sieht man, daB die — 


friiher oft erérterte und meistens verneinend beantwortete Frage, ob die 

Atome einer solchen monoatomaren Alkalischicht fiir sich allein einen so 
_ hohen lichtelektrischen Effekt geben kénnen, wie er an Metalloberflachen 

hoher Austrittsarbeit bei Bedeckung mit einer fast einatomigen Alkali- 

schicht beobachtet wird, auf Grund der hice mitgeteilten Ergebnisse be- 
_jaht werden muB. 


Zusammenfassung. 


_. 4. Es werden diinnste Kaliumschichten genau gemessener Dicke mit 
- Atomstrahl auf Quarz aufgedampft und fiir Wellenlangen zwischen 2500 
und 6500 A einerseits die Entwicklung des lichtelektrischen Effektes in 
| Abhingigkeit von der Bedeckung bzw. Schichtdicke gemessen und an- 
 dererseits die absolute Ausbeute bestimmt. 
2. Es wird gezeigt, daB der lichtelektrische Effekt einer ein bis zwei Atom- 
_ lagen dicken Schicht praktisch schon dem des massiven Metalls gleich ist. 


a 2 Siehe z.B. SunRMaNN, R. und H. Turissine, ZS. f. Phys. 55. 704 (1929). 


0,4 Coul/eal. Die hier gemessenen Ausbeuten sind also um ein bis’ 


_giinstigste Richtung des Lichteinfalls, nimlich die senkrechte mit dem in - 
_ der Oberflachenebene liegenden elektrischen Lichtvektor, gibt also eine, 


oe as der Tee dab bei Lorstaatee erienter ‘Str ie 
einer Schichtdicke von zwei bis drei Atomlagen an im ganzen V 
langenbereich keine Anderung i in der Héhe des Effektes mehr eintritt, w 
geschlossen, daB (a) fiir alle diese Wellenlangen ein reiner Oberfldch 
effekt i im Sinne von TamM-ScuvBIn vorliegt und daB (b) ein Volume 
in diesem Bereich bei Kalium nicht vorhanden oder so klein ist, daB er mi 
der hier gebrauchten Methode dem starken Oberflacheneffekt Scie of ; 
nicht beobachtbar war. . 
4. Die absolute Quantenausbeute ist bei diesen diinnsten Schichtet: 1 be ss 
denen man noch annehmen kann, daB alle in Richtung auf die Oberflache ~ 
ausgeloésten Elektronen auch austreten kénnen, sehr hoch. Als unter - 
Grenze werden’ 10 bis 50 Quanten je Photoelektron gefunden. Da mit der 
fiir den Oberflacheneffekt ungiinstigsten senkrechten Einfallsrichtung ge- 
arbeitet wurde, wird vermutet, dab bei schiefem Lichteinfall, fiir den die 
der Berechnung zugrunde gelegten Werte von HacMAN gemessen wurden, 
die theoretisch maximal zuladssige Quantenausbeute von 2 Quanta >, 
_ Elektron erreicht werden kann. ~ > 


aes Die Vielschichten - Photozelle. 
_ Uber eine Méglichkeit, die Ausbeute einer Photozelle um zwei 


GréBenordnungen zu erhéhen. omens. 
Von oe Seas 
mh aN My 
9 HERBERT MAYER in Miinchen. | Vee 
. : oC. 
Mit 1 Abbildung. Uae 
- m Od i, 
: (Eingegangen am 20. August 1946). va me 
pea ates 


Es wird ein neues Bauprinzip fiir Photozellen vorgeschlagen, das auf der ex- 
perimentell festgestellten Tatsache beruht, daB eine ein bis zwei Atomlagen dicke ve: 
hicht praktisch schon den lichtelektrischen Effekt des massiven Metalls gibt ‘ 
7 und eine sehr hohe Quantenausbeute hat. ; in 


In der vorhergehenden Arbeit!) ist gezeigt worden, daB eine Alkali- 
_schicht von etwa ein bis zwei Atomlagen Dicke praktisch den gleichen : 
lichtelektrischen Effekt gibt, wie eine dicke, undurchsichtige Schicht; Oe a 
ferner, daB der lichtelektrische Effekt an den Alkalien im ganzen prak- | : ee 
tisch in Betracht kommenden Spektralbereich ein reiner Oberfiachen: Oa 
_effekt ist. : yo 
Wenn wir also, von der Thicke Null ausgehend, eine solche Schicht auf- 
bauen, indem wir Atom nach Atom auf eine geniigend leitende Oberflache 
eines durchsichtigen, sehr diinnen Tragers aufdampfen, dann zeigt die 
_Ausbeute, auf absorbierte Quanten bezogen, folgenden Verlauf: Sie ist Baie : 
anfangs bis zu einer etwa einer vollen Atomlage entsprechenden Be- PS Ee 
_ deckung konstant und hoch, dann beginnt sie abzunehmen und zwar bis eam 
zu einer Schichtdicke von .etwa zwei bis drei Atomlagen langsam, dann kes: 
exponentiell, entsprechend der Lichtabsorption in der an Dicke zu- * 
nehmenden Schicht. Dénn dieser Lichtabsorption im Inneren des Kaliums te aera 
entspricht kein Ansteigen des lichtelektrischen Stromes mehr. Daraus folgt NS 
‘unmittelbar, daB die giinstigste Schichtdicke in bezug auf Ausbeute | 2, re 
ein bis zwei Atomlagen sind. Dies ist aber gleichzeitig, wie gezeigt se 
wurde, auch die giinstigste Schichtdicke in bezug auf die langwellige 
_ Grenze des lichtelektrischen Effektes. Jede weitere VergroBerung der 
Schichtdicke ist also, weil einerseits von steigendem Lichtverlust durch 
_ Absorption ohne™ aequivalenten Elektronenaustritt begleitet, andererseits 
; ‘mit einem Zuriickgehen der roten Grenze verkniipft, undkonomisch und 
~ auch sinnlos. i ae 


: 1) H. Mayer, Z. Physik. 326. 
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- man die entsprechende Zahl diinnster Quarzplattchen, die die Trage 
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Nun absorbiert aber eine ein bis zwei Aage dlicke Schicht noc oh! 
nicht einmal 1% der einfallenden Strahlung. Mehr als 99% gehen un a | 
geniitzt hindurch. Man kann dies vermeiden, indem man so viele | 
diinnste Schichten dieser Dicke hintereinandersetzt, daB sie insgesan . 4 
die ganze einfallende Strahlung absorbieren. Zu diesem Zwecke setzt 


der Alkalimetallschichten sind, hintereinander, wie es in Abb. 1 ge-— 
zeigt ist, und bringt zwischen ihnen die Anoden der Zelle als Ringe e 
aus diinnem Draht an. Man kann die zur volligen Absorption der — 
einfallenden Strahlung notige Plattchenzahl dadurch vermindern, dab ’ 
man beide Seiten jedes Plattchens mit der Schicht bedeckt und auBer- 
dem das letzte Plattchen mit einem gut reflektierenden Metallspiege 
bedeckt, so daB der bis hierher gelangte Rest des 
einfallenden Lichtes den Plattchensatz nochmals in 
umgekehrter Richtung durchlauft. Zur Erhéhung der 
Ausbeute wird-man die Plattchen etwas schrag gegen — 
die Einfallsrichtung stellen; die giinstigste Stellung ist, 
da ja jetzt erhéhte Reflexionsverluste auftreten, noch ~ 
festzustellen. 4 
Die Alkalischichten wird man, vorliegenden Erfah- | 
rungen entsprechend, nicht mit der umstandlichen Atom- 
strahlmethode in der gewiinschten Dicke unmittelbar auf_ 
die Quarzoberflache aufdampfen, sondern diese vorher 
mit einer Atomlage von Platin oder Wolframatomen 
bedecken und auf dieser dann im mit Alkalidampf ge-— 
fiillten eigentlichen Zellenraum durch einfache Adsorp- — 
Fig) At tion bei geeigneter Temperatur eine etwa einatomige 
Alkalischicht niederschlagen. Nicht nur wird dadurch — 
die feviothace sehr vereinfacht, die Alkaliatome werden auch viel fester 3 
haften und daher Empfindlichkeitsinderungen wegen Wiederverdampfen — 
oder wegen Oberflachenwanderung der Alkaliatome weniger wahrschein- — 
lich gemacht oder ganz ausgeschaltet. 
Schon eine erste in dieser Weise hergestellte Zelle, deren Plattchen — 
allerdings mit einer etwas dickeren Platinunterlage versehen waren, wo- 
durch etwas gréBere Absorptionsverluste verursacht wurden und in der 
die Plaittchen auch senkrecht zum einfallenden Licht standen, gab — 
gegentiber einer dicken undurchsichtigen Platinkathode, die ebenso wie © 
die diinnen, unsichtbaren Platinschichten mit einer etwa einatomigen — 
Alkalischicht bedeckt war und sich im gleichen Zellenraum befand, | 
eine fiinfzigfache Empfindlichkeitssteigerung, besonders im roten Spektral~ | 
bereich. 
Inwieweit diese Zusammensetzung einer Photokathode aus vielen hintess 
einandergestellten diinnsten Schichten auch bei Mischschichten oder Le- 


hochempfindlichen ‘Misch- oder Legierungskathoden dieser Typ h hin- 

einandergeschalteter Schichten, die aus ein bis zwei Atomlagen auf 

nnster, isolierender Unterlage adsorbierten Alkaliatomen bestehen, im 

Pr ni ip schon vorliegt. Ns wird daher das hier vorgeschlagene neue Bau-- 

nzip, auf diese angewendet, wohl keine so groBe Erhéhung der Aus- 
beute bringen, vielleicht aber Vorteile anderer Art. 


Verdampfung, Kondensation, Sattigungsdruck _ 
und kritischer Punkt im Modellversuch und fiir den = 
Unterricht gefilmt*. 


Von 
H. A. Stuart in Hannover. 
Mit 2 Abbildungen, 
(Eingegangen am 10. September 1944.) 


Mit kleinen Magnetchen als Molekiilmodellen werden in einer Schiittelapparat 
die Erscheinungen der Verdampfung und Kondensation, des Sattigungsdruckes 
und kritischen Punktes untersucht und fiir den Unterricht gefilmt. 


In Fortsetzung friiherer Modellversuche iiber die molekulare Struktur _ 
von gewohnlichen Flissigkeitent und Systemen mit Fadenmolekiilen? ~ 
haben wir in Dresden in einer Schiittelapparatur an Molekiilmodellen 
die Erscheinung der Verdampfung und Kondensation untersucht und im ES 
Filme festgehalten, und zwar in Abhangigkeit vom Volumen und von der * 
Temperatur, d. h. der Energie der ungeordneten Bewegung. Als Modelle 
dienten kleine, 2mm starke zylindrische Magnetchen aus Oerstit-Stahl — 
von der Lange 4 bzw. 8 mm. Sie befanden sich in einem kastenférmig oe 
grenzten Versuchsfelde von etwa 25cm Durchmesser und 1 cm Hohe. — 
Die Schiittelbewegung erfolgte vertikal mit 40 bis 100 Hiiben pro Sekunde 
und einer Amplitude von etwa 1 mm. _ 


Wir geben einige Aufnahmen wieder. Einen lebendigen Eindruck der 
Vorgiinge vermag natiirlich nur der Film zu vermitteln. AuBerdem kann 
man im Film sehr schén das Ansteigen der Dichte des gesattigten Dampfes — 
mit der Temperatur, s. Fig. 1c und b, sowie das bewegliche Gleichgewicht — 
zwischen der fliissigen und der gasférmigen, d.h. das Einfangen von — 
Dampfmolekiilen und das Abdampfen von Fliissigkeitsmolekiilen ver-@ 
folgen. Ferner kann, man die Abhingigkeit der Dampfdichte vom Ver- a 
haltnis der potentiellen zur kinetischen Energie U/kT vorfiihren. 

Komprimiert man isotherm das restlos verdampfte System, so erhilt 
man auch die fliissige Phase, die bei der nachfolgenden Expansion wieder 
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* Herrn Prof. R. W. Pont zum 60. Geburtstage gewidmet. 


* Stuart, H. A. u. H. Ren aac: Phys. ZS. 38, 1027 (1937); Kast, W. u. H. A. 
STUART: ebenda 40, 714 (1939). 


° Stuart, H. A.: Naturwissensch, 31, 123 (1943). 
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_ verschwindet, s. Fig. 1a und b. Man kann im Zweifel dariiber sein, ob 
man die kondensierte Phase als fliissig oder fest zu bezeichnen hat. Wegen 
_ der Stabchenform ist aus geometrischen Griinden die Ausbildung gréBerer 
_ kristalliner Bereiche beim Abkiihlen fast unméglich, so daB man die kon- 


Abb. 1. a) Uberhitzter Dampf. b) Beider isothermen Kompression tritt unterhalb der kritischen 
emperatur die fliissige Phase auf. c) Bei abnehmender Temperatur sinkt die Dichte des 
gesattigten Dampfes. 


densierte Phase als eine unterkiihlte Fliissigkeit, die eine ausgepriagte 
Nahordnung besitzt, betrachten kann. Die hier auftretende Nahordnung 
ist sowohl durch die Form der Teilchen, wie auch durch die Anziehungs- 
krafte bestimmt. 


Geht man mit der Schiittelenergie, also der Temperatur geniigend 
hoch, so tritt bei der Kompression auch bei noch so groBer Verdichtung 
die fliissige Phase nicht mehr auf. An Stelle zweier Phasen beobachtet 
man ein hochverdichtetes Gas oberhalb der kritischen Temperatur. Kihlt 
man das komprimierte System.ab, so tritt bei einer bestimmten Tempe- 
ratur wieder die Phasengrenze auf, um beim Erhéhen der Temperatur 
wieder zu verschwinden. Die Fig. 2a zeigt sowohl die Nahordnung der 
Fliissigkeit, wie auch die des oberhalb der kritischen Temperatur auf 
Fliissigkeitsdichte komprimierten Gases. Man erkennt daraus, daB man 
in einem Gase oberhalb der kritischen Temperatur dieselbe molekulare 
Ordnung wie in der fliissigen Phase erzwingen kann, wenn man dieses 
nur geniigend stark komprimiert!. Eine Verringerung der Dichte auf 
etwa ein Drittel fiihrt aber bereits zu fast volliger Unordnung”, s. Fig. 2b. 
Ebenso erkennt man aus der Fig. 2a, daB in einer Fliissigkeit die Mole- 
kiile schon so dicht gepackt sind, daB eine wesentliche Volumenverminde- 
rung bei zusatzlicher Kompression gar nicht mehr méglich ist und dab 
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1 Vgl. Stuart, H.A.: ZS. f. Elektrochem. 45, 187 (1939). 
2 Vgl. dazu Kuss, E. u. H. A. Stuart: Phys. ZS. 42, 95 (1941). 
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-— daher auch die Vohmieniidderang am ‘Schn ppunkt recht, Bee : 
sein muB, solange der Typus der gegenseitigen Aner aniidel sich = ; 
Bhp wesentlich andert. 

Same Die Nahordnung bei groBer Dichte ist der Grund, weshalb sich id 
Be diejenigen Eigenschaften, die wie z. B. die kiinstliche Doppelbrechuig 
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Abb. 2. a) Flissigkeiten und oberhalb der kritischen Temperatur auf Fliissigkeitsdicht i 
komprimierte Gase zeigen dieselbe Nahordnung. b) Wird die Dichte des Gases aufetwa‘/, 
der Dichte der Flissigkeit am a. verringert, so herrscht bereits velites 4 

Unordnung. 


oder die Orientierungspolarisation stark von der Nahordnung cbbange 
bei Fliissigkeiten oder bei Gasen, die auf mehr als die kritische Dichte 
komprimiert sind, nicht mehr durch die molekularen Gastheorien beschrei- 
ben lassen. 

Es sei noch darauf hingewiesen, daB bei diesen Modellversuchen wegen 
der verhaltnismiBig kleinen Zahl von Individuen sehr betrachtliche — 
Schwankungserscheinungen, besonders bei der Kondensation auftreten. 

Meinen ehemaligen Mitarbeitern, vor allem Herrn Dr. E. Kuss, méchte 
ich auch an dieser Stelle fiir die Mitwirkung bei diesem Film herzlich 
danken. 

Das Institut fiir Film und Bild hat von diesem Film einige Kopien her- _ 
gestellt, die hoffentlich noch erhalten sind. 


Hannover, Physikalisches Institut der Technischen Hochschule, im 
Juli 1947. 


a Protonen als primaire Komponente 
ef _ der kosmischen Strahlung. 

% y 

e Teil I. 
i 

i Von 


Karu-Hernz Hocker in Hechingen. 
Mit 41 Figuren. 
cits (Eingegangen am 25. November 1946.) 


a 


Es wird der Versuch gemacht, unter der Annahme einer primaren Protonen- 
verstehen. Dazu wird angenommen, daB Protonen mit einer Energie > 3- 10° eV 


‘Die physikalischen Voraussetzungen fiir diesen Prozefi werden diskutiert. Dié 
Prorzersche Kurve der Vertikalintensitat wie der Breiteneffekt sind gut zu be- 
schreiben, wenn ein Proton mit einem Wirkungsquerschnitt von 2,2 - 10-28 cm? 
st6Bt und dabei ein Viertel seiner Energie an das Mesonenfeld abgibt, wahrend 
sich die Restenergie auf die beiden StoBpartner verteilt. Die Erzeugung mehrerer 


licher als die Erzeugung eines einzelnen energiereichen. — Unter den Mesonen 
werden solche mit der Halbwertszeit 2-10-*sec und 10-*sec unterschieden. 
_ Die letzteren zerfallen praktisch spontan in Elektronen und Neutrinos und bilden 
_ so den wesentlichen Teil der weichen Komponente. Das Maximum der Gesamt- 
ionisation ist nicht durch energiereiche, Kaskaden bildende Elektronen zu be- 
schreiben, sondern nur durch solche von geringer Energie, die auf einem még- 
lichst kurzen Wege, also direkt aus der Mesonenkomponente entstehen., 


Bezeichnungen. 
Ep ak Ae keer kinetische Energie eines schweren Teilchens (Proton, 
aig Neutron). 
aE’ Deere Pete a opis . Protonenenergie in Funktion der Breite 9, bei der das 


Erdfeld das einfallende Protonenspektrum abschneidet. 
Do Be Pas Peggy eggs oso 


A eres. Protonenenergie, unterhalb der die Mesonenerzeugung 

4 entfallt. 

| DES Se ae Gesamtenergie eines Mesons, Zyq thittlere Energie 

: i eines ,,energiearmen‘‘ Mesons. 

ean See re Gesamtenergie eines Elektrons, / « Energieinhalt einer 
> Elektronenkaskade. 

Ey ae Onan tes diejenige Energie eines Elektrons, bei der der Energie- 

2 verlust infolge Bremsstrahlung gleich dem _ infolge 

s Ionisation ist (Zz = 1,13 - 10% eV). 

OEE EE Ie Hdhe in der Atmosphare in StoBeinheiten. 
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strahlung die Erscheinungsformen der kosmischen Strahlung in der Atmosphiare zu. 


beim Vorbeiflug an einem anderen Proton (oder Neutron) Mesonen erzeugen. - 


‘energiearmer Mesonen mit einer mittleren Energie von 9 - 108 eV ist wahrschein- - 


‘Kan-Heva 


wobei & = £g an der Stelle Z. ; 
LDCs, dy ot ee Ra Zahl der Protonen mit einer Energie => £, Foe SPoe 
an der Stelle Z, 


Ve AAa Rad rt etal f° Zahl der Neutronen mit einer Energie = £, wobei 
, E = £g, an der Stelle Z. . 
on Hie) Lae Zahl der Protonen und Neutronen mit einer Energie. f 
pie zwischen £ und & + dZ an der Stelle 7. Pi 


WUE. panos Zahl der Protonen mit einer Energie zwischen & und _ 
& + dE& an der Stelle /. 
te A ROLE DMR cee wed ae Zahl der Neutronen mit einer Energie zwischen & und d 
aay E + d£ an der Stelle 7. ; 
pi HT eo SI Bae oO .... Zahl der Protonen + Neutronen mit einer Energie 
2 zwischen £ und £g an der Stelle 7. a 
H*', H*" f*, h*, h*" entsprechend. 
GU Oa ae erne Zahl der Mesonen mit einer Energie => & an der Stelle L ‘2 
Blt, OY GaN its ees Zahl der Mesonen mit einer Energie zwischen £ und 
E+dE. 
ie bred nase ee Zahl der energiearmen Mesonen mit fester mittlerer Ente 
stehungsenergie - ya. . 
Die Indices 4 und / unterscheiden kurz- und langlebig 


Mesonen, i 
G* (£, 2); g* (Z, 2) .. sind Mesonen aus Protonen #*, a 
WEIN Gig fue 8 Me oes a ee Zahl der Elektronen in Kaskaden, deren Energieinhalt 

oberhalb £ x liegt. . 
Feo et Pawo Pe : Zahl der Elektronen in Kaskaden mit einem Energie- — 


inhalt zwischen £x und £x + d&x. - 
VACLES VENUES, iin ocr ots Zahl der Elektronen mit einer Energie zwischen £ und 
+ dB, — 
9 OS ee 2 Pe Pata att Zahl der Elektronen in ezver Kaskade mit dem Energie- — 
inhalt # x an der Stelle Z. an 
DiC setae Mchatacetne Anzahl der nicht-Kaskaden-erzeugenden Elektronen. a 
ye eee ence ae Anzahl der nicht-Kaskaden-erzeugenden Elektronen, 
7 wenn sie keinerlei Energieverlust erleiden wiirden. ‘ EA 
SAC rae Ree Ba ea oa a Anzahl der abgebremsten Elektronen (0 = © — — ). 
Wi Sop bn Tua penee tens Zahl der beim Sto8 eines Protons mit der Energie aa 
. entstehenden Mesonen z. B. n (E49) a dafir auch : 
kurz My. 
Si Soe OE retusa Bruchteil der Protonenenergie, der nach einem Stob 
der Komponente der schweren Teilchen bleibt. 
eee he re a ath Bruchteil der Protonenenergie, der auf Mesonen iiber- 


tragen wird, 


s 
I, wo huatcnte OP tate atte Abfall der Protonen+ Neutronen-Intensitat ; a= 1 — a8 


a SVs tts Pee Abfall der Protonenintensitat; ae’ = 1 — 3/2 +e 


1 zu) ao ce a ie oe Ruhmasse des Mesons, 


¢ 4 Ae He tN | Bruchteil der Prosesse, die unter Erreuguig energien ‘ 
af reicher Mesonen verlaufen. 
a, 7 Sevens y Eee Lebensdauer des Mesons. 

VEG oe ONS Shee a Anzahl der Protonen und Neutronen im cm? Luft. 


: it " a: Allgemeine Graniiven: 


_ Um die recht verwickelten Erscheinungen der kosmischen Strahlung 
in der Atmosphire zu ordnen, hat man vor Beginn der systematischen 
‘Untersuchung eine Unterteilung der elektrisch geladenen Teilchen in zwei 
_ Komponenten vorgenommen, deren jeweilige Wechselwirkung mit der 
_ Materie verschieden ist. Die ,,weiche“ Strahlung, die aus Elektronen 
_besteht, zeigt eine starke Wechselwirkung mit der Materie. Sie hat 
daher eine geringe Reichweite, verglichen mit der durchdringenden 


-Komponente, die nur eine kleine Wechselwirkung mit der Materie auf-_ 


_weist. Die letzte besteht aus Mesonen und Protonen. Der Unterschied im 
‘Verhalten der beiden Komponenten ist erklirt durch die Massen- 
abhangigkeit des Wirkungsquerschnittes fiir die Bremsstrahlung. Nach 
BetuHe und Hertter [1] und Savurer [2] ist der Wirkungsquerschnitt 
_ fiir die Emission eines Lichtquants beim Vorbeigang eines geladenen 
Teilchens an einem Kern proportional zu 1/m?. Die Energieabgabe infolge 
Bremsstrahlung ist also fiir Mesonen um den Faktor 10-4, fiir Protonen 
um 10-® kleiner als fiir Elektronen. Fiir Protonen und Mesonen bleibt 
-daher merklich nur der Energieverlust infolge Ionisation der Atome 
und der geringere — infolge Durchgangs durch einen Atomkern. Diese 
beiden Prozesse sind fiir Elektronen mit emer Energie oberhalb etwa 
‘108 eV ganz unbedeutend. 


Wenn ein energiereiches Elektron beim Vorbeiflug an einem Kern ein 
_ Lichtquant erzeugt hat, so ist dieses Lichtquant seinerseits in der Lage, 
unter geeigneten Umstanden ein Elektron-Positron-Paar zu erzeugen. Die 
_ Elektronen erzeugen wieder Lichtquanten usf. Dieses Spiel wird solange 
fortgesetzt, bis die gesamte Energie des Primarelektrons in Bruchstiicke 
_der GréBenordnung 10% eV aufgeteilt ist. Bei kleineren Energien als 108 eV 
_ iiberwiegt dann der Energieverlust durch Ionisation. Wahrend anfangs die 
Teilchenzahl der ,,Kaskade“ zunimmt, klingt sie nachher gemaf der Ab- 
sorption in der Atmosphare nach einem Exponentialgesetz ab. Dieses 
kurz skizzierte Schema ist in der Kaskadentheorie mathematisch formu- 
“liert. Der Verlauf der weichen Komponente konnte durch die Kaskaden- 
theorie in befriedigender Ubereinstimmung mit der Erfahrung beschrieben 
werden, wenn man annahm, da® energiereiche Elektronen aus dem Welt- 
all mit einer presrdicn Verteilung 


F(£) =0, 05. Eady * Tsect, em] (1) 


3 ‘einfielen. F (B) ist die Anzahl der Elektronen mit einer Energie ead iB 
Durch das Magnetfeld der Erde wird dieses Spektrum bei einer Energie 
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_d. Die heutige Situation unserer Kenntnisse tiber die kosmische Strahlung.. 
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so ‘dab stets E > E, ist. Fiir unsere Breiten ware E, ~ 3-109 eV. “— 

Die harte Kompoubate konnte eine eigene Paannthonipotente haben. — 
Wenn dies der Fall ist, so miiBte sie aus Protonen bestehen, da Mesonen- 4 
wegen ihrer Instabilitat nicht die Primarkomponente bilden kénnen. D. 
bestiinde die Schwierigkeit der Erzeugung der Mesonen aus den Protonen, 
denn Mesonen beobachtet man von mittleren Hohen an abwarts vor allem — 
infolge ihres Zerfalls. Grundsatzlich sind energiereiche Protonen von — 
Mesonen oberhalb einer kinetischen Energie von etwa 7-108 eV in der 
Ionisationskammer nicht zu unterscheiden, da ihre Spuren gleich stark — 
sind, dagegen ist unterhalb dieser Grenze die Geschwindigkeit eines Pro- 
tons merklich von ¢ verschieden, die eines Mesons — solange E > 2- 108- — 
dagegen nicht, so daB hier ein Unterschied in der Ionisation auftritt. Ver- 
suche, die die Frage der Existenz von Protonen neben Mesonen und ihr 
Zahlenverhaltnis bis in groBe Héhen verfolgen, sind erst in der allerjiing- 
sten Vergangenheit angestellt worden. Da nun einerseits auf Meereshdhe ~ 
Mesonen als Trager der harten Komponente beobachtet waren, anderer- _ 
seits Prozesse, durch die Mesonen aus Protonen entstehen, unbekannt . 
waren, verzichtet man darauf, fiir die harte Komponente eine eigene, Pri-§ 
markomponente anzunehmen. Man glaubte vielmehr, daB die Licht- 
quanten, die in den Elektronenkaskaden in geniigender Zahl vorhanden ~ 
sind, fiir die Entstehung der Mesonen verantwortlich gemacht werden 
konnen. Das ist ein ProzeB, der bisher zwar auch nicht direkt beobachtet — Bf, 
worden ist, der aber im Rahmen der YuKAWAschen Theorie der Kernkriafte _ 
moglich ist. Es ist damit die harte Komponente auf die weiche zuriick- — 
gefiihrt und stillschweigend die These aufgestellt, daB iiberhaupt keine — 
Protonen in der harten Komponente enthalten seien. Wir sehen hierbei — 
ab von denjenigen sehr energiearmen Protonen (E S 10% eV), deren In- | 
tensitat bis zu Héhen von 46 cm Hg (4000 m) ungefahr der Intensitat der 3 
weichen Strahlung parallel lauft, und die méglicherweise durch energie- 
reiche Lichtquanten erzeugt werden. ¢ 

Diese Auffassung bestand etwa bis 1940, wenn es auch seit einigen _ ‘ 
Jahren Experimente iiber geomagnetische Effekte gab, die die einheit-— 
liche Herkunft der weichen und harten Komponente bestritten. Diese 
Experimente wurden von Jounson [19] in den Jahren nach 1934 in einer — 
Hohe von 45 cm Hg ausgefiihrt. Sie bestanden in Messungen der Ost- 
West-Unsymmetrie der harten und der weichen Komponente. Es ergab 
sich fiir die harte Komponente eine Unsymmetrie von 15%, d. h. es kamen — 
von Westen 15°, mehr Strahlen als von Osten. Aus einem quantitativen — 
Vergleich mit dem Breiteneffekt bedeutet das, daB nahezu alle Primiren — 
positiv geladen sind. Fiir die weiche Komponente war nun die Unsymmetrie 


ee die weiche Komponente in der Atmnspbsee aus primir attended 


 (positiven und negativen) Elektronen entsteht, so muB man doch die An- 


_ nahme fallen lassen, daB die harte aus der weichen entstanden ist. Denn 
_ dann diirfte sie auch keinen Ost-West-Effekt aufweisen. Es sieht also so 


aus, als wenn die harte und weiche Komponente verschiedene Primir- 
_ komponenten, niimlich Elektronen und Protonen, hiatten. 

Im Jahre 1940/41 publizierten Exmerr [3] und Scuery, Jesse und 
Wo tan [4] die Ergebnisse ihrer Ballonmessungen in grofen Héhen. 
Zweck der Messungen war, den Intensitiitsverlauf der harten Komponente 


_ insehr groBen Héhen zu untersuchen. Wenn namlich die harte Komponente 


eine Sekundarstrahlung der weichen ist, so muB ihre Intensitit zum Rand 


_ der Atmosphiire hin abnehmen. Auferdem sollte man so energiereiche 


vei 


yon 2cm Hg innerhalb einer Strahlungseinheit 


_ der nach der Kaskadentheorie im Mittel ein Elek- 


der Gesamtstrahlung [17] und der Intensitat der 


_ Elektronen vorfinden, da8 aus ihnen diejenigen Mesonen, die man auf 


_ Meereshéhe beobachtet, rein energetis¢h entstehen kénnen. EHMERT wie 


_ScHEtN und Mitarbeiter fanden in Hdhen bis zu 2cmHg weder eine 
_Abnahme der harten Komponente, noch eine merkliche energiereiche | 


- Elektronenkomponente. Dabei liegt die Héhe 2 
I 


der Kaskadentheorie, d.h. der Wegstrecke, auf 


tron bzw. Lichtquant eine Multiplikation durch- 

macht. Es ist daher unmdglich, mit den bis- 
herigen Annahmen den Verlauf der harten Kom- 
ponente in diesen Héhen zu verstehen. ScHEIN, 
Jesse, WoLLAN bezeichneten es als wahrschein- 
lich, daB die einfallende kosmische Strahlung aus 
Protonen besteht. 

Auch die Entstehung der weichen Komponente 
aus primar einfallenden Elektronen wird proble- as 
matisch, da es Elektronen mit E > 10% eV, die 
die Kaskaden auslésen k6nnten, in nennens- 
wertem Umfange nicht gibt. Die Differenz zwi- 
schen der von ProtzeR gemessenen Intensitat MIS 
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Vertikal-Jntensitat 


: : se Abb. 1. Vertikaleinfallende 
harten Strahlung mu8 dann in dieser Hohe  jntensitat der Gesamtstrah- 


(vgl. Abb. 1) durch energiearme Elektronen her- lung und see Kom- 


_vorgerufen werden (E & 5- 10% eV). Man wird 


also zu der Vermutung gedrangt, dafi die weiche Komponente von der 
-harten erzeugt wird, umgekehrt wie friiher angenomen wurde. 
Dieser Schritt ist nun gar nicht so sehr problematisch, denn da in der 


harten Komponente bereits Mesonen nachgewiesen sind, entstehen not- 


wendigerweise durch den Zerfall dieser Mesonen auch Elektronen. Da die 


der Mesonen unter Beriicksichtigung det Kasteceminone an richtee dl 
Intensititsverhaltnis von harter zu weicher Komponente ergibt. Die Unter-— 
suchung dieser Frage wird einer der wesentlichsten Punkte der nach- — , 


folgenden Arbeit sein. 


. 
a 
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2. Physikalische Grundlagen fiir eine Mesonenerzeugung durch Protonen. 


Eine fiir die Grundlagenphysik schwierigere Frage, die jetzt beantwortet _ 
werden muB, ist die nach der Entstehung der Mesonen aus den primaren 


Protonen. Da, wie schon erwahnt, die bisherige Quantentheorie keine 


Prozesse dieser Art kennt, wollen wir uns bei der Annahme von Einzel- | 


heiten von dem experimentellen Tatbestand leiten lassen. Von theoretischen i 


Gesichtspunkten laBt sich vielleicht folgendes anfiihren. Der ProzeB der 
Erzeugung von Mesonen wird einsetzen, wenn Langen von der GréBen- 


ordnung der elementaren Lange /, bei der Wechselwirkung zweier schwerer _ 


Elementarteilchen ins Spiel kommen (HEISENBERG [5]). Die Austausch- — 


bf 


wechselwirkung zwischen zwei schweren Teilchen wird durch das Mesonen- _ a 


feld vermittelt, wobei die Wellenlange des Mesons von der GréSenordnung 


des Abstandes r der schweren Teilchen (Durchmesser der Kerne) ist. Der 
auf das Meson iibertragene Impuls ist #/r, nimmt also mit4/r zu. Bei einem 
kritischen r (= I) wird die Energieiibertragung auf das Meson so groB, 
daB seine Ruhenergie erreicht wird, und das Teilchen, das im allgemeinen 
nur in virtuellen Zwischenzustaénden sehr begrenzter Zeitdauer, fiir die 
der Energiesatz nicht gilt, da ist, existiert jetzt nach Energie- und Impulssatz 
als selbstindiges Teilchen. 

Die Erzeugung mehrerer Mesonen erfolgt nach HEISENBERG gemaB nach- 
stehender Uberlegung. Berechnet man die Wechselwirkung zwischen zwei 
Teilchen wie tblich als eine kleine St6rung im Verhalten der sich gegen- 


seitig nicht beeinflussenden Teilchen, so hat das Ergebnis die Form einer 


Potenzreihe in den Wechselwirkungskonstanten, von der man im allge- 


meinen nur das erste Glied betrachtet (Effekte erster Ordnung). Die hédheren : 


Glieder sind aber bei kleinen Abstanden nicht zu vernachlassigen. Wahrend 


das erste Glied der Entwickiung die Emission und Reabsorbtion eines — 


«y; 


Mesons bedeutet, entspricht das zweite der gleichzeitigen Emission und 


Absorption zweier Mesonen usf. Ist nun der Impuls des stoBenden Protons — 
sehr grob, so kénnen die héheren Glieder der Entwicklung von entscheiden- 
der Bedeutung werden, d. h. daB die Wechselwirkung durch 2, 3 oder mehr > 


Mesonen vermittelt wird, die dann mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit 
als freie Mesonen in Erscheinung treten kénnen. Man kann sich also vor-. 
stellen, dafS es bei sehr hoher Protonenenergie ein gewisses Gleichgewicht 


zwischen der Erzeugung eines energiereichen oder mehrerer energiedrmerer — 


Mesonen gibt. Der Wirkungsquerschnitt fiir diese Prozesse mu8 0 sein 
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- sehr geringe pe. und kann erst merklich werden bei den groben 

F Energien, die in der Hohenstrahlung von Bedeutung sind. Die Grenze, 

~ oberhalb der wir mit einem von 0 verschiedenen Wirkungsquerschnitt fiir 

diesen ProzeB rechnen kénnen, wird etwa 2 - 109 eV sein, das ist eine _ 

Energie, bei der die Geschwindigkeit des Protons nicht mehr merklich von — 

> der Lichtgeschwindigkeit abweicht. Bei geringerer Energie wird an der 

Stelle von o ein Wirkungsquerschnitt o* treten, der fiir den StoB von we 

-schwéren Teilchen aneinander ohne Mesonenerzeugung gilt. Dieser ae 

_ Wirkungsquerschnitt o* muB etwa von der gleichen GroSenordnung sein 
wie o. Ware das nicht der Fall, so wiirden wir mit der Erfahrung insofern 
in Widerspruch geraten, als dann die Protonen mit einer Energie gerade 
unterhalb dieses Grenzwertes noch eine betriichtliche Reichweite hatten 
_(s. u.) und so in der oberen Atmosphire einen sehr flachen _Abfall der harten 
- Komponente bewirken wiirden. Wir kénnen uns diesen StoBprozeB vielleicht 
vorstellen als eine Fortsetzung jener Streuerscheinungen in Richtung auf 
hdhere Energien, die von Tuve, Harstap, HEYDENBURG [6] und Hers, 
_ Kerst, PARKINSON, PLAIN [7] ceperinentell und. von Breit, THAXTON: > o(u em 
- EIsENBUD [8] theoretisch bei Energien um 10° eV untersucht worden sind. a 
Wieweit bei unseren StoBprozessen allerdings bereits die Beriicksichtigung 
der elementaren Lange wesentlich ist, bleibt dahingestellt. — Sind die 
Protonen abgebremst bis auf einige 10° eV, so haben sie in Luft lediglich 
auf Grund des Energieverlustes durch Ionisierung der Atmosphare nur 
eine Reichweite von einigen dm Wasseraquivalent. 

Die Festsetzung o = const. ist im Einklang mit Rechnungen v von HEt- 

_ SENBERG tiber den Ablauf von Prozessen, bei denen die kleinste Lange 
beriicksichtigt werden mu&. Nach HetsenBerG wiirde héchstens, ein An- 

- wachsen von o mit log E oder VE, jedoch nicht proportional E’ méglich 

sein. Wir rechnen nur mit konstantem Wirkungsquerschnitt. Die Erfah- » 
rung wiirde einen energieabhingigen Ansatz selbst in dem angegebenen 
engen Rahmen kaum zulassen. ' 

Die Zerfallszeit der Mesonen der Hoéhenstrahlung ist mit 2- 10~® sec 

- bekannt. Aus dér Theorie des $-Zerfalls kennen wir andererseits Mesonen, 
deren Halbwertszeit 10-8 sec ist. Wahrend die ersteren nach Curisty und 
Kusaka [9] wahrscheinlich den Spin 0 haben, haben die letzteren den 

Spin 1. Es scheint sich also hier um zwei verschiedene Mesonensorten zu _ 
_ handeln, wobei die eine nicht dort beobachtet wird, wo die andere vor- 
_ kommt. Nun ist das vielleicht nicht verwunderlich (von WEIZSACKER [10)]), 
da die langlebigen Mesonen des Kernfeldes, die etwa von einem Proton 
emittiert werden, von einem Neutron wieder absorbiert sind, bevor sie 
Zeit hatten, zu zerfallen und einen Beitrag zum (-Zerfall der Kerne zu 
Jeisten. Andererseits bedingt die kurze Halbwertszeit von 1078 sec, daB 
_ derartige Mesonen in der Héhenstrahlung nicht beobachtet werden k6n- i 
nen, da sie bereits nach Durchlaufen von weniger als 300m (bei einer 
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Energie < 101 ey) in Elektron und Neutrino zerfallen sae Es ste 
nichts im Wege anzunehmen, daB in der Hohenstrahlung auch kurzlebi 
Mesonen eine Rolle spielen. Da wir iiber die relative Haufigkeit des vor ,: 
kommens nichts wissen, ist es eine naheliegende Annahme, das gegenseitig ae F 
Verhaltnis entsprechend den Spinquantenzahlen festzusetzen und | di 
Matrixelemente im iibrigen als gleich zu betrachten. Dann sollten in 
Mittel von 4 entstehenden Mesonen 3 kurzlebig und 1 langlebig sein. 


Neben kurzlebigen und langlebigen Mesonen erfordern energiereiche ~ 
und energiearme getrennte Behandlung. Nach den Versuchen von SCHEIN 3 
und Mitarbeitern [4] muB es in sehr groBen Héhen besonders viel energie- 
arme Mesonen geben, auch wird das Maximum der weichen Komponente | 
auf den Zerfall solch energiearmer Mesonen zuriickgefuhrt. Energiearm _ 
sollen hier solche Mesonen heifen, deren Zerfallelektronen nicht mehr 
nach der Kaskadentheorie behandelt werden kénnen (Eg < 5 Fj; Ey ist 
diejenige Energie, bei der der Energieverlust eines Elektrons durch loni- - . 
sation gleich ist dem durch Bremsstrahlung). — Andererseits bilden die — 
energiereichen Mesonen den wesentlichen Teil der kosmischen Strahlung — 
in Meereshéhe. Aus der Intensitit in Meereshdhe und dem Maximum der- 
Ionisation wird ein Schlu8 auf das Verhaltnis der energiereichen zu den 
energiearmen Mesonen gezogen werden kénnen. Es sei schon hier betont, 
daB mit nur einer Gruppe die Erfahrung nicht beschrieben werden kann, — 
Das liegt daran, daB die aus den energiereichen Mesonen entstehenden — 
Elektronen Kaskaden machen, deren Maximum sich erst in gréBeren i 
Tiefen ausbildet, wahrend die Direkterzeugung vieler energiearmer Teil- _ 
chen ein primitiverer Vorgang mit dem gleichen Endergebnis ist, zu dem ‘ 
aber keine lange Laufstrecke bendtigt wird. ; 


AuBer den bisher erwihnten Mesonen sind in der Theorie der Kernkranteal ; 
gelegentlich neutrale Mesonen — Neutrettos — behandelt worden. Um ~ 
unsere Theorie nicht von vornherein mit vorliufig hypothetischen Annah-_ 
men zu belasten, wollen wir von deren Einfiihrung an dieser Stelle absehen 
und erst spater, wenn es sich als notwendig erweisen sollte, auf sie zuriick-. 


kommen. Unter Mesonen verstehen wir daher im folgenden stets geladene — 
Teilchen, : 


- 


3. Die Annahmen iiber die Mesonen- und Elektronenentstehung. 


Wir machen iiber den ProzeB der Mesonenerzeugung folgende kon- 
krete Annahmen. Wenn ein Proton auf ein anderes Proton oder Neutron — 
trifft, so entstehen n,, kurzlebige und n, langlebige Mesonen, Nn, +N = ne 
und 7, /ng = 3/1. Die Anzahl der Mesonen, die bei einem Elementara 
entstehen, sei eine Funktion der Energie des Protons 


n=n(E,). 


die i Bier isarnis a energiereiche Reso Bir die 
‘iearme Mesonen wollen wir eine einzige Energie Ey, annehmen. Sie -- 
als ein Mittelwert des Intervalls von Uge? bis zu etwa 2-5 Ly zu ver- eat 
stehen. Die letzte Zahl ist der doppelte Wert der oben angegebenen. Elek- ius 
tronenenergie, die zur Erzeugung einer Kaskade mindestens erforderlich 
. Diesen Mittelwert bestimmen wir im Laufe der Untersuchung so, daB 
Maximum der Tonisation durch die Rechnung méglichst gut wieder- 
gegeben wird. 

u Fur die Erzeugung der Mesonen wird Protonenenergie verbraucht. 
Diese Energie sei ein fester Bruchteil der Energie des stoBenden Protons. 
Be peeves wir ihn mit ¢*, so kénnen wir den bisher geschilderten Sach- 
erhalt durch die Gleichung 


| 4 n(E,)- Ey, =*.E, ett ee) 

zusammenfassen. <* und Ey, sind Konstanten. Also ist durch Gl. (3) 

liber die Funktion n (£,,) eindeutig verfiigt. 

_ Wenn bei einem ProtonenstoB die abgespaltene Protonenenergie sich 

nicht auf n Mesonen gema8 der Gl. (3) verteilt, sondern auf eine geringe 
Anzahl konzentriert, so wollen wir in unserer Rechnung der Einfachheit 
halber annehmen, daB dann nur ein Meson die ganze zur Verfiigung 

- stehende Energie auf sich vereinigt. Ein solches energiereiches Meson 


hat also die Energie 


Ey,(E,) =*- Ey. (4) 


Im Gegensatz zu den Festsetzungen des vorangehenden Absatzes ist also 

hier die Energie der entstehenden Mesonen von der Protonenenergie ab- | 
_hangig und ihre Anzahl konstant, wahrend es dort umgekehrt ist. Wenn fe 
die Haufigkeit, mit der diese Energiekonzentrierung auf ein einzelnes 

~ Meson erfolgt, unabhangig ist von der Protonenenergie, so entstehen die 
Mesonen dieser Gruppe mit einem £~’-Spektrum, falls die Protonen ein 
-solches haben. Da wir das E-*-Spektrum fiir die Mesonen auf Grund 
"unserer Erfahrung annehmen miissen, (man denke an die Abnahme der 
Mesonenintensitit mit der Tiefe J in Schichten bis zu 300 m Wasser, die 
nach dem Gesetz T~* erfolgt), kommen wir mit den hier gemachten An- 
-satzen zu demselben Spektrum fiir die Protonen. 

_ Die nicht auf Mesonen iibertragene Energie 


3 | (1—e*) E, =e E, (5) 


-_verbleibt dem stoBenden und dem angestoBenen Teilchen. Uber die Auf- 
~ teilung dieser Energie sind verschiedene Méglichkeiten denkbar. Wir 

 behandeln zwei Extreme. Die eine Méglichkeit ist, daB das Primarteilchen 
_ hoher Energie keinen nennenswerten Bruchteil an das ruhende Teilchen 
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abgibt. Das wird dann eintreten, wenn die Zeit, in ie das Be imarteile 
den Bereich derKernkrafte durchfliegt (groBenordnungsmabig elemen 
Linge dividiert durch Lichtgeschwindigkeit), nicht ausreicht, um ein 
merklichen Impuls zu iibertragen. Berechnen wir diesen Impuls aus der 


Up 
mittleren Kraft und der »StoBzeit", so ist p= — Sr wobei U d * 
ice Potential g?- e—*"/r sein mag. Fiir r ~ lerhalten wir pe = 


2.¢-*T/r)- (1 + l/r) ~ 107 eV. Da E, stets gréfer als 109 eV ist, ist di <i 
ee: ein sehr geringer Didlamaiaask e 


Fiir r > ist dieser Wert noch wesentlich geringer; fiir r</ hangt alle: 
von der Frage ab, wie es hier mit der Giiltigkeit des Potentials bestellt 
ist. In diesem Falle ist es durchaus denkbar, daB eine betrachtliche Energ e- 
iibertragung passieren kann. Es mag etwa das stoBende Proton nach dem 
StoB jeden Wert E mit 0< EF <<E£, mit gleicher Wahrscheinlichkei 
annehmen; die Energie des awe bstolienien Teilchens ist dann ¢E ied 
Wieweit wir uns fiir die eine oder die andere Annahme dofactibidess kén- — 
nen, werden wir erst an Hand betrachtlicher Erfahrungen untersuchen — 
kénnen. In den folgenden Abschnitten werden wir mit der letzten Mon Nee 
lichkeit rechnen. “a 

Im Gegensatz zur Protonenkomponente ist die Energieverteilung bei — 
den Mesonen recht schematisch berechnet. Das ist dadurch bedingt, daB is 
bei der Vielzahl der entstehenden Mesonen unser Verfahren gemaB _ 
Gl. (3) und (4) das einzige ist, was auf einen iibersichtlichen mathemati- — 
schen Apparat fiihrt. Es ist aber auch gerechtfertigt, weil die Mesonen in | 
der oberen Atmosphire, die uns vor allem beschaftigen wird, infolge — 
des Zerfalls groBenteils nicht als Mesonen, sondern als Elektronen in Er- — 
scheinung treten. Wir haben also beim Zerfall des Mesons in Elektron 
und Neutrino noch einmal eine Energieverteilung vorzunehmen. Wi 
setzen hier dasselbe einfache Verfahren des Prinzips der Gleichyerteilung 
an, so daB 

Eg=%-Ey =%-2E, (6) 
wird. Die mehrfache Mittelbildung verwischt die feineren Ziige der ein-— 
zelnen, so daB es fiir die Berechnung der weichen Komponente ausreicht, 
die Energieverteilung iiber das angegebene Schema zu berechnen. ‘a 


4. Energieverlust von Protonen ohne Mesonenerzeugung. % 
~ 


Der Vorgang : a 
Protonen ——> Mesonen —> Elektronen 


reicht, wie wir frither schon erwahnt haben, nicht bis zu beliebig niedrigen — , 
Energien hinunter. Bei Protonenenergien von einigen 10° eV und kleiner | 
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let on keine Mesonen mehr erzeugt. Wir miissen uns fragen, wie diese 
otonen ihre Energie verlieren. In diesem Bereich gibt es nach unserem 
heutigen Wissen den Energieverlust, der durch ZusammenstéBe des Pro- 
to ns mit der Atomhiille und dem Kern zustande kommt. Der erstere wird 
in m allgemeinen zur Ionisation des Atoms, seltener nur zur Anregung 
@ hren. Der zweite, der Durchgang eines Protons durch einen Kern, wird 
einen hoch angeregten Kern hinterlassen. Dieser Energieverlust betriigt 


Protons etwa 1/, des Energieverlustes durch Ionisation. Wir werden daher 
von dem Energieverlust infolge von Kerndurchgingen nicht mehr reden, 
ihn aber in den Formeln fiir den Energieverlust durch Ionisation durch 
einen Korrekturfaktor beriicksichtigen. 


_ Wahrend bei der Bremsstrahlung und dem ProzeB der Mesonenerzeu- 
sung dem stoBenden Teilchen jeweils ein fester Bruchteil seiner Primiir- 
energie entzogen wird, erfolgt hier pro StoB die Abgabe eines festen Ener- 
giebetrages, eben der Ionisierungsenergie. Da die Ionisierungsenergie 
klein ist, verglichen mit den Protonenenergien, die durch diesen ProzeB 
vernichtet werden, mu8 das Proton viele Ionisierungen vornehmen, ehe 
seine Energie bis auf die thermische abgesunken ist. Daher spielt die 
Wabrscheinlichkeit, mit der es ein einzelnes Atom trifft, kaum eine Rolle, 


vielmehr ist die bis zur vollstandigen Abbremsung durchlaufene Strecke . 


naherungsweise gegeben durch v~- A, wobei A die mittlere freie Weglange 


des Protons und v= E,/E; die mittlere StoBzahl ist. E, bedeutet die 


Ionisierungsenergie der Atome oder Molekiile der durchsetzten Materie. 
Man kann also eine Reichweite definieren, fiir die sich bei etwas ge- 
nauerer Rechnung die folgende Formel ergibt (BreTue [11], Biocu [12]); 
vgl. auch EuULER-HEISENBERG [13)): 


——2].—. 
V1+(25) i 


=. ed wird 6 (7) 


} Dabei ist 3 im wesentlichen = £;/, und von der GroBenordnung 2,5 - 10? 
| eV/cm Luft unter Normalbedingungen. Der Faktor 6/7 riithrt her von der 
- Beriicksichtigung der Kerndurchgange. Fiir pe > Mc* geht die Formel 
3 iiber in ! 
Bs 
. 
; 
: 


6 pe-Mc?_ 6, “p. (8) 


was der obigen Abschatzung entspricht. Tabelle 1 gibt eine Ubersicht 
_tiber die Zahlwerte der GroBe 5, wenn man die Reichweite in Luft durch 


4 


cm Hg oder m- Wasser ausdriicken will. 
t 
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auf gleichen Wegstrecken praktisch unabhangig von der Energie des. 
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red .  Tabelle 1. au PS SS tae 
Quecksilber Wasser | Luft (unter Normalbedingunge! ‘a 
cm m oe 


8= 2,8. 107 2- 10° 2,5 - 10% 


° 
Tabelle 2 gibt die Reichweite von Protonen verschiedener Energie in 
Luft, ausgedriickt durch cm Hg und m H,O nach Formel (7) wieder. 


Tabelle 2. 


Erp (in 10° eV) 2 / 1 Ae ee 
a ee oe eae | es 5 1,5 
eta Bien { mH, O | 56 24 | 0,70 0.21. 


Aus Tabelle 2 ist zu ersehen, daB es unméglich ist, den ProzeB der 
Mesonenerzeugung bei etwa 2 = 3 - 10° eV (wie sich spater ergeben wird) 
abzuschneiden und damit gleichzeitig auf den damit verbundenen Energieve 
lust der Protonenkomponente zu verzichten. Denn das wiirde bedeuten, daB — 
alle Protonen praktisch bis auf Meereshdhe hinabgelangen (vgl. [14])._ 
Das ist sowohl mit dem Abfall der harten Komponente in der oberen— 
Atmosphire wie damit unvereinbar, daS man Protonen auf Meereshdhe 
nicht gefunden hat. Wir miissen uns also vorstellen, da8 es auch unter- 
halb 3- 10% eV einen energieverzehrenden StreuprozeB gibt. > 

Im folgenden werden wir den Energieverlust durch Ionisation tiberhaupt 
nicht beriicksichtigen, sondern den Wirkungsquerschnitt o bzw. o* fir 
den StoBprozeB bis zu beliebig kleinen Energien hinab ansetzen. Denn da — 
wir, um den Abfall der harten Komponente richtig beschreiben zu kénnen, 
schon fordern miissen, da ein energieverzehrender Streu- oder StoB- 
prozeB mit oder ohne Mesonenerzeugung mit einem Wirkungsquerschnitt — 
von der GréBenordnung o bis zu ~1/y - 10° eV hinabreicht, wird es fiir den _ 
Abfall der Protonenintensitaét unwesentlich sein, ob wir den Energieverlust — 
und die restliche Reichweite iiber den neuen Elementarproze8 oder tiber 
die Tonisierung nach Formel (7) oder (8) berechnen. Tabelle 2 mag in — 
Zusamimenwirken mit dem spiiter zu errechnenden Abfall der Protonen- 
intensitait die Notwendigkeit fiir die Festsetzung der unteren Grenze fiir 


das Eintreten des Elementarprozesses auf einen méglichst niedrigen Wert 
erlautern. 


I. Teil. 
Berechnung der Komponenten der kosmischen Strahlung. 


Im I. Teil unserer Arbeit wollen wir die verschiedenen Komponenten , 
die die Gesamtintensitét der kosmischen Strahlung ausmachen, nach- 


v echo ae dort die Distans fiir Wirkungsquerschnitt o, Energie 
vel erlust e und dgl. bestimmen. 


a 
wie 


f _ B. Der Abfall der Protonenintensitét in der Atmosphére. 


1. Protonen und Neutronen mit E > ES 


Wit bezeichnen mit H (E£,1) die Anzahl der Protonen an der Stelle | 

nit einer Energie > E. Diese Energie liege oberhalb der durch das ma- 

| a etische Erdfeld bedingten unteren Grenze des Energiespektrums (E,). 
Die ‘Zahl der Protonen zwischen F und E + dE sei h (E,1) dk. Es gilt” 


Cle 


H(E,l) = ii A(EN) aE ; hE = a (9) 
E 
Die Hohe in der Atmosphiate messen wir proportional zur durchlaufenen 
‘N ateriemenge ahnlich den Strahlungseinheiten der Kaskadentheorie. Wir 
-nennen sie Stofeinheiten. Eine in diesen Einheiten gemessene Lange be- 
zeichnen wir mit 1,; 1 = 0 entspricht dem oberen Rand der Atmosphire. 
‘Es ist 


dl = —N (h)-o-dh, (10) 


* 
“% 


wenn wir mit h die Hohe iiber dem Meeresspiegel in cm bezeichnen (eine 
‘Verwechslung mit der Funktion h [E, I] ist wohl nicht zu befiirchten). 
o ist der Wirkungsquerschnitt fiir die Erzeugung der Mesonen durch 
‘StoB eines Protons an einem anderen Proton oder einem Neutron, N ist 
die Anzahl der Protonen und Neutronen in cm’. Da 


N=N, 2" (10a) 
gemaB der barometrischen Héhenformel (y = 7/gos999), folgt 


Feet ae rh. (10b) 


Sap Cop, PLE aaa (11) 
bes oN, to) 

2 Wir fragen jetzt nach der Anzahl der Protonen mit einer Energie >E an 
- der Stelle 1 + d/, wenn an der Stelle 1 H/(£, 1) Protonen vorhanden sind, 


- Diese Zahl ist zu bestimmen nach folgendem Schema: 


H(E,l1+dD=H (£E,)D —dH-(E,) + dH, (,). (12) 


Der Faktor (#/,) riihrt daher, daB das Proton mit gleicher Wahrschein- ¥ 


| XanvHorne Hooaens ase s pei 4 me aU 


Dabei bedeutet dH. (E, 1) wisjeniee Artal tie “bei Durch! aufe 
Strecke d1 einen StoB macht und eine Energie < E erhalt und damit 1 7s 
mehr bei H(H, 1+ dl) mitgezahlt werden kann. Dagegen bedeutet | 
dH, (FE, 1) die Zahl der vorher ruhenden Protonen, die durch den Sto! Bo 


eine Energie > E erhalten. Es ist : 


7. (13) 


, 


Ele 
dH (E,) = 


Das erste Integral erfaBt alle diejenigen Protonen, die eine Enerpie ' ZWi= 
schen E und E/e haben. Denn nach unseren Annahmen (vgl. Gl. (6) ‘a 

behalt das Proton nach dem StoB héchstens die Energie < E’ fiir sich, >: 
Alle Protonen mit E < E’ < E/e gehen also verloren. Das zweite Inte-_ 
gral dagegen umfaBt die Protonen, die vor dem StoB eine Energie E” > Ele 
hatten. Von ihnen geht daher nur ein Bruchteil verloren: Wenn man an 
nimmt, da das Proton nach dem Stof jeden Wert des zur Verfiigung ~ 
stehenden Energiebereichs H’ mit gleicher Wahrscheinlichkeit annimmt, - 
ist dieser Bruchteil E/eE’. 


Entsprechend berechnet sich dH, (E, I) zu 


ace et 


dH, (E, j= {>}. fer. h(E’, I) dl (14) 


lichkeit gegen ein Proton oder ein Neutron st6Bt. In der Halfte aller Falle 
nur ist also das auf hohe Energie beschleunigte Teilchen ein Proton. | 
Fragen wir aber nach der Gesamtzahl der schweren Teilchen, so ist dieser _ 
Faktor fortzulassen. Fiir die Erzeugung der Mesonen ist es natiirlich gleich- 
giiltig, ob das stoBende Teilchen Proton oder Neutron ist. Daher muB — 
fiir diese Rechnungen der Faktor !/, fortfallen. Dieses Rechenverfahren — 
gibt die wahre Protonenzahl nur an, solange das Proton einige wenige — 
St6Be gemacht hat, also in grofSen Héhen. Nach mehreren StéBen wird — 
die Protonenzahl pecii@aRi durch die bei den ersten Sté8en entstandenen — 
Neutronen, die ihrerseits dann wieder Protonen erzeugen. Wir werden 
im folgenden, wenn wir nur an Protonen denken, H’ schreiben. 


Einsetzen von (13) und (14) in (12) und Divisionen durch dl ergibt | 2 
unter Beriicksichtigung von (9) und einer partiellen Integration die Diffe- 
rentialgleichung 


OH (E, 1) : a ee ae bis 
— “Sr = A DAS ae eS tee 
E/e 


Ty > 2 
aA. t = ae re Dhe fore 
pee et + oh Nog : conan 


th ay 
‘ a den te My 365 


i BRED 
a aE! = HE, ys. fax. H(E’,) 2. (45a) 
Els 


Bei dieser Rechnung ist die Annahme gemacht, da die Flugrichtung 
der Teilchen nach dem StoB die gleiche ist wie die des stoBenden Protons, one 
so daB die Teilchenzahl nur als Funktion des durchlaufenen Weges und 
ht auch des Ablenkwinkels betrachtet werden kann. 


: "Wenn man annehmen darf, daB am féuBeren Rand der Atmosphire die gen 
otonen nach einem Potenzspektrum einfallen, so daB man. setzen kann at 


H (E, 0) = Hy: E~, (16) Bat 


so ist die Lésung der Differentialgleichung einfach. Man kann hoffen, mit Ayan pas 4 
diesem Ansatz und dem Zahlwert s= 1,8 die Erfahrung richtig zu be- hpi , 


schreiben, da sich derselbe Ansatz bei der ailteren Annahme primir ein- mr he 
fallender Elektronen gut bewahrt hat. Sa 
_ Fiir den Abfall in der Atmosphire bleibt das Potenzspektrum erhalten: ead 
H(E,1) = E-*.H(l) =E-*.H,.e7*! | (17) Sen he 
iB | Me Win: 

€ eho 
; a={— re ae . (18) ‘ a 


_Gehen wir von der Differentialgleichung (15a) aus, so erhalten wir dieselbe 
Form der Lésung mit einem etwas steileren Abfall in der Atmosphare, der 


sich ausdriickt durch eh 
linc gt, ORS | 18a ; Sa i ‘ 
SEs i+s nea ‘hea 


Dieser steilere Abfall gilt nicht bis zu beliebig groBen | hinab, da hier die 

bei den ersten St6éBen entstandenen Neutronen wieder Protonen machen. yl ee 
Vielmehr wird sich nach einer gewissen Anzahl StéBen (gréBenordnungs- — of 
‘maBig 4—6 St6Ben) die Neutronenzahl mit der Protonenzahl ins Gleich- 
gewicht gesetzt haben, derart, dab 


se . : H (FE, 0=4),8 &; D. (19) 


~ Als Funktion von ¢ betrachtet, liegt a zwischen 1 (¢ = 0, d. h. die gesamte 
4 kinetische Energie der Protonen wird in Mesonen umgewandelt) und 0,29 
= 1, d. h. es werden keine Mesonen erzeugt). Eine Ubersicht tiber die t; 
st “verschiedenen a- und a’ -Werte gibt die nachstehende Tabelle. “3 


’ 


7 aie 


, ma a 0,29 0,58 | 
ne | 0,47 0,69 | 


Aus GI. (17) und (18a, b) folgt fiir die Neutronenzahl in groBen Héhen 


Qfgent! < eal “i 
FEES) a, Be eh eee te 
Sonst ist , t 


H!' (E,D = YH (E, D. | (20a) 


= 


(20) 


2. Protonen und Neutronen mtE< E.. 


Bei einem StoB entstehen, wie wir schon erwahnt haben, auch Proto: en 
und Neutronen, die eine Energie unterhalb des Wertes E, erhalten, und 
somit bei H (E,, 1) nicht mehr mitgezahlt werden. Die Anzahl dieser Teil-. 
chen wollen wir mit Hi» (E, l) bezeichnen. HE (E, 1) bedeutet diejenige 
Zahl von schweren Teilchen, die eine Energie zwischen E und E, aben,. | 
Die Zahl der zwischen I’ und |’ + dl’ entstehenden Teilchen eticoeed ner- 
gie ist 


Pies 


ay He te, 
Es 2h (E'U) dE’. 
Ley € 


Eq@e i. 


ak eh Aue SEG gecko 


wobei E < ¢ E, angenommen ist. Der Faktor 2 riihrt daher, da® auBer — 
den stoBenden auch das angestoBene Teilchen mitzuzihlen ist. Die Wahr-_ 
scheinlichkeit, daB diese Teilchen die Strecke /—I' weiterlaufen und an 
die Stelle J gelangen, ist e~*('—!, wenn wir dasselbe Absorptionsgesetz — 
wie fiir energiereiche Teilchen ansetzen, so daB r 


.. 


4, H* AE, = a 


=e e7 a l= =I) dal’: {fae {dR eS 4 Paewae. al 


Ee 
Die Aufsummierung der Beitrage aus allen Héhen I’ < / ergibt nach Aus- 
fihrung der Integration tiber E’ ve 


He gE i= 2Hy. tee. Bef t—7® sry cme] S428 


oe Pete es . 
> eine entsprechende Rechnng 


HEE y= 2H, L- Co fa a tes i Ee] (E> e8,). (ta) 


iin ee wir + ies Neutronen nicht zu beriicksichtigen, so ist die Halfte M3 
er obigen Ausdriicke anzusetzen. Catt 
z Gemab Gl. (21) pees H* Eo (EZ, J) nur schwach von der Energie der 


Protonen ab. Fiir Hz, (B,D gilt nicht mehr das E-8-Spektrum. Die 
P ro dE entstehende Teilchenzahl ist 


A 


= 


—éH* (E,1) 
WE ya Ee =—24H, ony 


ed j t 
De r Wert ist unabhangig von der jeweiligen Energie der Teilchen, weil. RSAC 
nach dem Sto die Energie gleichmaBig auf die StoBpartner verteilt wird, $85 
= nd alle Teilchen des primaren Spektrums gleichmaBig zu dieser Zahl 
itragen. Sobald dagegen E > ¢ E,, kénnen Primirteilchen mit E,/e > E, 
SE, nach dem StoB nur noch hechtigt namlich entsprechend ihrer nerd 
gie a diesen Bereich hineinkommen. Daher macht sich hier das Primar- . 
Seg ggg bs game Hierfiir ist 


= 


Hott, 1. ga ee one 


seq eo EN 


*  (E,l) = 2H,- (E> oF). (22a) 


Wir wollen die Zahl der schweren Teilchen unterhalb E, vergleichen 
mit der oberhalb E,. Unter Beriicksichtigung der Gl. (17) erat man 


peRty Pot : 
cs Hig (2,4) a1” | os 5 ee Ae IE, tae a re ~ (23) 
Pe H (E,,1) 1+s 1+s8 cE 


-Wihrend Gl. (23) sowohl fiir Protonen wie fiir Neutronen in mittleren 
‘Hodhen gilt, hat man fiir die oberste Atmosphare, in der Protonen und 


-Neutronen noch nicht im Gleichgewicht sind (ea! ae e-%) eine etwas 


_abgéwandelte Gleichung, die wir nur fiir Protonen hinschreiben: ’ 


Hig (EY) a pe wotly Pose Aig ea}: (23 a) 


4+s 1+s  eEo 


Der Wert der geschwungenen Klammer wird in nachstehender Ubersicht 
fiir verschiedene Breiten unter den Annahmen ¢ = 1 und I wiederge- 


one Rory er. cin pata eae 
a to, wie Scat eS eI, x 
hy Pe en eee Gy ae Nees eee * 
ays ’ “ re a4 oF ayy J = ee . 
~% waNhG fxm ee pln ’ 
; ce re! Ne Ses cs Xr 
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ete 
von 1,1- 10% eV, bis zu der herab der Wirkungsquerschnitt fir & 
tonenstoBe wenigstens giiltig bleiben muB, wenn wir mit der cane 


nicht in Widerspruch kommen wollen. 


Tabelle 4. 
[inte | | Tr ee eee . 

' 1 0,60 | 0,53 | 0,44 |. 0,32 | oferom 
Sait a 3/2 | 0,72. | -0,62 | 0,46 |' 0,85 |. 0,43 "a 
; 4 0,64 
E=0 

| 3/4 0,78 


Man ersieht mit Hilfe dieser Tabelle leicht den groBen Anteil, den die — 
Protonen des hier untersuchten Energieintervalles zu der Gesamtzahl 
der Protonen beitragen. Man sieht ferner, daB es keinen grundsatzlichen — 
Fehler bedeuten kann, wenn wir die ProtonenstéBe bis zu beliebig kleinen — 
Energien herab annehmen und dafiir die Bremsung der Protonen durch — 
Ionisation vernachlassigen. Der Fehler ist allerdings breitenabhangig.— 
Wenn wir annehmen, da8 die Naherung die Komponente H* in unseren _ 
Breiten (49°) richtig darstellt, so gibt sie in hdheren Breiten einen zu 


0,46 < 
groBen Beitrag (bei 60° gegeniiber 49° um den Faktor 0.13 = 3,5); am | 


Aquator dagegen berechnen wir zu wenig, und zwar etwa nur ?/3 dessen, ; 
was wir berechnen sollten. Da die Mehrzahl der Untersuchungen, mit 
denen wir uns auseinanderzusetzen haben, in unseren Breiten gemacht — 
worden ist, bedeutet unser Vorgehen eine wesentliche Erleichterung gegen- _ 
iiber der exakten Beriicksichtigung der Tonisationsenergieverluste. Bei | 
der Betrachtung des Breiteneffektes kOnnen wir unschwer den Fehler i im 
oben angegebenen Sinne korrigieren, 
a 

C. Der Verlauf der Mesonenkomponente. a 

Wie wir in der Einleitung bereits ausgefiihrt haben, wird sich die Ges 
samtzahl der Mesonen zusammensetzen aus kurz- und langlebigen Me- 
sonen -einer energiereichen und einer energiearmen Gruppe. Wegen des — 
Spins der Teilchen sollte sich die Zahl der kurzlebigen Mesonen zu der 
der langlebigen bei sonst gleichen Matrixelementen verhalten wie 3 zu 1. — 
Da die kurzlebigen Mesonen, wie wir uns eingangs bereits tiberlegt haben, 
zur harten Komponente keinen nennenswerten Beitrag leisten, haben wir ~ 
nur die langlebigen Mesonen zu beriicksichtigen, die in die energie- A 
reiche und die energiearme Gruppe zerfallen. 
Wir wollen zuniichst die Differentialgleichung fiir die energiearmen 
Mesonen aufstellen, fiir die wir im Gegensatz zu den energiereichen die 
unsere Rechnung grundsatzlich vereinfachende Annahme gemacht hab is 


ippe bei itirer Sec eine feste (mittlere), BAe: 

ulegen sf so daB E ae lediglich mit der vom Teilchen zuriickgelegten 
Wegstrecke variiert (was uns hier nicht interessieren soll), dagegen nicht — 
“yon der Protonenenergie abhingt. 


1. Langlebige energiearme Mesonen. 


An der Stelle 1 gebe es I'(J) energiearme Mesonen. Gehen wir von | 
nach | + dl, so werden wir dort dieselbe Anzahl vorfinden vermehrt um 


_ die Zahl derjenigen, die auf der Strecke dl durch ProtonenstéBe neu ent- 
“ stehen, und vermindert 1. um diejenigen, die auf der fraglichen Strecke | 


zerfallen, und 2. um diejenigen, die infolge Energieverlust durch StéBe 
‘mit Elektronen (Ionisation) aus dem betrachteten Energiebereich heraus- 


kommen. Solange wir uns auf groBe Héhen beschriinken, kénnen wir den 


_ Energieverlust gemaB 2. yernachlassigen. Wir legen also folgende Glei- 
? chung zugrunde: : 


Be eh al = T+ atl | prot-stose — 21 (l)|zertan- (24) - 


Die rN aee durch Prosmnenstibe berechnen wir folgendermaBen: Es 
“sei h(E » ) dk, die Anzahl der Protonen der Energie zwischen E, und 


_E, +4dE,. Dann ist h(E,, 1) dE,dl die Wahrscheinlichkeit, daB obige . 


_ Anzahl nach Durchlaufen der Strecke dl st6Bt. Bei jedem StoB werden 
n (Ep) Mesonen erzeugt, also ist die Zahl der nach Durchlaufen der Strecke 

_ dlvon diesen Protonen erzeugten Mesonen n (E,) - h (E,, l) dE, dl. Davon 
ist der Bruchteil 1/, langlebig, also ist die von. site Protonen mit ESE, 

auf d/l erzeugte Mesonenzahl 


dP ()) | prot. StoBe — (25) ‘4 


=f fn, -h (By) AB, dla 7 sy edt [Eset n(E,) dE, 
Eo Eg 


Das rechtsstehende Integral kénnen wir ausrechnen. Denn es ist ja 
nach (7) 


; n(E,) = et Ep - 


_ Eingesetzt in (25) ergibt sich 
“ oy ; Bin 1 
?. ALO) prot. stote = gi mes 
Zur Abkiirzung fassen wir die Konstanten dieser Gleichung unter dem 
 Buchstaben Q zusammen und schreiben 


Hig iB)": B 5% oF Ms dbo -(20) 


4 
weg 


24* 


LoS Nas 


rs 


oe 


nt 25s 
is 
- ary. 


ied eip ae 


Der Verlust an Mesonen infolge Zerfalls ist 


dt 
AL ()zertan = P(l). - 


wobei dt das Zeitintervall bedeutet, in dem das Meson die Strecke dl 
durchfliegt, waihrend + die mittlere Lebensdauer des Mesons ist. 7 ist na 
der Relativitatstheorie eine Funktion der Energie 


Unter Benutzung von Gl. (10) erhalten wir 


dh dl 


Sth Se INE ie on 


wobei c die Geschwindigkeit der Mesonen bedeutet, die bei unseren ho en 
Energien von der Lichtgeschwindigkeit nicht merklich verschieden ist. 
Da nach den Gln. (10a) und (10b) , 


ist, wird 


Der Verlust an Mesonen ist demnach 


1 Til i an 
dT (Yzertan = ‘<¥. ae Me -di=B’. 4 di. (30) 
a ® 


Damit wird die Differentialgleichung (24) 


gee pa i: a po 
= Qe: - - = . comet) 3h ; 
3 FE . See 
Deren Lésung ist 


; I 
‘ieee r() =@Q,.0 BE Me fr BiEMa  .-@l gj! 
vy ‘ 0 


Der Zahlwert der GréBe B’ ist 1 35 + 10° eV, wobei T>) mit 2 - 10-6 sec ais P 
gesetzt ist, 


4 “ In geringen geomagnetischen Breiten, vor allem in der Umgebung des 
pie Aquators, haben die durch die Primarprotonen erzeugten sekundaren . 
ner schweren Teilchen, die eine Energie < E, haben, zum guten Teil abi ae 


i ~* 


r he hende pesgie um COM marion zu erzeugen. Wenn’ die 
wel si Ma it bis zu dem Wert E,, herabgeht, so ist die Zahl dieser 
4 Peilchen H* he (En: 1). Wir brauchen, um ihre Bedeutung fiir die Mesonen- 

_ erzeugung zu erfassen, nur hf, (EL, 1) gema® den Gln. (22) und (22a) in 

GL (25) an die Stelle von h (EF, “D einzusetzen. Man erhilt dann als Lésung 

der Differentialgleichung fiir die von diesen echuegaren Protonen her- 
1 _rithrenden energiearmen Mesonen: 


- l my ! 
r* (J) si Q*.1 [7 BYE ma -f y BE Mma + 1 ; Poa). eal (33) 
, 0 


* ES -s fette 1 (Eu) 
@ Hy-—3 + ny- Be -[ 4-4 eran (Fe) |. 3a) 


He _ Wir kénnten mit den Formeln (32), und (33) natiirlich auch die Zahl — 


Bass kurzlebigen Mesonen erfassen. Dafiir wiirde die Abkiirzung B’ = Bh, 


den Wert 2 ,7-10" haben. Die naherungsweise Integration von (32) er- 


gibt dann ; 
“Sep 3Q 
Soe Yr, () =——*-— -l.e'. (34), 
, . f nl E Ma 
Der Vergleich mit I () = T,(D zeigt, daB die Intensitaét der kurzlebigen 
Deed 


ee 
: : B,, ~~ 200 
als die der langlebigen; fiir mittlere HOhen und darunter ist der Faktor 
_ noch kleiner. 


_Mesonen fir gréBte Hohen etwa um den Faktor geringer ist 


- 


2. Energiereiche Mesonen. 


Wenn die fiir die Mesonenerzeugung abgespaltete Protonenenergie 
sich nicht auf mehrere Mesonenverteilt, sondern auf ein Meson konzentriert, 
- bekommen wir die energiereichen Mesonen. Bei e* = 1/, z. B. wird also 
_ die Mesonenenergie £,/4. Die Wahrscheinlichkeit einer solchen Energie- 
_ konzentration wollen wir durch den Faktor g bezeichnen. Diese Prozesse 
anzunehmen hat Sinn nur bei Protonenenergien oberhalb etwa 10 / j/e* 
es 4,5-10% ev bei <* = 1/,). Die unterhalb dieses Wertes entstehenden 
 Mesonen wollen wir zu den energiearmen zahlen. Daher kann man die 
riicksichtigung des Faktors g bei den energiearmen Mesonen im all- 
Be icaen vernachlassigen. Andererseits ist es zum Verstandnis des Breiten- 
effekts auf Meereshéhe, der nahezu konstant ist [18] (vgl. Abb. 2), not- 
wendig, daB Mesonen der Energie von 2-109 eV, die gerade ausreicht, um 
die Atmosphiare durchdringen zu k6énnen, im wesentlichen von Protonen 
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lediglich von langlebigen Mesonen, miissen aber beriicksichtigen, daB 


G ¢ sane ir bet * 
“Kant-Htse Hex me iba oe 


Pee 


mit einer Energie > 17 - 10° eV erzeugt seh slalpiramiai 
héhe mit zunehmender Breite keine Zunahme der Intensitat der hi 
Strahlung feststellen, so folgt daraus, daB von den bei héheren Breiten 
mehr einfallenden energiearmeren Protonen keine Mesonen dieser ge , 
erzeugt werden. Aus dieser Uberlegung ergibt sich allerdings, daB e* nicht — 
mehr als 1/, bis 1/, sein diirfte. 
Wie weit dieses Ergebnis von — 
weiteren Erfahrungen gestiitzt 
wird, werden wir in spateren — 
Rechnungen sehen (vgl. Pro-— 
tonen II, S. 392 dieses Heftes). 
uy In der Gruppe der energie-— 
‘00'S Wa 0° aN reichen Mesonen kénnen wir die 


Geomagnerische Breite . . z ‘ 
‘ . kurzlebigen Teilchen nicht mehr 
Abb. 2. Breiteneffekt auf Meereshohe nach 


MILLIKAN, NEHER und SMITH. ‘vernachlassigen. Denn bei ge- — 
c niigeyder Energie kénnen sie — 


ohne weiteres die ganze Atmosphare durchqueren und auf Meereshdhe ~ 
zur Intensitat beitragen. Wir reden bei der Ableitung der Kiirze halber — 


dieselben Uberlegungen’ auch fiir die kurzlebige Gruppe gelten. 


Nach im Prinzip gleichen Uberlegungen wie im voranstehenden Ab- 
schnitt ist die Zahl der zwischen / und | + d/ entstehenden langlebigen — 
energiereichen Mesonen der Energie zwischen E und E + dE 


d, g) (Z, prot. StoBe * dE =< Wet ay h(E, l) dé, dl. (35) 


Die Zerfallswahrscheinlichkeit ist 


ne tary ai | e 
4) 8 (Fs Yzertan > dE = B .- On -dE. dl. (36) — 


Der Energieverlust infolge von Sté8en mit Elektronen ist 


d, g, (E,D 


Ionis. dE = — 


dl Re keene (67) 


» 


Fir hohe Energien kénnen wir in hier ausreichender Naherung (a d i 
Tonis 


gleich der schon friiher benutzten GréBe 3 setzen. Wir gewinnen also fiir 
& (E, 1) die Differentialgleichung 


: Dieeningechun fithren wir munichst die Sub 


PER Ey 
ae (39) 
- dutch, tase wird 2 aus (38) 


8a (n, aes 
ex 
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| Wir setzen Se B. Die Py eee von (38a) ist 
‘Tne 


ALS 
+ 


‘Bei der Auswertung des Integrals haben wir zu unterscheiden zwischen 
4 ¥ Protonen mit E> E, > E, und solchen, fiir die E, > E > E, ist. Fiir die 
p  letzteren ist die Rankaisd a zu ersetzen durch he gemaB Gl. (22a). Die. 
 Protonen der Gl. (22) tragen hier nichts mehr bei. Wir setzen zunachst h- 
ein und kehren gleichzeitig zu den alten Variablen zurtick. Es wird dann 
Bex: Zus 


= Rae | Ss) (9, A) <i o 


+ PB é ae 

ma -{ §\-s-1 PEEVES 

< pe ig aid ene ee ta 
ee [eer 08 (Esra) T+ E/6 edi 
i 9 a : 
mit A* wird 

Pas 8 \-s-1 E\i +E 

ef ED= SK 2H, - 2: (+) 2. (=) Be tens) COBY. 
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 Fiir die kurzlebigen Mesonen gelten dieselben Formeln mit dem Faktor 
ed statt 1/, und einem zweihundertfach vergroBerten B. 

Die Gleichungen gelten nur fiir solche Energien, bei denen die Me- 
-sonenzahl eine Quelle in den ProtonenstéBen hat. Besteht diese Quelle 


nicht BS le d. h. ist E gh -E,, so ist in der Differer 
das erste Glied der rechten Seite fortzulassen. Die Lésung 
ist dann 


der estgle 


ge (E, D=¥ (+4) : Pale 


Darin ist (5 + 1) eine willkiirliche Funktion des angedeuteten Argu- 
ments, die so zu bestimmen ist, daB die beiden Darstellungen (40a) 
(41) fir E = e* EL, ineinander iibergehen. Die Funktion heiBt 


yeehee Hele ieee 5S ay 


are Bam hee , NS aS 
[es [ t+e* E,/6 e* Ey +i—1) 1+e* E,/d 
¢ ; ) 


0 


Die Funktion y* fiir den AnschluB an g* ist entsprechend zu bilden. 


~Das Spektrum dieser Mesonen ist im allgemeinen kein E-*-Spektrum, 
Wenn jedoch £/§ >>1 ist, so kann man die Integrale naherungsweise aus i 
fiihren. Man erhalt dann fiir (40a) m 


g (E, 1) = fess Hy- tee a) 


‘> und daraus 


GE) <9. (Z)* Lent, 


d. h. wir erhalten fiir G (E, J) in dieser Naherung ein E-’-Spektrum. An — 
der Erdoberfliche ist |= 14, wenn wir fiir ¢ 2,2- 10-26 em? ansetzen 
; Der auf die StoBeinheit bezogene Wert von § ware 1,4 - 108. Wir kénnen 
also nach unserer Rechnung den Ubergang in ein E-’-Spektrum erwarten- 
fiir Mesonen mit einer Energie > 2 - 10° eV. — Man mége beachten, da bei 
“as so hohen Energien die Intensitat nicht mehr von der Zerfallszeit abhangt. 
Ai Die Gré8e B tritt in Gl. (42) und (43) nicht auf. Daher haben wir diese 
fs Gleichung fiir die Gesamtzahl der Mesonen (also kurz- und langlebige _ 
i zusammentassend) angeschrieben und den Faktor 4/, gestrichen. Vara 


ao Fir das entgegengesetzte Extrem E/$<1 folgt aus Gl. (41) und (41a) 


eine spektrale Verteilung mit positivem Exponenten fiir E : g~ El+ i A 


ct : pee zunehménder Bnergié an. “Und Pa ist 
r Anstieg um so Radher: je gréBer | ist. Die Intensitit als Funktion 
de - Teilchenenergie fulhrt also iiber ein Maximum, das in Meereshdhe 
ch Ausweis von Messungen unterhalb 2+ 10% eV, in5-6kmHéhe unter- 


b 1+ 10% eV liegt (vgl. Abb. 3). Das ist qualitativ in Ubereinstimmung 
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“Abb. 3. Mesonenspektrum in 5-6 km H6he und in Meereshdhe sate SCHEIN; |WOLLAN” "(= a0u 
a und GROETZINGER [23]. TWital 
- . ; 
_mit unserer Rechnung. Um Naheres aussagen zu kénnen, miissen erst die 
noch unbekannten Parameter unserer Hypothese naher festgelegt werden. > 


x 
er D. Die weiche Komponente. 


1. Elektronen aus energiereichen Mesonen. 


ee _Soweit die Elektronen Abkémmlinge der energiereichen Mesonenkom-  * 7 

_ponente sind, sind sie, gleichgiiltig ob sie aus kurzlebigen oder langlebigen __ 
__ Mesonen entstanden sind, Ausgangspunkte von Kaskaden. Wenn zwischen 
‘i und I* + dl* diy k(Ex, I*) dE Elektronen der Energie zwischen E x 
und Ly +d£,x entstehen, so finden wir an der Stelle | unterhalb /* ein 
- gewisses Vielfaches v (Ex, |—I*) der obigen Zahl vor. Dieses’ Vielfache 
ist durch die Kaskadentheorie bestimmt. v (Ex, |—I*) gibt an die Zahl 
der Elektronen, die aus einem einzelnen Elektron der Energie zwischen 
Ex und Ex + dE x infolge Bremsstrahlung und Paarerzeugung entstan- 
_ den sind. Ex ist also gleichbedeutend mit dem gesamten Energieinhalt der 
_ Kaskade, worauf der Index K hinweisen soll. 


¥ Wenn wir nach der Gesamtzahl der Elektronen an der Stelle / fragen, 
so haben wir zu beriicksichtigen, daB der Ausgangspunkt der Kaskade 
_(I*) jeder Wert zwischen 0 und / sein kann. Es ist also die Zahl der Elek- 
tronen, die i in Kaskaden mit dem Energieinhalt zwischen Ly und HL, +d x 


, 


J 1 4 om, * ; ay ie 
IBqs1) AB = far ry 1) dB En Ik ES 


? 


1* =0 


Die Gesamtzahl der Elektronen ist dann 


ro=f teed dE x. 
tay 


Die Minimalenergie, die in dem Integral (45) als untere Grenze ar 
setzen ist, ist ~ 5 E,. a 

ae. "Fir den Fall der Elektronen aus kurzlebigen Mesonen i ist entsprechent d 
i: Gl. (35) 2 


2E 2E ae: 
aa i) -e oF fi dit. a 
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dix k, (Ex, 1*) dE, = > 


Wir setzen (46) in (44) ein, fiihren I’ = 1—/* als neue Variable ein in 
Bey of erhalten unter Beriicksichtigung von (9) und (17) als Beitrag der Protonen 
Stas mit H > E, 


~ 


* A 
(47) 


I ni ~ ibs 
eres 2E 2 Fe ‘ aa 
=F 95Hy-(-s4} a ABE were -V(E,, ty) dt 


~~ S 
0 7. 
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und mit (22) und 22a) fiir den Beitrag der Protonen mit E < E, 


fil(Ep hak, = 


l : 2E 
fer 


. Bei aoe 
etl!) .v (By, l—U) ald ct 


l’=0 


eh Fiir die Schauer- und Kaskaden-auslésenden Blektronen: haben wir get F a 


ate (3) wieder ein E-S-Spektrum. Um bei der Berechnung der Funktior 1 

Bint v (Ex, U) nicht abhingig zu sein von der Wahl des Wirkungsquerschnittes 
Bio fiir die ProtonenstéBe, transformieren wir die Integrationsvariable auf 
Phet Strahlungseinheiten t der Kaskadentheorie. Es sei ee. 


ak 


‘ 
al 
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'=eat, (49) 


fen sp oretty 


tee x Ut 


e der Kossehen sin vb] me : 


ie e Wed fiir eine rWreganreehans in g Padiotenstadenheiten gemessen, 
ist das o- 1 facke des Zahlwerts fiir dieselbe Wegstrecke in Strahlungsein- 
heiten grapes Gl. (47) wird dann 


PS r { s 
Tk Ex |) dEx = — . : ; . (47.8) > Mela 
ie Saas 2E,-\-s-1 2E - Se 
‘Sy ‘ same eed ea ees . rt ie set, ge. eat, v(E x, t) dt is Loe 
$ ; - gi 


A (48a) entsprechend. : ‘ aN 


_ Wir wollen ein Bild von der Berechnung der Elektronenkomponente 
chen mit der Absicht, dem Leser sowohl ein Gefiihl fiir den Gang der 
_ Rechnung zu vermitteln, wie um zu zeigen, daB mit diesem Mechanismus 
das Maximum der Ionisation unter keinen Umstinden in der richtigen 
_ Hohe in der Atmosphiire beschrieben werden kann. Wir wollen die Elek- 
‘tronenintensitat auf Grund der Gl. (48) berechnen fiir eine Breite von 3°. eee: 


Wir begniigen uns damit, drei Werte Ex herauszugreifen und dafiir nae 
CE x») zu berechnen. Diese Werte werden ausreichen, um hernach die — ates 
Integration iiber (EZ x,1) graphisch ausfiihren zu kénnen. Wir wahlen POWs": 
die Werte 101°, 5- 10° und 1,7-10%eV. Wir nehmen ferner an, daB die ey 
_ Protonen bei einem StoB 1/; ihrer Energie auf die Mesonenerzeugung ver- ae 
- wenden (<e* = 4/;). Den Wirkungsquerschnitt nehmen wir an mit o =2,2° i 
10-26 cm?, d. h. « = 0,6. Zunachst ist v.(E x, t) zu berechnen. Das geschieht ee 
- mit Hilfe einer von Lanpav und Rumer aufgestellten Tabelle [15]. Dann Peles 
‘kénnen wir das Integral iiber ¢ ausfiihren. Die Grundlagen gibt Tabelle5 
wieder. et 
Tabelle 5. pete) 
=F; t ° 2) a [ie [is ||| 2 25 | 30 35 
} : t 
c i | 
, aat_ ot/3)1 1 95 3,84 | 7,42) 20,2) 54,8] 149 | 788 |4150|2,20°104)11,7-108 
a a y ° |1/ 23,7 31,0) 20,4, 6,3 1,5) 0,28) 0,015 
tT j F et 
SOR Ri he 1 46 | 119} 151} 127) 82{ 42}. 11 3 
4 oF v 1) 44,2 | 91,2 |, 80,3) 35,4 10,4) 2,59) 0,177 
ie ; 
BS 51 ye 11) 86 | 350 696) 716) 572) 386| 139 | 39| 9 
of : iA ORS SEAR TCE RE aes I re 
~ sol”. A] 88] 58 176| 98) 33/ 9,2 | 0,69, is 
| veel® |} 128 | 599 1206| 19901908 1368) 547 | 182} 53 12 + 
aw } i] 
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Das Ergebnis der aa ninco ‘t sow e de G 
fiir die Integration tiber / und deren Ergebnis gibt die nic ste : 
wieder. Die Energie messen wir in 10° eV. : 


Tabelle 6. 


} . 
B,| l | 1,8 / 3,6 | 5,4 . ) 


9 | 24 7 
0,056 8,2-10 4,6-10~ 6,8-107 


101 eal Sh ) 143 10,8 
hoes .dt ihe 0,18 <i 0,23 |1,7-10° 2,6-107* 
¥" } } 

I dE, Ej —s-] eT bye Pa tad 12 io 9,5 
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Der Faktor, mit dem die letzte Zeile der Tabelle zu multiplizieren ist, da-_ 
mit man die Elektronenzahl F, erhalt, ist 


h ges: (<.) °- M0 = 0,81. 107° .q. Ho. 
Wir haben dieselbe Rechnung noch fiir andere Wirkungsquerschn te 
ausgefiihrt. Das Ergebnis ist in der Abbildung 4 wiedergegeben. Zum Vet 
gleich ist die von Bowen, MILLIKAN und NEHER bei 3° gemessene Gesamt- 
ionisation eingetragen [16]. Die Kurven sind so normiert, daB die Intensi-— 


titen am Maximum die gleichen sind. Man sieht die betrachtliche Abwei- 
chung von der gemessenen Gesamtionisation deutlich. Da deren Maximum 


be C der eres ie oh 


; CSUR a Ra b ae 
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rster Lin aes ee re wird , folgt, daB der hier pelindeies 
chanismu der oe eaacai nicht der richtige oder nicht der 
e sein kann. Wir wollen uns dieses Ergebnis durch eine grobe Ab- 
tzung noch einmal verdeutlichen. Das Maximum einer Kaskade, die 
= einem Elektron mit E x = 1,7 - 10% eV ausgelést wird, liegt bei etwa 
4 Strahlungslingen, das sind 13 cm Hg. Bereits dieser Wert liegt unter- 
) des gemessenen . Jonitatigesmaxirnums: das bei 8cm Hg liegt. 
nn also ein Elektron 
der obigen Energie, aus 
dem Weltenraum kommend, 
er echt unsere Atmo- 4 
s phiire durchsetzt, so lage 
as Maximum der von ihm 


ae gelésten Kaskade bereits 8 

tiefer als beobachtet wird. $ . 

Eine Heraufsetzung des ay " 

-Maximums erfolgt, wenn & ; 
wir beriicksichtigen, daB 4 = 


die Elektronen nicht nur 
vertikal, sondern aus allen 
Richtungen auf die Atmo- 
sphare auftreffen. Aber man 
erkennt aus dem Ver- 0 2 ~»=6 «30 wm 50 ~~ cma. asap 
"gleich der beiden hier an- a 


Abb. 4. Lage des Maximums der Ionisation fiir ver- 
-gegebenen Zahlen, daB bei  schiedene Wirkungsquerschnitte unter der Voraus- 


setzung, daB die weiche Komponente aus energie- 
den Protonenstofen energie- reichen, Kaskaden bildendenElektronen hervorgeht. 
armere Mesonen, als wir 
hier annahmen, entstehen miissen, denn die Produktion der Mesonen 
-erfordert schlieBlich auch noch eine Strecke Wegs in der Atmosphare, 
die von der Gr6éBenordnung einer Strahlungslange ist. In der nachfol- 
-genden Tabelle geben wir eine nach dem angedeuteten Schema abgeschatzte 
Lage des Ionisationsmaximums fiir verschiedene Wirkungsquerschnitte. 


bei vertikalem Einfall der Protonen fiir Breiten in der Nahe des Aquators. Beko t9:) 


i Tabelle 7. 
; ke ; 
on roan | Weegstrecke | Weegstrecke bis zum 


bis zum Maximum | Tonisationsmaximum 
d. Einzelkaskadein | 
in 


> G: 10% eines kurzl. Mesons 
Strahlungseinh. t | in Strahlungseinh. ¢ cm He 


(=Elektr.) in 
Srahlungseinh. ¢* 


4 7,4 25 
4 5,7 19 
4 4,6 15 
1 4,1 13,5 
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ration kénnen, und in solcher Zahl, daB die Elektronen ein Vielfach 1es 


“armer sind als die oben betrachteten- 


. der Elektronen mit der Ausgangsenergie zwischen Ex und Ex + dEx 
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apt 
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7 3 ion ae » . 
Ein Gebdleich der letzten Spalte der Tabelle 1 mit icores exakt en | 
nung ergibt befriedigende Ubereinstimmung. Wir sehen also, daB ara 
arme Mesonen entstehen miissen, wenn unsere Vorstellung von d ae 
primiren Protonenkomponente iiberhaupt richtig ist, und zwar so energie- ; 
arme, daB die aus ihnen folgenden Elektronen keine Kaskaden mehr 


der Kaskadenelektronen ausmachen. Zwar kénnen wir nicht die energie- 
reichen Teilchen ganzlich streichen; denn dann gabe es in Meereshohe ne 
keine Héhenstrahlung mehr. Aber sie werden nur zu einem geringen B ch=. 
teil entstehen, einem Bruchteil, der so beschaffen sein mu, daB das Maxi- 
mum dieser Komponente bei der Gesamtionisation nicht mehr als solches 
in Erscheinung tritt. Ein Priifstein fiir diese Annahmen wird es sein, ob die ~ 
Intensitat in Meereshdhe in der richtigen GréBenordnung herauskommt. 

An dieser Uberlegung andert sich nichts, wenn wir die Elektronen 
gemaB der Gl. (48a) hinzunehmen. Denn da diese Elektronen aus Protone: 1 
entstehen, die im Mittel mindestens 2 Strahlungslingen zuriickgeleg t 
haben, riickt das von ihnen gebildete Kaskadenmaximum in gréBere Tie-_ 
fen hinab, selbst wenn man beriicksichtigt, daB diese Elektronen energi a 


In derselben Richtung geht auch der Beitrag der aus langlebigen Me % 
sonen entstehenden Elektronen. Dafiir ist (vgl. (36) und (47)) 


g(2E,,l a 
dj« k, (Ex, 1*) dE, = B oe -d2E,.dl*. (50) 


Unter Beriicksichtigung der Kaskadenmultiplikation ist die Intensitat 
* 
l 
B g (22 ,; t*) 
fim DAE = AB. [ dys SOE v(t). My 
‘ ; 

I*=0 


2. Elektroner aus energiearmen Mesonen. 


Wir berechnen zuerst wieder die aus kurzlebigen Mesonen entstehenden — 
Elektronen. Die Energie dieser Elektronen ist so klein, da& wir die Aus-_ 
lésung von Sekundirelektronen durch Bremsstrahlung vernachlassigen 
konnen. Da wir fiir alle Elektronen bei ihrer Entstehung die pleiche 
Energie annehmen, werden sie alle die gleiche mittlere Reichweite tp 
haben. Alle Elektronen also, die etwa bei 1= 1, existieren, werden bei : 


l=) +p gerade nicht mehr mitzuzihlen sein. Dieses einfache Verfah- 
ren gestattet uns, ohne Annahmen fiir eine schwerfallige Rechnung zu 
machen, das theoretisch berechnete Maximum der Ionisation, fiir das 


ese e Zahl ist in ort zu (25) und 26a) 
a ees , () = 22 — eh, (52) 


Um die an ae Stelle 1 (l >I) tatsichlich existierende Blebtranenzahl 
zu finden, ist nun die Zahl der abgebremsten Elektronen abzuziehen. 


®, (y=? 4 anaes i Fadi Qt). — (53) 


» = Ie aan ee) 


®, (l) —®, (l—1,) fir 1 > Ip. 


a2 Se fis: Elektronen aus langlebigen Mesonen verfahren wir ganz ent- 
i 'sprechend. Es ist 


Poa 
© om £ fia ; (55) 
poemens fi fiir 1< lp 3 . 
re (56) 
a ®(1—1,) fiirl > lp : 
ean ao fiir 1<1 
ME ®, (I) = ices Z (57) 
me ©,—G,(/—},) fiir 1 > Ip. 


Das Ergebnis der obigen Integration (55) 14Bt sich ausdriicken durch — 
ee. @,() = 5, () —T(). (55a) 


Den Beitrag der Protonen mit EF < FH, berechnen wir entaprerhend.d dem 
Z “big Vorgehen tiber 


oF w=" are -[1—e7™ (1 +a1)] | (58) 


nt 


Deh We ee toe he 
“yt oF Nae | 
® () = 5 OF wT (I). 


Die Cléichengen (55a) und (59) sind anschaulich leicht zu verste 
Wenn Protonen stoBen, so erzeugen sie kurzlebige und langlebige Mesarial 
im Verhiltmis 3:1. Wiirden diese Mesonen nicht zerfallen noch sons 
irgendwie verschwinden, so wiirde ftir jede Stelle / gelten, daB 37, =T, 
Nun zerfallen die kurzlebigen Mesonen sofort. Wir haben also fiir : 
die gleiche Elektronenzahl ®, zu setzen. Die langlebigen Mesonen sine 
nach Durchlaufen einer Strecke 1 zum Teil zerfallen und treten als ®, i s 
Erscheinung. Daher ist T, zu ersetzen durch T + ®,, so daB wir die Be- 
ziehung 3 (I’ + ®,) = ©, erhalten. Die Betrachtung setzt voraus, d a8 ;, 
die Mesonenverluste durch Ionisation vernachlassigbar sind. 


‘IL. Teil. 


o 


Vergleich mit der Erfahrung im oberen Teil der Atmosphare. 


z 
E. Vergleich der berechneten Intensitat mit der Pfotzer-Kurve und den 


Messungen iiber die harte Komponente. —— 


Wir haben im I. Teil die Formein fiir die Intensitaten der verschiedenen ‘ 
Teilchensorten abgeleitet. Wir werten hier die abgeleiteten Formeln fiir .. 
: den Fall einer geomagnetischen Breite von 49° zahlenmafig aus und ver- 

oa gleichen das Ergebnis mit der bei dieser Breite von Prorzer [17] auf- 
genommenen Kurve der Vertikalintensitat. 

Als Wirkungsquerschnitt setzen wir fiir einen ersten Uberschlag o= 
3,6 10-°6 cm? ein. Ferner nehmen wir an, daf die Energie fiir die Meso 
erzeugung so gering ist, daB sie bei der Protonenenergie vernachlassigt 
werden kann. Der oben angegebene Wirkungsquerschnitt zeichnet sich 
dadurch aus, daB fiir ihn in Luft die StoBlange gerade gleich der Strah- | 
lungslinge fiir Elektronen ist. Die Intensitaét messen wir in Vielfachen von — 
H+ Ey. Bei allen Kurven vernachlassigen wir den Energieverlust durch 
Ionisierung der Luftmolekiile. Wir kénnen das, da wir uns mit unseren — 
Borete ot auf den oberen Teil der Atmosphare beschranken. dye 

In Abb. 5 vergleichen wir die Prorzerkurve mit der Funktion [eal 
in willkiirlichem OrdinatenmaBstab. Man erkennt sofort, daB die ProTzER- 
kurve im wesentlichen proportional zum Abfall der Kurve ®, ()) wird, wenn — 
man die mittlere Reichweite der energiearmen Elektronen zu | r= 2,5. - 
annimmt; die Energie dieser Elektronen liegt um 4 Ey = 4,5 + 108 eV. 

Mit diesem Ergebnis ist die Annahme, daB man den Energieverlust — 
zur Mesonenerzeugung bei der Protonenkomponente vernachlissigen — 
kénnte, nicht vertraglich. Denn die mittlere Mesonenenergie ist gleich — 
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d fe) ppelten mittl teen Radics natenced 
vi uns nun vor, daB ein Proton von 8,1 - 
“ sollte, so bedeutet das, daB nahezu ein Drittel der Protonenenergie auf die 
ee tients libergeht. Das ist keineswegs vernachlassigbar. 
_ Wir werden daher eine neue Annahme machen, und zwar so, daB die 
Protonen 1/, ihrer jeweiligen Energie auf die Mesonen libertragen., 
ann wird bei Ey, = 9-108 eV 
-n(E4) = 0,86 (also nicht jeder a 
_ ProtonenstoB mit der Energie Ey, 
_ schafft ein Meson), und a wird 
- gleich 0,58 (statt 0,29). Die Kurve _ 
_®, (e) steigt wesentlich steiler an 
und fallt auch sehr viel steiler 
wieder ab. Das ist mit der 
Prorzer-Kurve im Einklang, 
wenn man den Wirkungsquer- 
__schnitt o verkleinert, was bei fest- 
gehaltener Abszisse in StoBein- 
heiten zu einer Zusammenstau- G5 
chung der Protzer-Kurve fiihrt. 
Wir reduzieren den Wirkungs- 
-querschnitt auf 2,2 - 10-?6 cm? 
und geben in Abb. 6 die ver- 
_ schiedenen Komponenten der 
theoretischen Betrachtung wieder. 
_ Zum Vergleich mit der Erfahrung 
_ tragen wir die von ProTzeER ge- 
_messene Gesamtintensitat der 
_ Vertikalstrahlung und die entsprechende Intensitat der harten Komponente, 
die von ScHEIN, JeEssE und Wo LLaAn [18] bestimmt wurde, in die Ab- 
bildung ein. 
Die Reichweite der energiearmen Elektronen ist mit |, = 1,51= 2,5% 
angenommen. Mit diesem Wert schmiegt sich die berechnete Gesamt- 
_intensitat der Protzer-Kurve gut an. Man sieht, daB diese gute Uber- 
einstimmung ganz ohne Beriicksichtigung der Kaskadenelektronen be- 
friedigend méglich ist. Die prozentuale Abweichung der gerechneten 
_ Kurve gegeniiber der gemessenen — soweit man von einer solchen tiberhaupt 
‘eden will — ist am gréSten in Héhen unterhalb von 25 cm Hg. Wir er- 
wahnen das, weil eine solche Abweichung durchaus zu erwarten ist, denn 
die energiereichen Teilchen, die Kaskaden auslésen kénnen, sollten zu 
_ einer Verstarkung der Intensitat in einiger Tiefe auf Kosten der héchsten 
- Schichten fiihren. In diesem Zusammenhang erscheint uns der von ProrzER 
bei ungefahr 30 cm Hg gefundene Buckel im Intensitatsverlauf sehr plau- 
25 
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Abb. 5. Wiedergabe der Struktur der PFOTZER- 

Kurve durch Superposition von zwei Exponen- 

tialfunktionen und der Absorptionskurve der 
Primaren. 
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-chendes gilt fiir die harte Komponente. Um nicht alle Parameter auf ein- ; 
mal variabel zu haben, wollen wir vorerst die bisher angenommene Ener. 


-sprechend der angenommenen Energie von 4,5-10%eV nicht variieren, 


irk ei 4 
sibel, denn er kénnte gerade durch die Kadtsiareleionel! ; edingt se ns 
Seine Lage stimmt gut zu unseren Rechnungen hieriiber (vgl. Tabe e3).- 

Bei der harten Komponente haben wir eine gute Ubereinstimmung 
zwischen unseren Ergebnissen und den Messungen von Eamert [3] u 
ScHEIN, JESSE, WOLLAN [4]. Sie ist bei festgehaltenem ¢ und a ein 
MaBstab fiir die Festlegung des Wirkungsquerschnittes. Das berechnet 
Maximum ist in den Messungen nicht gefunden. Es liegt gerade an der 
héchsten Stelle, die die Ballone der Autoren erreicht haben. Im iibrigen— 
ist unser Maximum im wesentlichen bedingt durch die beim Primarstof — 
entstehenden energiearmen Protonen, iiber die unsere Annahmen am_ 
unsichersten sind. Daher ist dieses Maximum in Form und Héhe, ja iiber- 
haupt in seiner Existenz nicht unmbedingt charakteristisch be ef re 
Theorie. > 

Wir wollen nun die Genauigkeit, die unserer Angabe fiir den Wirkungs- — 
querschnitt beizulegen ist, diskutieren. Die Grundlage dieser Diskussion — 
ist die Tatsache, daB die Lage.des Maximums der Protzer-Kurve mit. 
der Lage des Maximums unserer Kurve ®,(e) zusammenfallen m 
AuBerdem mu die Héhe des theoretischen Maximums der Gesamtion 
sation sowie dessen Abfall in Einklang mit der Erfahrung sein. Entsprat 
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gie der Mesonen Ey,, beibehalten. = 

Wir kehren zunichst zu unserer friiheren Annahme ¢ ~ 1 zuriick. — 
Allerdings sind die Rechengrundlagen in der Form des Ungefiahr-Gleichen — 
fiir die jetzigen Zwecke zu schwammig; wir verscharfen sie daher zu der — 
Annahme ¢ = */, (a= 0,44). Da wir die Reichweite der Elektronen ent- 5: 


ist als Wirkungsquerschnitt o = 3,6 - 10-°* cm? zu wahlen, damit theore- 
tisches und experimentelles Maximum an dieselbe Stelle kommen (Abb. 7). 
Die Ubereinstimmung ist nicht so gut wie bei ¢* = /4,¢ = 2,2 - 10-26 cm?. _ 
Wenn trotzdem gréBenordnungsmabig die berechnete Intensitait mit der 
ProrzeR-Kurve tibereinstimmt, so liegt das daran, da® der durch die 
geringe Energietibertragung auf die Mesonenkomponente hervorgerufenen 
kleinen Mesonenproduktion (749 = ” (E4y) = 0,43) entgegengewirkt wird © 
durch den vergr6Berten Wirkungsquerschnitt. 

Wir gehen jetzt an die Berechnung des entgegengesetzten Extrems 
und setzen ¢== 0; wir nehmen also an, daf die gesamte Energie eines 
Protons sich bei einem Sto in Mesonenenergie verwandelt (Abb. 8). ; 
Entsprechend dieser hohen Energietibertragung wird die Zahl der ent- : 
stehenden Mesonen gro. Es ist myg = 3,45. Um die Lage der Maxime 
zur Deckung zu bringen, miissen wir ¢ = 0,9 - 10-6 cm? setzen. Im ein- 
zelnen beobachten wir folgende charakteristische Veranderung. Sekundar e 
Protonen (//*’) gibt es iiberhaupt keine mehr. Dagegen gibt es eine sehr 
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ak 6-8. Die Intensitaten der Komponenten 

fiir verschiedene Wirkungsquerschnitte und 

Energieverluste pro Sto®B bei der geomagne- 
tischen Breite von 49°. 


groBe Zahl von Elektronen und 
-Mesonen. Da® es keine sekundaren 
-Protonen geben kann, wenn die ganze 
Protonenenergie in Mesonen umge- 
setzt wird, ist selbstverstandlich. Aus 
-demselben Grunde ist klar, daB die 
Mesonen- und Elektronenzahl gréBer 
sein muB, und zwar sollte sie in der 
-[-Skala um den Faktor 4 gr6Ber sein 
als in Abb. 6, weil die vierfache 
‘Energie zur Verfiigung steht. Da 
ber sich hier die Produktion iiber 
-gréBere Luftschichten hinzieht, als 
dort, macht sich der Zerfall bzw. die 
Absorption starker bemerkbar, so daB 
ie Vervielfachung nicht diesen Wert 
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erreichen kann. Dabei ist die Geena cee ese Betrachtung begrenzt 


durch den in beiden Fallen nicht kongruenten Abfall der primes ren 
Protonen. — N 
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Wir kénnen den Sachverhalt der Abb. 6 bis 8 auch dadurch belenckite 
da® wir nach der in den verschiedenen Komponenten enthaltenen Ener 
fragen. Bei ¢ = 0 geht das Maximum an Energie in die weiche Kompo- 
nente, bei e— 1 geht diese Energie gegen 0. Daher iiberwiegt in der 
Abb, 8 die Elektronenstrahlung, wahrend sie bei « + 1 (Abb. 7) mehr wi 
mehr zuriickgeht. ¢— 3/, erscheint als brauchbarer Wert, um ‘ict : 
fahrung wiederzugeben. Dabei kénnen wir Abweichungen zu groBerer 
Werten bis zu etwa ‘/; mit weniger Recht ausschlieBen, also solche in 
Richtung auf ?/;. Wir beriicksichtigen dabei, da® unsere bisherige Ge- 
samtintensitat die energiereichen, Kaskaden bildenden Teilchen als so he 
nicht enthalt, sondern die auf sie entfallende Energie wird auch zur Er- 
zeugung energiearmer Teilchen verwendet. Da, wie wir wissen, die energie- 
reichen Teilchen nur einen geringen Prozentsatz der energiearmen aus- 
machen (auch in energetischer Hinsicht), ist dieses Verfahren zur Dar- 
stellung der Verhaltnisse in der oberen Atmosphiare gerechtfertigt. Wenn 
es sich als sinnvoll erweisen sollte, eine héhere Genauigkeit anzustreb en, 
so sind die Intensitéten der energiearmen Elektronen und Mesonen nit 
dem Faktor l-q zu multiplizieren und zu ihr die Wirkungen der mit d x 
Haufigkeit g erzeugten energiereichen Mesonen hinzuzufiigen. Wenn es 
sich dabei herausstellen sollte, daB eine betrachtliche Kaskadenstrahlung 
zu unseren bisherigen Kurven hinzuzufiigen ist, diirfte der Ubergan; 
zu ¢= */; die Beobachtungen besser darstellen. y 


Wir diskutieren zum SchluB die Variation unserer Annahme iiber E y,. 
Grundsitzliche Anderungen iiber das Verhiltnis der theoretischen zu den 
experimentellen Ergebnissen in den Extremen (Abb. 7 und 8) werde ¥ 
hierdurch nicht bewirkt. GréBenordnungsmafig bleiben unsere obiger 
Feststellungen also unverindert. Lediglich kleine Anderungen von E ya, 
sind mit der Erfahrung vertriglich. Das liegt daran, daB nur die weiche 
Komponente durch Veranderung von Ey, beeinflu8t wird, wahrend die 
harte nahezu unverindert bleibt (in StoBeinheiten). Das Verhaltnis von 
harter zu weicher Komponente wird also verschoben. Da einerseits die 
Ahnlichkeit der theoretischen mit den gemessenen Kurven  méglichst 
gut sein soll, andererseits der Anteil der Kaskadenelektronen noch 
offen ist, halten wir eine Abweichung von dem bisher angenommenen_ 
Wert bis zu etwa 20% im Rahmen der oben angegebenen Unsicherhe it 
von ¢ fiir méglich (vor allem in Richtung auf kleinere Reichweiten es 
Der Wirkungsquerschnitt diirfte bei diesen Variationen einschlieBlich 


der Unsicherheit iiber die Kaskadenelektronen um nicht mehr als 10 a 
schwanken. 
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”. Die decir tneah Effek te. 
1. Der Ost-West-Effekt. 


ee Grund der Messungen von Jounson [19] ist bekannt, daB die Ost- 
W rest-Unsymmetrie der kosmischen Strahlung auf Meereshéhe ungefahr 
1 5% betragt, d.h. es kommen 15°, Strahlen mehr von Westen als von 
Osten. Zusammen mit der Energie as Strahlen und dem Breiteneffekt, 
-beweist, da8 die Primiren geladen sind, folgert Jounson, daB die 
P rimiren positiv geladen sind. Da wir in Meereshohe iiberwiegend harte 
s trah. ung haben, gilt diese Aussage zuniichst nur fiir die harte Komponente. 
Wenn nun die Primiren der harten Komponente identisch sind mit den 
Primiren der weichen Strahlung, so miiBte diese die gleiche Ost-West- 
{ Jnsymmetrie aufweisen. Nach den Messungen betriigt sie aber in 45 cm 
Hohe weniger als 1%. Prizisere Messungen hat JoHNSON zusammen mit 
BARRY bei 20° nérdlicher Breite in groBen Héhen (um 3 cm Hg) ausge- 
fuhrt [20]. Sie erhalten dabei einen Ost-West-Unterschied von 7%. Diese 
rschiedenen nicht zusammenpassenden Ergebnisse sind, wenn man eine 
einheitliche Primarstrahlung annimmt, nur so zu deuten, da bei der Er- 


6nnte in unserer Vorstellung sowohl bei der Erzeugung der Mesonen, 
insbesondere der energiearmen, passieren wie beim Zerfall der Mesonen. 
uf Grund einiger MeBreihen von ScHEIN und Mitarbeitern [21] haben wir 
Veranlassung anzunehmen, daB bei der Mesonenerzeugung tiberwiegend 
die Strahlrichtung erhalten bleibt. Wir miissen also die lockere Koppelung 
annehmen beim Zerfall der Mesonen. Auf Grund von Energie- und Impuls- 
satz gilt fir den Ablenkungswinkel 3 


bs une 
(60) cos 29 = ~~ 
; M 


‘Da n ist die Ruhenergie von Elektron und Neutrino gegen die Gesamt- 
a. dieser Teilchen vernachlassigt. Der Ablenkungswinkel wird groB, 

wenn die Gesamtenergie des Mesons ein sehr kleines Vielfaches der Ruh- 
ene gie ist. Das ist fiir unser E yy, nicht der Fall. Fiir diesen Wert ist der 
Ablenkungswinkel noch unbedeutend. Wir nehmen diese Diskrepanz, nach 
d er die Energie der Mehrzahl der Mesonen wesentlich kleiner sein soll als 
rechnet, zur Kenntnis und kommen bei spaterer Gelegenheit darauf zurtick 
‘Protonen II S. 392). Vorerst wollen wir die Ablenkung als experimentell 
§ egeben ansehen. Dann kénnen wir auf Grund unserer Kurven die JOHNSON- 
schen Messungen gut verstehen. Nehmen wir an, dai die weiche Kompo- 
nente gar keinen Ost-West-Effekt zeigt, so wiirden die Messungen bei 20° 

seomagnetischer Breite nur auf die harte Strahlung zuriickzufiihren, sein. 
ue haben Jonnson und Barry bei 20° in einer Héhe von 3,2 cm Hg- 


€ cuguhe der weichen Komponente die Strahlrichtung verwischt wird. Das - 
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‘tive Reichweite aber gerade aus der Erfahrung bestimmt haben, haben wir 
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Aquivalent unter einer N eigung dies Keine gs von 


Der Strahl hatte also in der Atmosphare eine Strecke von 


— 6,4 cm Hg Luftaquivalent zuriickgelegt (/ = 1,2). Bei einer solchen V 
strecke kommen (s. Abb. 6) auf 100 einfallende Teilchen etwa 20 Protonen 
und Mesonen. Beziehen wir die gemessene Unsymmetrie von 7,2 La m1 un 
nicht auf die Gesamtstrahlung, sondern nur auf die harte, so wird die i 1- 


7,2- 100 


symmetrie = 36%. Das ist mit der Abschatzung von Jouns 


der 60%, erwartete, wohl in so guter Ubereinstimmung, wie wir erwarte on 
diirfen, wenn wir bedenken, daB fiir die weiche Komponente, fiir die ja 
die Erhaltung der Strahlrichtung nicht gilt, die Intensitatsabschatz ia g 
fiir eine bestimmte Richtung recht ungenau ist (vgl. die Darstellung bei im 
Breiteneffekt, wo wir eine Abweichung der gemessenen Intensitat von 
unseren Rechnungen in derselben Richtung finden). x 


- Wir wollen hier noch einmal ausdriicklich erwahnen, daB die im I. Tei 
unserer Arbeit abgeleiteten Formeln in Strenge nur gelten, wenn wir die 
Erhaltung der Strahlrichtung fiir alle Komponenten annehmen k6énnen, 
Sie sind also in dem MaBe unsicher, in dem diese Voraussetzung Fehler 
bewirkt. Da wir die lockere Kopplung in der Bewegungsrichtung erst bei 
der Entstehung der Elektronen annehmen, erhalten wir also nur eine Un: 
sicherheit in den Kurven ®, und ®,, die sich so auswirkt, als ware die 
effektive Reichweite eine geringere als die wahre. Da wir die mittlere effel “ 
fiir die wahre Reichweite, d. h. auch fiir die wahre mittlere Energie, ein n 
etwas gréBeren Wert anzusetzen. Nach Formel (3) folgt daraus eine Ver- 
minderung der Zahl n. Abgesehen dayon diirfte sich der Verlauf der Kurve 
®, (und®,, das ist aber fiir das Gesamtergebnis unwesentlich) so verschi e 
ben, da die Intensitat oberhalb des Maximums erhéht wird, wahrend s 
unterhalb absinkt, und zwar um so mehr, je tiefer wir in die Atmosphat 
eindringen. Nehmen wir das mit der Verminderung von n zusammen, 
kénnen wir die Erfahrung so deuten (vgl. Abb. 6), daB oberhalb des * Teil- - 
chenmaximums das kleinere n gerade durch diesen Effekt ausgeglichen 
wird, wihrend in tieferen Schichten die Abweichung der berechnete 
Intensitaét von der Messung gréBer wird, so daB wir mehr Spielraun 

fiir die im einzelnen nicht beriicksichtigten Kaskadenelektronen gewinn en 
Allzuviel Gewicht in Richtung auf quantitative Ergebnisse ist jedoch 
dieser Betrachtung nicht beizulegen, da die ,,mittlere Energie‘ E yyq eben 
nur ein Mittelwert ist, und die Abweichung durch die prizise Beriicksich- 
tigung der wahren Energieverhiltnisse gré®er sein kann als die eber 
diskutierte Veriinderung der Kurven, die durch Abweichungen von der 
Vorwiartsstreuung entstehen. 
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hears 2. Der Breiteneffekt 3 | ms 


a4 iis Davenathay: des Breiteneffektes (Abb. 9) fithren wir die Rechnungen 
“des Abschnitts E fiir die Breiten 3° (EZ, = 17- 10° eV), 38,5° (E3a5= = 
64 - 10° eV) und 53° (E53 = 2,2+ 10% eV) durch und vergleichen die Er- 
_gebnisse mit den bekannten Messungen der Gesamtionisation von Bowen, 


+ _MILLIKAN und Neuer [16] (Abb. 9, 10, 11). Betreffs der Berechnung 
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Abb. 911. Die Intensitaten der Komponenten in verschiedenen Breiten (c=2,2 - 10-** cm®). 


der Protonenkomponente H*’ miissen wir an die Bemerkung am Schlusse 
des Abschnitts B iiber die Beriicksichtigung der Ionisation erinnern. 


_ Weiter sind im Gegensatz zu unseren Rechnungen bei 49° geomagnetischer’ 
_ Breite bei 3° und 38,5° jene Gruppen von Mesonen und Elektronen zu 
_ beriicksichtigen, die aus der’ Komponente H* hervorgehen. Erst bei 


héheren Breiten wird die Energie der Teilchen H* so gering werden, daB 


_ wir eine Mesonenerzeugung von ihnen nicht mehr erwarten kénnen. Wir 


haben oberhalb der Breite von 49°, d.h. fir E < Ey, = 3,1- 10° eV eine 


Mesonenerzeugung nicht mehr angenommen. Diese Begrenzung ist fiir 
die Mesonenerzeugung am geomagnetischen Aquator (aus der Protonen- 
_komponente /*) praktisch belanglos. Bei 38,5° wiirden die von Ht 


herriihrenden Teilchenzahlen [¥, @*, und ®¥ um 50%, zu vermehren sein, 


wenn wir unser Rechenverfahren nicht bei L, = 3,1 + 10° eV begrenzten, 


sondern bis zu beliebig kleinen Energien ausdehnten. Das ergibt noch 


nicht einen MeN eho Widersprach, mit den 1 
Breite, doch dieselbe Annahme wiirde bei zu einer » 
Gesamtintensitat fihren, die mit der Erfahrung in lerhsnéank WAGES pruch 
steht; Wir miissen also schlieBen, daB Mesonenerzeugung erst eintritt | bei 
Protonen mit relativistischen Geschwindigkeiten. ii 
Das energiearme Ende des primaren Spektrums muB bei 3- 10° eV 
abgeschnitten werden. Das ist erwiesen durch die experimentell von meh- 
reren Autoren festgestellte Konstanz der Intensitat bei Breiten oberhalb 
etwa 50° (vgl. [21, 22]) und vielleicht durch das (hypothetische) Magnet- 
feld der Sonne zu erklaren. b 
In unseren Darstellungen 9 bis 11 haben wir unseren Rechnungen, ~ 
die sich auf senkrechten Ejinfall beziehen, die Messungen der Gesam - 
ionisation, verursacht durch allseitigen Einfall, zum Vergleich gegen-— 
iibergestellt, ohne die eine auf die andere umzurechnen. Wir haben das 
nicht getan, weil wir zur Erklarung des Ost-West-Effekts annehmen_ 
miissen, daB die Kopplung der weichen Strahlung mit den Primaren 
derart ist, da8 hierbei nicht die Strahlrichtung beibehalten wird. Da aber 
die fiir die Transformation wesentliche Voraussetzung gerade die Bei- 
behaltung der Strahlrichtung ist, ware die umgerechnete Intensitat ge- 
nau so unsicher wie der direkte Vergleich, den wir vorgenommen haben. 
Die Darstellungen zeigen gute Ubereinstimung zwischen den gerechneten 
und den gemessenen Ergebnissen, abgesehen von der Umgebung des 
Maximums.. Die Intensitatsunterschiede oberhalb des Maximums sind — 
bedingt durch die Nichteinhaltung der Strahlrichtung der weichen Kom- | 
ponente und durch die Beitrage der schrag einfallenden Primarstrahlung. 
Beide Effekte fiihren zu einer verstarkten Intensitat in den obersten. ; 
Schichten der Atmosphire auf Kosten der mittleren und unteren. Schwer- 
wiegender scheint uns zu sein, daB durch unsere Rechnung nicht wieder- — 
gegeben wird, daB das Maximum der Intensitit mit wachsender Breite in — 
hdhere Schichten riickt. Daraus kénnte man schlieBen, daB die mittlere 
Energie der entstehenden Mesonen bei abnehmender Protonenenergie ~~ 
gleichzeitig abnimmt, und zwar so, daB im gleichen MaBe auch die von — 
den Protonen abgegebene Energie geringer wird. Auf eine quantitative 
Festlegung dieser Variation verzichten wir jedoch. Sie scheint uns fiir 
den allgemeinen Uberblick, den wir zu geben beabsichtigen, nicht wesent- 
lich zu sein. 
Besonders hinweisen méchten wir darauf, daB aus der guten Darstellung 
des Breiteneffekts die Konstanthaltung des Wirkungsquerschnitts fiir den 
ProtonenstoB gerechtfertigt ist. Wiirde nimlich o mit der Energie der — 
Primirprotonen zunehmen, so wire, das E~4'-Spektrum als richtig vor-_ 
ausgesetzt, die Zahl der Sekundaren in den héchsten Atmosphiireschichten _ 
am Aquator sehr viel gréBer, wihrend sie mit wachsender Breite nur 
sehr wenig gegen die bisherige Intensitit zunimmt. Das wiirde einen | 


_ Protonen als primire Komponente der kosmischen Strahlung, 391 
<4 Se ce Nea Messungen geben. Die Abhingigkeit ist so empfind- 
Zs lich, daB wir einen Gang des Wirkungsquerschnittes selbst mit log E 
~ausschliefien kénnen. Damit sind die Hetsenpenaschen Ansitze iiber den 
H Wirkungsquerschnitt der Mehrfachprozesse [5] gut bestitigt. 


5 de 
Wir glauben, daB die bisher behandelten in gewisser Weise integralen 
_ Erscheinungen der kosmischen Strahlung durch unsere Hypothese be- 

- friedigend erklart werden kénnen. Wir haben tiber die Vorgiinge beim StoB 
_ energiereicher Protonen allgemein den Ansatz zugrunde gelegt, daB die — 
__ stoBenden Teilchen einen grofen Teil ihrer Energie an den StoBpartner 

_ _ abgeben. Ein Ansatz, bei dem dieses nicht der Fall ist, leistet das gleiche, 

_ was wir in der nachstehenden Arbeit ausdriicklich zeigen werden. Eine 

_ Entscheidung tiber die Giiltigkeit der beiden Ansitze-ist daher an Hand 
_ der hier besprochenen Erfahrungstatsachen nicht zu treffen. Dazu ist 
__weiteres experimentelles Material heranzuziehen, mit dem wir uns in der — 


folgenden Arbeit auseinandersetzen. 


‘ 
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___ _ Herrn Prof. yon Weizsicker danke ich fiir die Ermunterung zu dieser 
_ Arbeit wie fiir sein Interesse am Fortgang der Rechnungen. — 


Ad 


Hechingen, im November 1946. 
Kaiser Wilhelm-Institut fiir Physik. 
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Protonen als primare Komponente 
der kosmischen Strahlung. 
Teil Il. 


Von 
Karu-Hetnz Hocker. 
(Aus dem Kaiser Wilhelm-Institut fiir Physik, Hechingen.) 
Mit 5 Figuren. 
(Eingegangen am 25, Dezember 1946.) 


In dem Bestreben, die Erscheinungen der kosmischen Strahlung unter der — 
Annahme eines primaren Protonenspektrums zu verstehen, haben wir in der 
vorangehenden Arbeit folgenden Ansatz gemacht: __ va 


Protonen StoB Mesonen Zerfall o Elek 


Spektrum #-18 [9 9-40- 26 em, eo), E Ma =9°10% eV zj=2-4 10-8, qt Abee EEa~*si 


Dabei wurde die mittlere Mesonenenergie & yy, so bestimmt, daB sich das Tels 
chenmaximum in der Atmosphare an der richtigen Stelle ergab. Durch die Wahl _ 
des Wirkungsquerschnitts o und des Energieverlustes pro StoB (e*- 4p) konnte 
die Hohe des Maximums und der Abfall der Intensitat der Erfahrung angepaBbt — 
werden. Dann ergab sich die harte Komponente automatisch in Vie 
mung mit den Messungen. 

In der vorliegenden Arbeit werden diese Ergebnisse einer Diskussion neuerer 
_Experimente zugrunde gelegt. Es erweist sich als unmdglich, diese Experimente 
mit dem obigen Mechanismus zu verstehen. Als Ausweg bietet sich die pineclie 
_ bung eines neuen Gliedes in ay? obige Kette: 


Protonen _____Streuung =, Ss Neutrettos 


; Spektrum 2- 18 Sai, 8 10-*5em*, E*=0,048 Fo ygg=1,7- 10% eV 


Neutrinopaare 


Neutrettos 
Ema@1,7-10eV % 


Mesonen 
EMma=1.7- 108ev 


Elektronen 


tie 


_ sonen k6nnen sich in Neutrettos zuriickverwandeln oder durch Zerfall in Elek- 
-tronen tibergehen. Nach dieser Auffassung besteht die ,,harte‘“‘ Komponente in 
_groBen Héhen iiberwiegend aus Protonen, die ,,weiche‘‘ aus Elektronen und : 
aus energiearmen Mesonen. Fiir die Umwandlung der Neutrettos in Mesonen 
_ kann eine Reihe von Experimenten in der ganzen Atmosphiire und in groBen 
_ Tiefen als Beleg angefiihrt werden. — Die Einfiihrung der Neutrettos gestattet, cleat 
den Breiteneffekt auf Meereshdhe verstandlich zu machen. 


% ‘Der ProzeB der Neutrettoerzeugung ist eindeutig festgelegt. Es werden tiber- | 

_- wiegend in Mehrfachprozessen energiearme Teilchen erzeugt, deren Zahl pro — 

- StoB proportional zur Protonenenergie ist. Etwa 10% der StéBe sehr energie- — 
- reicher Protonen (£ > 10! eV) fiihrt zur Erzeugung von energiereichen Neutret- 
tos und Mesonen, die durch Bremsstrahlung, AnstoBprozesse und Zerfall energie- 
reiche Elektronen nach sich ziehen, die ihrerseits Kaskaden auslésen. Diese 

_ Gruppe von Teilchen allein ist fiir die Intensitat auf Meereshohe verantwortlich, ot 

__wihrend in der Stratosphare die groBe Zahl der energiearmen Teilchen nahezu -. _ 

_ die ganze Intensitat ausmacht. 


Wir untersuchen in dieser Arbeit die experimentellen Ergebnisse 
einiger Messungen, die von ScuEern mit verschiedenen Mitarbeitern in 
_ der héchsten Atmosphire angestellt worden sind mit dem Zweck, tber 
die Natur der Elementarprozesse AufschluB zu bekommen. Auf Grund 
- von Rechnungen, die wir im Teil I dargestellt haben [1], ist es méglich, — 
% diese Ergebnisse zu diskutieren und an ihnen unsere Annahmen zu priifen _ 
und zu modifizieren. Leider handelt es sich bei den zu besprechen- — 
den Arbeiten um nur kurzgefafte vorlaufige Mitteilungen, bei denen eine 
ausfiihrliche Darstellung der Messungen und die Angabe der MeBgenauig- 
keit fehlt. Immerhin k6nnen wir einige Schliisse aus ihnen ziehen. 


s- 


| 1. Diskussion zweier Experimente. 


Als erstes diskutieren wir eine von Scuetn und Tastn verfaBte Notiz [2], 
in der Messungen zur Frage der Entstehungsweise der Mesonen beschrie- 
9 ben werden. Das Ergebnis ihrer Versuche fassen die Autoren in den 
} . Satzen zusammen, daf in einer Hohe Aquivalent zu 3cm Hg 47%, der 
= durchdringenden Strahlen von Vielfachen (Mesonenschauern) begleitet 
y sind, die von ionisierenden Strahlen in 7 cm Pb erzeugt wurden. In Hohen 
a, -oberhalb 14km machen solche Mesonen, die durch nicht ionisierende 
. ‘Strahlen in 2.cm Pb erzeugt werden, 28°, von der Intensitit der harten 
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Komponente aus. Sie haben verhaltnismaBig Beir Baersients 
und kommen zu 87% als Einzelganger vor. Als erzeugende cranlat ee 
den Photonen angenommen. Elektronenkaskaden hinter 2 cm Blei wurden 
praktisch keine beobachtet. Ahnliche Messungen in Blei wurden von. 
ScHEIN auch zusammen mit Jesse und WoLLAN ausgefiihrt [3]. ar 
Das letzterwaihnte Resultat ist im Einklang mit unseren Rechraneea 
Fremdartig ist im Rahmen unserer Uberlegungen die Vermutung, daB 
die Mesonen, soweit sie ihre Entstehung nicht-ionisierenden Strahlen ver 
danken, auf Photonen zuriickgefiihrt werden. Man mdéchte vermuten, da ad 
Neutronen dafiir verantwortlich gemacht werden kénnen. Wir werden 
durch die nachfolgende Rechnung diese Vermutung auf ihre Stichhaltig- 
keit untersuchen. 
Zunachst priifen wir die Angabe, daB 47% der durchdringenden Kom-# 
ponente von Mesonenschauern begleitet sein sollen. Wir haben uns zu 
fragen, wie wahrscheinlich es ist, daB ein Proton auf seinem Wege im 
7cm Pb mehr als 1,5 Mesonen erzeugt. Wenn die untere Grenze des 
_Energiebereiches, in dem die Mesonenerzeugung in 7cm Pb iiber 4,5 . 
liegt, mit L* bezeichnet wird, so gilt fiir die Energie dieser Mesonen fol- _ 
gende Ungleichung: 


" 
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Die untere Grenze ergibt sich aus dem Gleichheitszeichen. Die Intensitat 4 
der schweren Teilchen fallt in Blei ab gemaB e~**. Eine Strecke von 7 cm Pb — 
entspricht 1,04 ProtonenstoBeinheiten (= A; pp). Man erhilt 


1,54 Em = 
rica go ni teat ai = 7,0: 10? ev. om 


Der Bruchteil, mit dem Protonen oberhalb dieser Energie in der Kompo- 
nente H’ unserer Darstellung enthalten sind, ist (*/,)/8 = 0,23. Da 
H’ bei 3cm Hg 60% der gesamten harten Strahlung ausmacht, ist der 
gesuchte Prozentsatz nur 14 statt 47, Die Abweichung ist unbefriedigend. 
Sie deutet darauf hin, daB der Wirkungsquerschnitt fiir StéBe gréBer ist. 
Genaueres diskutieren wir spiiter. 
Als nachstes untersuchen wir, ob Neutronen die Ursache fiir die | 
hinter 2 cm Pb gemessenen Sekundarteilchen sein kénnen, die von nicht- _ 
ionisierenden Strahlen ausgelést werden. Die Intensitat der Neutronen 


H"" ist durch Gl. (I, 20) bestimmt. Die mittlere StoBzahl eines schweren 
Teilchens in 2 cm Pb (unter Erzeugung von } Mesonen) ist 


App P 
te pate fers dh=—- (1—e-aAaPn) = 0,28. (3) | 
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prin ae 
: } a, x s} 
5 st die | 1 T 2 RNa neisoeie et Sekundarteilchen H " Wepp: ‘ 
D Diese Zahl ist in Beziehung zu setzen zur harten Komponente (HK), die 
a s I, Abb. 6, abzulesen ist. Das Verhiiltnis ist in Tabelle 1 eingetragen. 
_ Nach den Messungen sollte dieses 
~ Verhiltnis ungefahr konstant 28 Tabelle rg 
_ sein. Damit der gemessene Wert 
_ ve n der Theorie richtig wieder- 
_gegeben wird, ware eine VergriBe- 100: H" - opp | ne 
rung des Wirkungsquerschnittes in Hk mit, 
_ erheblichem Umfange nétig. Also 
auch hier wird eine Abanderung unserer Theorie in der gleichen Rich- 
gad gefordert, wie wir sie im vorigen Abschnitt gefunden haben. . 
___Bevor wir die Méglichkeit dieser Abanderung untersuchen, wollen wir 
Bee Messungen heranziehen, die uns noch mehr Unterlagen fiir dieses 
_Vorhaben liefern. Sie wurden von ScHEIN zusammen mit Iona und TABIN 
{ Susgefiibrt [4]. Die Autoren untersuchen die Erzeugung von Sekundaren 
_in Paraffin. Das uns interessierende Ergebnis kann am kiirzesten in der 
- folgenden kleinen Tabelle angegeben werden.. 


Pa 


Tabelle 2. 
Hohe 6cm Hg 17cm Hg 
* Vertikalintensitat der harten Komponente (8 cmPb) | 4100 100 
x Erzeugung eines Sekundarteilchens in 5cm Paraffin | 25 10 
pia or Ae ee Le a 50 20 
be zweier ES . sae VRE a wenig wenig 


Damit sind die Ergebnisse einer spater durchgefiihrten ahnlichen Mes- — 
sung im Ejinklang [5]. Wichtig zu bemerken ist, daB bei denselben Ver- 
suchen in Meereshédhe keine Sekundarteilchen gefunden wurden. Wir 
 diirfen das (mit Scnern, Iona und Tasty) sicher so interpretieren, daB 
_ die Sekundarteilchen (Mesonen) von energiereichen Protonen und Neu- 
 tronen ausgelést werden und daB es diese auf Meereshéhe nicht mehr in 
- merklichem Umfange gibt. Bereits bei 17 cm Hg ist die Zahl dieser Pro- 
- tonen stark vermindert. Leider reichen die 2 MeBpunkte nicht aus, um 
das Absorptionsgesetz der Protonen aus dem Experiment ohne Beriick- 
sichtigung allgemeiner Uberlegungen mit gentigender Genauigkeit dar- 
stellen zu kénnen. Nehmen wir an, daB alle Protonen unserer Komponente 
 H’ in 10 cm Paraffin Mesonen erzeugen, so sind die obigen Zahlen 50% 
_und 20% aus I, Abb. 6, abzulesen. Diese Zahlen stellen gerade den Anteil 
_von H’ an der gesamten harten Komponente bei den Héhen von 6 bzw. 
17 cm Hg dar. Unter der gemachten Voraussetzung ist die ScHEIN-IONA- 
-Tapinsche Messung eine direkte Bestatigung fiir den Abfall der Protonen- 


_ intensitat. 
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ees? Aber die anes daB alle Probotied! HG in 40 em Paraffin, mii 
AER ein Meson erzeugen, ist mit unserem Formalismus absolut nicht ve 
lich. Die StoBwahrscheinlichkeit eines Protons ist nur rv 


@410 Par = se (1 — e—94 49 Par) = 0,14. 


(10 cm Paraffin entsprechen !/, einer ProtonenstoBeinheit, also 2 10 Par=" My.) 
Der Wirkungsquerschnitt miBte wieder, um die Mesonenproduktion in 
Paraffin zu erklaren, um ein Vielfaches gréBer sein. 3 


Nun haben wir im Teil I bereits ausfiihrlich diskutiert, dab eine wesents_ 
liche Vergr6Berung des Wirkungsquerschnittes mit der Beschreibung des 
Ablaufs der kosmischen Strahlung in der Atmosphare bei dem von u a a 
angenommenen Mechanismus unvereinbar ist. Denn jede VergréSerung 
des Wirkungsquerschnittes wiirde zunachst einen steileren Abfall der 
Protonenkomponente in der Atmosphare und dadurch auch der Gesamt- — 
intensitét mit sich bringen. Da8& dieses unméglich ist, kénnen wir aus dem _ 
ScuErn-lona-Taprnschen Versuchsergebnis selbst herauslesen. Die Angab e * 
namlich, daB bei 6 cm Hg 50% (bei 17 cm Hg 20%) der harten Komponente _ 
in 10 cm Paraffin Mesonen auslést, hei®t doch, daB bei dieser Hohe min- — 
destens noch 50% (bzw. 20°,) der harten Gesamtstrahlung Protonen sein 
miissen, die die Fahigkeit haben, Mesonen zu erzeugen. Die Kurve H’ — 
konnte also nach diesem Punkt der Messungen flacher verlaufen als sie 
es tut, jedenfalls nicht steiler. Das heiBt aber, der Wirkungsquerschnit ‘ae 
fiir die StoBprozesse in der Atmosphire sollte Aleiner sein als bisher an- — 
gesetzt. Beide Forderungen stehen in krassem Widerspruch zueinander, _ 

.wenn derselbe Wirkungsquerschnitt, der fiir die 1} Mesonenerzeugung in 
Luft giiltig ist, auch fiir dasselbe in Paraffin giiltig sein soll. Une das muB > 
man ja doch wohl verniinftigerweise verlangen. « 

Die einzige Méglichkeit zu einem Ausweg sehen wir in der Abwandlung 
des von uns bisher angenommenen Mechanismus der Mesonenerzeugung, _ 
Diese Abwandlung muB in folgender Richtung liegen. Wenn wir den aus ~ 
den ScuetNschen Messungen hinter Paraffin und Blei folgenden Wirkungs- 
querschnitt fiir die Protonenst6Be allgemein akzeptieren, so miissen wir “ 
im tbrigen dafiir sorgen, daB der Energieverlust der Protonen beim StoB_ 
nur gerade eben so groB ist, daB die notwendige Mesonenzahl erzeugt 
werden kann. Das stoBende Proton soll also keine nennenswerte Energie — 
auf den StoSpartner tibertragen. Dies ist zweifellos eine Annahme, bei der 


i aan der Protonenabfall so flach wie nur méglich ist, da die Protonen keine — 
x Sede Energie verlieren auBer der, die fiir die Mesonenkomponente nach Ausweis _ 
gt der Experimente unumginglich ist. Wir kommen damit auf einen in I, A* 
Beye a bereits besprochenen Mechanismus der Mesonenerzeugung, den wir iene 
oe we weiteren Uberlegungen zugrunde legen miissen. Danach ist die Energie 
a 
od, 


ragung auf d den StoBpartner vernachlissigbar eee der - Energie ia 
stoBenden. Protons (Annahme Il). (into Sih? 5 aaa 
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‘ 2. ie Ausiohng abgednderter Rnnahinds liber die M esonenerzeugung auf 
a mathematischen Formalismus und den Breitenefjekt in groBen Hohen. 


EB aiach entsprethenderi Uberlegungen, wie sie in I Abschnitt B ausfithr-_ 
“hich vorgetragen wurden, erhalten wir hier fiir die den Abfall der Protonen- ~~ 
Eeeonente in der rie geese bestimmende GréBe a’ den Wert E* - 3 
wobei E* wie dort <* den Bruchteil der kinetischen Energie des Bases 

D edeutet, der pro StoB verlorengeht. Bezeichnen wir durchgehend die 
Parameter beim Ansatz II durch die groBen Buchstaben der entsprechen- 
den GréBen beim Ansatz I, so gewinnt die Gleichung ee. den Protonen- : is 
abfall folgendes Aussehen ia 


‘a 


eee H' (E, L) = Hg »E-8 + e-A'L | (5) 


Ab= E¥-s. (6) 


- Nehmen wir an, daB die Protonenintensitat H’ die gleiche bleiben soll 
‘wie bisher und behalten wir den Wirkungsquerschnitt bei (L =), so ~ 
“muB E* -s—a’ sein, d.h. E* = 0,384, das Proton verliert also 38,4% 
seiner Energie bei jedem StoB. Diese Energie wird restlos in Mesonen Ky 
verwandelt. Wenn wir nun den ee ee gegen unsere friihere 
Annahme erhdhen 


a bo ree 
F< Ped : dlaindt Bagh: “A 
Beas Los ke (7a) 
so ist, damit wir denselben Abfall der Protonenkomponente bekommen 
(A'L=a'l), der Energieverlust des Protons beim StoB um denselben 
Faktor zu reduzieren: 
: ? 3 
Reo. ss | BP ERS. (7b) 
as ea ee a @ 


‘Die Beibehaltung des Protonenabfalls ist zwangslaufig im Rahmen der 
- Gentuigkei der diskutierten Paraffinmessung. Wiirden wir annehmen, 
_ daB der Abfall flacher sei, so wiirde das bedeuten, daB wir bei 17 cm Hg 
_-yerglichen zu 6 cm Hg relativ mehr mesonenerzeugende Protonen antrafen — 
als _gemessen worden sind. Andererseits ist die Beibehaltung des Abfalls 
eine sehr extreme Annahme; denn wir miissen nun fordern, dap wirklich 
al alle Protonen H' in 10 cm Paraffin Mesonen erzeugen. Wieweit das erfullt 
, st, werden wir hernach priifen. 
6 ‘Auf einen charakteristischen Unterschied unserer jetzigen Annahme 


oh gegeniiber der friiheren wollen wir noch hinweisen. Es gibt jetzt keine 
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wiirden mit den Messungen in Konflikt kommen, weil dann der Abf 
der Protonenkomponente steiler wiirde. we 


Fiir die Anzahl der Protonen unterhalb £, gilt hier ee 
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Hy 0, Ly =H Bob ee Ee ee 
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Die Formel entspricht der Gl. (I, 21a). te 
Fragen wir nun nach den Auswirkungen der neuen Annahme fiir die 


Mesonen- und Elektronenkomponente. Wie ein Blick auf die Differential- 
gleichungen in den Abschnitten I, C und I, D zeigt, bleiben diese voll er- 
halten. Es ist lediglich formal a durch A’ und ¢* durch E* zu ersetzen. 
Um die zahlenmaBigen Auswirkungen zu iibersehen, berechnen wir die 
Gesamtzahl der Mesonen, die-von schweren Teilchen nach Durchlaufen 
einer festen Strecke, die, sagen wir, 2 cm Pb Aquivalent sein soll, erzeugt 


worden ist. Diese Zah] ist in unserer alten Vorstellung * 
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co F . 
m (l, A}= fan fax ‘BE; l, 0’) +n (EZ) = er 
Bie 0 " A, +) 
Be eS AS OTe iy 2 eee hy Ss 
=H (E,)+-*5 +2 + S*- (1—e-«4) = 050-8 (B,D 


Auf Grund unserer neuen Vorstellung andert sich Gl. (9) zu 


. 


co A 
Ml (L,A)= [dE fan -h(E,L, M’)+n(E)= 4 
gor (10) 


=H(B, L)-——: ; (! ea) =0,69-H(E,L). - 


Der Zahlwert ist berechnet fiir den bisherigen Wert Ey, = 9+ 108. or 
ist unabhingig vom Wirkungsquerschnitt. Die Mesonen- und folglich 
auch Elektronenproduktion ist also etwas héher, was so sein muB, da die 
Energie unter nicht so viel Protonen, die ja eine bestimmte Restenergie 
nicht mehr in Mesonen verwandeln, aufgeteilt wird. Dieses 16%ige Mehr 
an Mesonen und Elektronen ist mit den Messungen von Prorzer (I, 
Abb. 6) noch vereinbar. Die Darstellung des Breiteneffektes (I, Ab >. 
9-11) wird insofern betroffen, als der Mesonen- und Elektronenanteil a 1 
der Gesamtionisation mit abnehmender Breite zunimmt, folglich deren 
16% ige Erhéhung am Aquator relativ mehr ausmacht als in unseren 
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: Thee : ied Werindorine pick so etareieth dab faaiduoe 
le Ubereinstimmung mit den Messungen gestirt wirde. | 
Wir glauben, mit diesen wenigen Zeilen deutlich gemacht zu haben, 
dak die ,,integralen Effekte der kosmischen Strahlung, die wir in den 
Abschnitten I, E und I, F auf Grund der Annahme I ausfiilirlich disku- 

_ tiert haben, auch mit der Annahme II beschrieben werden kénnen. Auch 
_ hier erzeugen die Protonen kurz- und langlebige Mesonen einer energie- 
armen und energiereichen Gruppe. Die mittlere Energie E Ma ist unveriin- ry 
dert 9-408 eV, der Wirkungsquerschnitt ist der alte. Der einzige Unter- _ 
‘schied ist der, daB etwas mehr Mesonen und Elektronen erzeugt werden, 
und diese Verinderung ist unerheblich. Fiir die integralen Effekte sind es 
also die beiden Ansitze gleichwertig. Der wesentliche Vorteil, den Ansatz II 
bei Lage der Dinge gegen den ersten bietet, liegt darin, da® hier der 
_ Wirkungsquerschnitt und die Energieiibertragung auf die Mesonen zu- 
_ einander umgekehrt proportional sind. Man kann also den Wirkungs- 
querschnitt fiir den ProtonenstoB vergréBern und kompensiert den haufige- 
' ren Energieverlust durch eine Verkleinerung des jeweiligen Betrages. Bei 
_ dem alten Ansatz besteht die Proportionalitat nicht, weil der gro8te Teil 
des Energieverlustes, den das Primirproton erleidet, nicht zur Erzeugung 
eines Mesons, sondern zur Beschleunigung eines 2. Protons verwendet 
wird. Daher kann der erste Ansatz nicht zur Deutung der besprochenen 
-Versuche erweitert werden, wohl aber der zweite. 

_ Wir werden uns iiberlegen miissen, wie bei vergréBertem Wirkungs- 
_querschnitt die verringerte Energie der erzeugten Mesonen mit den inte- 
_ gralen Effekten vertraglich bleibt. Wir erinnern an die Gleichung 


E*-E, 


Ewa (14) 


z= 


die die Zahl der entstehenden Mesonen zu deren Energie und der abgege- 
_ benen Protonenenergie in Beziehung setzt. Mit E*¥ = 0,38 wird n = 1,32. 
- Verdoppeln wir den Wirkungsquerschnitt, ist E* zu halbieren. Halt man 
Eyq fest, so wiirde das ein gleichfalls halbiertes n geben. Mit diesem Vor- 
gehen gewinnen wir natiirlich keinen Zuwachs an Mesonen. Wir erhéhen 
die StoBzahl und reduzieren im gleichen MaBe die Mesonenproduktion, 
Vielmehr miissen wir dig GroBe Ey, in gleicher Weise variieren wie E*. 
Das hat aber zur Folge, daB das Maximum der Ionisation in der Atmo- 
_sphare zu gréBeren Hodhen verschoben wird und wegen des Anwachsens 
yon (11) auch absolut zu hoch wird. Dem kénnen wir durch zweierlei ent- 
_ gegenzuwirken suchen. Als erstes wollen wir von der Berticksichtigung 
der kurzlebigen Mesonen zunichst absehen, da sie nicht entscheidend 
* fiir die Beschreibung der Erfahrung sein konnen. Wir nehmen also nur 
eine Entstehung von langlebigen Mesonen an. Deren Energie muB dann 
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so gering sein, daB sie nach einer maABigen ee ane l 
zweites miissen wir annehmen, daB® neben geladenen Mesonen in hohe 
MaBe neutrale entstehen; beim Durchgang durch Materie wandeln 
sich mit einem betrichtlichen Wirkungsquerschnitt (4-10-25 cm?) i 
einander um (Neutretto-Meson-Ketten) [6], wobei aber die Entstehur 
von geladenen Mesonen aus neutralen méglicherweise wahrocheinlicial 
ist als der umgekehrte Vorgang. 


Es ist nun nicht zweckmabig und unplausibel, wenn wir bei der Meson 7 
erzeugung selbst bei geringen Protonenenergien gleich Vielfachprozesse 
annehmen (n = 1,32), wie sich bei der formalen Ubertragung neuer $ 
Zahlen in den alten Rahmen ergeben hat. Es ist daher sinnvoll, bei der in 
Aussicht genommenen VergréBerung des Wirkungsquerschnittes die 
Verkleinerung von E* nicht restlos durch £ y,, sondern zum Teil durch 
n zu kompensieren, und zwar, um die formellen Vorstellungen von friiher 
moglichst weitgehend aufrecht zu erhalten, bis auf n = 0,86 fiir E, = i - 
109 eV. i= 


‘ 


i 
3. Vorliufige Orientierung iiber die Gréfe des Wirkungsquerschnitts — 


und die Eigenschaften der Neutrettos. 


Benutzen wir jetzt den neu gewonnenen Mechanismus, um uns das 
Ergebnis der vorliegenden Versuche verstandlich zu machen! Da diese - 
Versuche die Entstehung von Mesonen in dichter Materie betreffen, wollen 
wir annehmen, daB alle Mesonen, gleichgiiltig, ob sie als neutrale ode 
geladene entstanden sind, vor dem Verlassen des Blei- oder Paraffinblok- 
kes einen StoB erleben. Die Experimente scheinen zu zeigen, daB ein Me-— 
son nach einem StoB tiberwiegend Ladungstrager ist. Damit erfahren die 
Uberlegungen von Buasna(6] und anderen [7] tiber die Streuung von 
Mesonen eine gewisse, wenn auch indirekte experimentelle Stiitze. Es is 
hier nicht der Ort, diesen auf theoretischen Grundlagen aufgebauten_ 
Schliissen im watered amr acer Wir wollen vielmehr versuchen — 


Materie mit einer Ladung versehen herauskommen, und diskutieren die 
GréBe des darin liegenden Fehlers sowohl in Hinblick auf die Sto8wahr- 
scheinlichkeit in der Materie wie auf den Umwandlungsgrad spiter. 


10 cm Paraffin ist die StoBzahl eines Protons 


Wio Par > _ - (1 — e~ ©6450 par) (12) 


Pro ‘ee als primire eens der BL eneares Strahlung. 401 


(vel. . Gl. (). Firo=2 ,2* 10-78 erhalt man den Wert 0,42; um Wyopar 

1 zu machen, wire dieser Wirkungsquerschnitt mit 8 zu rervieltactions 
alsoc = 1 8 10-* cm? anzunehmen. Dazu gehért der Wert E* = 0,048, 
der nach Gl. (11) im Zusammenwirken mit der verniinftigen Forderung 


Wert 1,73 - 108 eV ergibt. Dieser Wert ist noch halbwegs in Uberein- 
stimmung mit den Messungen von Scuetn, die fiir die Mehrzahl von 
Mesonen eine kinetische Energie von 1 bis 2-108 eV (= einer Gesamt- 
energie von 2 bis 3- 10% eV) ergeben haben. Andere Autoren geben fiir 
die Gesamtenérgie der Mehrzahl der Mesonen in groBen Héhen nur 
—4,6- 4108 eV an. 
Die Elektronen, die beim Zerfall von Mesonen dieser Energie entstehen, 
: bewegen sich (nach Gl. I, 60) nicht in der Flugrichtung des Mesons weiter, 
was zur Erklarung der Jonnsonschen Messungen iiber den Ost-West- 
_Effekt zu fordern ist [8], [9]. Mit dem neuen Ansatz ware auch diese Schwie- 
rigkeit unserer friiheren Darstellung beseitigt. AuBerdem wird deutlich, 
warum die Mesonenerzeugung mindestens bei einer Protonenenergie unter- 
_halb 2. 10% eV aufhéren muB, denn die auf das Mesonenfeld iibertragene 
_ Energie von 0,048 - E,, hat dann einen geringeren Wert als die Ruhmasse 
des Mesons. Fiir solch kleine Protonenenergien kann das Meson also nur 


in einem virtuellen Zustand erzeugt werden. Die Herabsetzung von E,. 


auf 2.10% eV statt bisher 3,1 - 10% eV wiirde fiir unsere Uberlegungen, 

_ bei denen alle Zahlenangaben nur als Mittelwerte zu verstehen sind, keine 
grundsatzliche Bedeutung haben. An kleinen Veranderungen erwahnen 
wir eine gewisse Erhéhung der relativen Mesonenintensitat, die sich in 
hohen Breiten leicht auswirkt, dagegen am Aquator, wo hohe Protonen- 
energien den entscheidenden Beitrag zur Mesonenkomponente liefern, 
ohne Bedeutung ist. Dadurch wird dem auf S. 387 besprochenen Effekt: 
entgegengewirkt. — Da es fiir die Rechnung bequem ist, wenn man E,= 
£, setzen kann und die Mehrzahl der experimentellen Daten bei = n0)s 
gewonnen wurde, bleiben wir wegen E,, = 3 - 10® eV formal bei der bis- 
herigen Festsetzung. 

Die im allgemeinen auf das Mesonenfeld iibertragene Energie wird von 
der GroéBenordnung der Ungenauigkeit AU, mit der die Energie des 
stoBenden Protons beim Vorbeigang an einem schweren Teilchen bestimm- 
bar ist. Das Yukawafeld des ruhenden Protons ist wesentlich yon 0 

_ verschieden in einer Kugel vom Radius /,/2. Vom bewegten Proton er- 
scheint diese Kugel als abgeplattetes Rotationsellipsoid mit der Achse 


Pe V 1—2/c2. Die Zeit der Wechselwirkung ist also [)/c- V1—2/2 dh. 
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n(E,) = 0,86 fiir die mittlere Energie der entstehenden Mesonen den 
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Wenn Mc? > Myc, kann dafiir in Gl. (13) Buck E, si tt 
Der Zablenteeeee von Mc? hat den Wert 0,074 ~ E*. j 
Wir wollen nun die Diskussion an den Versuchen im Blei ied auf 2 
nehmen (S. 394). Zunichst untersuchen wir die Schauerhaufigkeit. Ohne wei- 
tere Rechnung kénnen wir sehen, daB bei den jetzigen Annahmen bereits” 
in 2cm Blei praktisch jedes Proton oberhalb E,, Mesonenschauer vor 
mindestens 2 Teilchen auslést. Das liegt einmal an end groBen Wirkungs- 
querschnitt, dann aber auch daran, dai Ey, < E,, so daB jedes Proton” 
mehrmals stoBen kann, ohne steckenzubleiben. Man sollte also bei der 
Messung in 7 cm Pb soviel Mesonenschauer erwarten, wie dem Prozent- 
satz der Komponente H’ an der gesamten harten Komponente bei der 
betreffenden Hohe zukommt, also 60°. DaB weniger (47%) gemessen 
wurde, kann daran liegen, daB ein Bruchteil der Teilchen bereits im Blew 
steckenbleibt. : 
Wir miissen nun angeben, wie wir uns im Rahmen unserer Hypothese 
die von nicht-ionisierenden Strahlen ausgelésten Mesonen erklaren konnen. | 
Neutronen kénnen wir nicht mehr dafiir heranziehen. Doch hat sich ¢ 
guter Ersatz die Notwendigkeit der Einfiihrung von Neutrettos ergeben, 
von denen wir fordern miissen, daB sie sich beim Durchgang von Materie 
in geladene Mesonen verwandeln. Den Scueitn-Tasinschen Versuch kén- 
nen wir direkt als eine experimentelle Bestatigung dieser Hypothese an- 
sehen. Sie bleibt zwar mit diesem Hinweis rein qualitativ, da wir zur 
quantitativen Fassung zunichst den Ablauf der Neutrettointensitat in der 
Atmosphire studieren miissen, was im nachsten Paragraphen geschehen 
wird. Doch ist sie bereits in dieser Form eine brauchbare Stiitze fiir die — 
angegebenen Eigenschaften des Neutrettos. Nur der geringe Prozentsatz, 
mit dem die Erzeugung von zwei Teilchen beobachtet wurde, mu8 auf 
anderweitige Prozesse, also vielleicht durch Neutronen bewirkte, zuriick-_ 
gefthrt werden. Y 
Dem obigen Versuch entsprechende Messungen sind von mehreren 
Autoren [2], 10-16] in verschiedenen Héhen ausgefiihrt worden. Sie er- 
gaben, daB mit abnehmender HGhe auch die Zahl der von nicht-ionisieren- 
der Strahlung ausgelésten Mesonen abnimmt. Der gegen héhere Schichte 7 
verringerte Prozentsatz zeigt, daB die Neutrettos auf ihrem Weg durch. 
einen groBen Teil der Atmosphiire sich inzwischen in geladene Mesonen 
vielleicht bis zu einem Gleichgewicht — verwandelt haben. Es sind hierbei 
natiirlich auch die energiereichen Mesonen zu beriicksichtigen, die bei der 
neuen Hypothese ebenso wie friiher mit einer geringen Wahrscheinlichkeit : 
bei jedem Elementarakt entstehen. Die Versuche zeigen, da® auf Meeres-_ 
hohe die auslésende Strahlung von etwa 18 cm Pb oder 30 cm Fe praktisch 
absorbiert wird [10], [12], [14]. Dieses Ergebnis ist mit der Annahme, 
es handle sich um Photonen, nicht vertraglich [17]. Sie wiirden von einer 
weit geringeren Schichtdicke bereits absorbiert sein. Die entgegenstehende ~ 


. 


- ad 0 
io oo 
ee! 
et NG LN * 


eae hy 
sicht eat aha [6], ist durch Schliisse aus einem sehr unregelmaiBigen 
G ng seiner MeBergebnisse bedingt. Die oben angegebenen Mengen Blei 
und ‘Eisen sind massenaquivalent. Bei Benutzung von Paraffin scheint 
sich auf den ersten Blick ein etwas groBerer Umwandlungsgrad zu ergeben. 
_ Doch sind die vorliegenden Experimente zur Sicherstellung dieses Effektes 
“nicht ausreichend. Wir kommen darauf am Schlu8 des Abschnittes zu- 
riick. 
~ Die Neutrettohypothese erklart auch die Messungen von Hazen [48], 
der auf Meereshéhe und in einem Tunnel 30 m unter der Erdoberfliche 
“die gleiche mittlere Ionisierung der Héhenstrahlteilchen in der Ionisations- 
_kammer gemessen hat. Demgegeniiber wire infolge der Absorption der 
energiedrmeren Mesonen in 30 m Fels eine 15% ige Zunahme der mittleren 
Ionisierung zu erwarten gewesen. Durch die Umwandlung von relativ 
_ zu den Mesonen energiearmen Neutrettos, die im Fels keinen vergleich- 
baren Energieverlust erleiden, wird die Auswirkung der obigen Uberlegung 
verwischt. — Zur Deutung von Messungen in groBen Tiefen ist von ver- 
_schiedenen Autoren bereits die Existenz einer durchdringenden, nicht- 
_ionisierenden Komponente behauptet (und bestritten) worden (vgl. die 
Darstellung bei Wrtson und Hucues [19] mit Angaben iiber Literatur). 
_ Diese Hinweise bekommen im Rahmen unserer Hypothese neues Gewicht. 
_ Weitere experimentelle Arbeiten der letzten Jahre sind vom Standpunkt 
_ der Neutrettohypothese von CALLISEN und dem Verf. diskutiert worden [30]. 


4. Die Entwicklung der kosmischen Strahlung in der oberen Atmosphdre. 


Wir miissen uns nun die Konsequenzen unserer neuen Annahmen fiir 
die Atmosphare genauer als bisher iiberlegen. Von den Protonenintensi- 
taten H’ und H*' bleibt H’ trotz verindertem Wirkungsquerschnitt 

_ tiber den Protonensto8 unbeeinfluBt: 
3 H' (E, L) as Hy’ k=8 = e—E*sL = Hy " es Z e— 9,69 L (14) 


, 


‘Die Intensitait der energiearmeren Protonen H*’ ergibt nach Gl. (8) einen 
, gegen friiher nur wenig veranderten Verlauf. 

Die Intensitat der Mesonenkomponente wird wesentlich hdher. Die 
Ubertragung der Gl. (J, 32) in die neue Vorstellung ergibt formal keine 
_auffallige Veranderung: 


is | L 
T)=4 , Ng : H, fees | /E ya , e-* eL ‘(tbe (15) 
¥ 0 


Der einzige Unterschied gegen frither besteht darin, daB a= E* s zu 
- setzen und der Faktor 1/,, der den Bruchteil der langlebigen Mesonen 
on der Gesamterzeugung angab, jetzt fortzulassen ist. Der Quotient B’/Eyq 
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Diese Funktion ist in Abb. 1 dargestellt. Sie umfaBt alle geladenen 
neutralen Mesonen. 7 

Die Elektronenintensitat berechnen wir nach den Gl. (I, 55) bis (I, 5 : 
Auch hier ist nichts zu 4ndern, wenn man a die neue Bedeutung gibt und 
den Faktor 1/, streicht. mat dem Naherungsansatz fiir [(L) wird 


B ‘ u ’ Py OD othe mere 
B+EMa s—1~ Bel Pug? Pet Perkins - (16) 


=14,9-H,- Ezs- (1 —e-®*s£), 


O(L) = 


Dabei ist angenommen, daB alle Teilchen I (L) in Elektronen durch er- 
fall wbergehen. 4 
Die Reichweite der Elektronen, deren Energie im Mittel 4/, - 1,73 - 108 
= 0,86 - 108 eV ~ 3/, +E; . betragt, ist nicht mehr als eine halbe Strah- 
lungslange. Wenn wir die Elektronenintensitat gemaB dem friiheren Vor 
gehen auf Grund der Gl. (15) auftragen, erhalten wir die Kurve ® der 
Abb. 1. Diese Kurve zeigt ein sehr scharfes und hohes Maximum bei_ 
2,5 cm Hg, was mit der Erfahrung nicht im Einklang ist. Die Kurve ist 
also noch zu korrigieren, wenn sie brauchbar sein soll. Das geschieh 
durch die Einfiihrung der Neutrettos, die zunachst in tiberwiegend 
Menge entstehen miissen, jedoch auf dem Wege durch die Atmosphire sich 
in Mesonen verwandeln. Ein wesentlicher Teil der Kurve I besteht also 


lichkeit) in ein Elektronenpaar, Wiirde letzteres neben dem ersten eine 
Rolle spielen, etwa 50°, aller Zerfallsprozesse ausmachen, so wiirde gerade 
auf ies zerfallende Neutretto auch ein Elektron oder Positron kommen, 


kann, ist die Annahme eines Neutrettozerfalls in ein Elektronenpaar at f 
Grund unserer Hypothese zu verwerfen. — Dadurch, daB Tin der oberen 
Atmosphire z.'T. aus Neutrettos besteht, werden die sekundaren Elek: 
tronen in der Umgebung des der Erfahrung widersprechenden Maximun 
im selben MaBe beseitigt. In Héhen unterhalb 10 cm Hg stéren jed 


die Elektronen der Kurve ® nicht mehr, im Gegenteil, sie werden gréBt ; 
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Abb. 1. Intensitaten der Komponenten der kosmischen Strahlung, 
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teils zur Beschreibung der Erfahrung Peta 8 kontien: nun 
wandlung der Neutrettos in geladene Mesonen mit Hilfe der P 
Kurve bestimmen, indem wir fiir jedes L gerade so viel Neutrettos eae 2 
daB die errechnete Gesamtionisation nach ProtzeR herauskommt. Das- 
ergibt die Kurven I, und @,. I, grenzt die Zahl der geladenen Mesot : 
gegen die der Neutrettos ab, wahrend @, die Elektronenzahl beschrankt. 
Die Neutrettointensitait in H6hen aquivalent zu mehr als etwa 15 cm Hg 
Druck ist auf Grund von Messungen, die hernach diskutiert werden, ein- 
getragen. Der Verlauf der Kurve I’, in Héhen mit Drucken << 12 cm Hg 
entspricht einem Wirkungsquerschnitt von ~ 4- 10-®° cm? fiir die Um- 
wandlung der Neutrettos in Mesonen. s 
Man sieht im ganzen eine gute Ubereinstimmung der errechneten Inten- 
sitit mit der Prorzerschen Messung bis auf jene Schichten, die 25 cm Hg 
und mehr entsprechen. Das heift, unsere Darstellung enthalt gerade d en 
Buckel in der Protzerschen Kurve nicht. Wie wir schon friiher dargelegt 
haben, ist der Buckel vermutlich auf die Kaskadenelektronen, also die 
Auswirkung der energiereicheren Teilchen zuriickzufiihren. Da wir diese 
in unserer Rechnung nicht beriicksichtigt haben, darf uns diese Abwei: 
chung nicht unerwartet sein. = 
An der Differenz zwischen der Prorzer-Kurve und der von SCHEIN, 
Jess—E und WOLLAN angegebenen ,,harten‘‘ Komponente sind nicht nur 
Elektronen, sondern mit zunehmender Héhe mehr und mehr Mesonen be- 
teiligt, die eine so geringe Energie haben, daB sie 4 cm Pb nicht durch- 
dringen kénnen, d.h. E << 2,1 « 108 eV (nach Witson [20]). In sehr groBen 
Ho6hen sind das nahezu alle Mesonen der Kurve [’,. In tieferen Schichten 
verschiebt sich das Bild. Das bedeutet aber nur, daB dort energiereichere 
Mesonen auftreten, ein Ubergang, den wir wegen der Vernachlassigung 
der Erzeugung dieser Mesonensorte mit unseren jetzigen Hilfsmitteln 
nicht erfassen kénnen. = 
Das Bild wird noch deutlicher, wenn wir eine Analyse dessen vornehmen wa 
was Enmenrt [21] und Scuein, Jesse, WOLLAN [22] als harte Komponen e 
der kosmischen Strahlung gemessen haben. Um sie verstandlich zu ma 
chen, haben wir in Abb, 2 die Protonenkomponente (H’ + H*’) dem ge- 
messenen Ergebnis gegeniibergestellt. Wir haben die beiden Kurven so 
aufeinander bezogen, daB die Intensitaten in den héchsten Schichten iiber- 
einstimmen. Die experimentelle Kurve wird dadurch gegen unsere friihe- 
ren Darstellungen um 10% gesenkt. Wir kénnen sie jetzt auf den Ran 
der Atmosphare sictres tiene ohne itiber ein Maximum zu kommen, 
Sie stellt dort eine reine Protonenintensitit dar. Diese fallt aber mit ab-_ 
nehmender Hohe steiler ab als die Messung. Die Differenz wird aufgefillt 
durch Mesonen, die mindestens 4 cm Pb durchdringen kénnen. Wir find mn 
hier also ebenso wie bei der Diskussion der Intensitit der weichen Strah- 
lung den Hinweis auf zunehmende Mesonenenergie mit abnehmender Hohe. 
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Verlaw der Intensitiit dieser 4cm Pb durchdringenden Mesonen 
die Kurve G in Abb. 2 wieder. Sie erreicht bei 41 em Hg etwa die Hialfte 


: ihrer Intensitat bei 22 cm Hg. Das wire bei einer Direkterzeugung nicht ; 
‘vers tandlich, denn die erzeugende Protonenkomponente hat bis zu 14 cm Hg) 0! ee 
er 75% ihrer Energie abgegeben, wiihrend sie von 11 bis 22 cm He he? nea 
noch weitere 21% abgibt. Fiir die Mesonenintensitiit sollte daraus ein Ver- 2 : ‘ ; 
“hiiltnis G (11) : G (22) = 75:96 folgen, wenn man den Zerfall ganz ver- vad 
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-nachlassigt. Seine Beriicksichtigung wiirde die Relativzahl bei 22 cm Hg. 
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Abb. 2. Experimentell bestimmte harte Komponente (Durchdringungsfahigkeit mehr als 

4cm Pb) im Vergleich zum berechneten Abfall der Protonenintensitat H’ + H*’. Die 

Differenz stellt die energiereiche Mesonenkomponente dar (Ey > 2,1°10*% eV). 

betrachtlich herabsetzen, so da®B wir uns vom Verhiltnis 1:2 noch weiter B 
entfernen. Wenn dagegen zunachst Neutrettos entstehen, die sich durch . 
Streuprozesse in der Atmosphare allmahlich in geladene Mesonen um- 
wandeln, ist dieser Verlauf sehr plausibel. Bis zu einem Druck von 30 cm 

Hg iiberwiegt der Mesonengewinn aus den Neutrettos gegeniiber dem Aus- 

fall durch Ionisationsverluste und Zerfall. In Luftschichten, die gréBeren 

- Drucken entsprechen, kehren sich die Verhiltnisse um. 
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5. Neutrettos und ihre Wirkungen. 


Wahrend die Neutrettozahlen in Abb. 1 oberhalb 10 bis 15cm Hg 
_ dadurch bestimmt wurden, da® die errechnete Gesamtintensitat mit der 
- ProrzERschen Messung iibereinstimmt, ist die Neutrettointensitaét in gré- 
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Geren Tiefen auf Grund von Versuchsergebnissen eingetragen. In de 
bildung 3 haben wir die Ergebnisse eines Ballonaufstieges von ScHE! 
Jesse und Wo tan [13] wiedergegeben, nach der die Neutrettointensit 
bis zu 40 cm Hg merklich ware. Es handelt sich dabei um solche Ni 
trettos, die in 2cm Blei ihre Umwandlung erleben, und deren Umwe d- 
ve lungsprodukte 8 cm Pb durchdringen kénnen. Doch die Neutrettointen- 
Derk”. sitat, die wir aus den Versuchen von Scuety, Jesse und Wotan (SJW) 
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ea Abb. 3. Intensititen durchdringender Teilchen, gemessen durch die Koinziden 
\ eee (Kurve B) und 2, 3, 4 (Kurve A); C = A — B (nach SCHEIN, JESSE, Woruaay? po 
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i i“ : herauslesen, entspricht unseres Erachtens nicht der wahren Zahl von Neu- 
i the trettos. Man hat nimlich bei derartigen Messungen zu beriicksichtige a 
: ¢ a, daB die mittlere Energie der Neutrettos mit abnehmender HGéhe anwachst 
: be Insbesondere verschwinden die energiearmen Neutrettos, wenn die si 
y R erzeugenden Protonen verschwunden sind. Wir kénnen dann die hohe 
aly Umwandlungsrate in diinnen Materieschichten (10 cm Paraffin oder 
ei 2 cm Pb) in der Stratosphdre gegeniiber der sehr geringen in mittleré 
ai . und Meereshohe verstehen, wenn wir annehmen, da mit wachsender 
Bie! Energie die zur Umwandlung zu durchsetzende Materiemenge zunimmt. 
i Ni Man kann daher nicht fiir eine Messung, die die Zahl der Neutrettos 
pais st angeben soll, beliebig dicke Materieschichten benutzen, da in der Strat . 
Rs: sphiire zahlreiche sehr energiearme Neutrettos in Mesonen ‘iibergehen, 
a * die in dicken Materieschichten stecken bleiben wiirden. Die bisherig 
* | 
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Mi gen sind so beschaffen, daB stets nur entweder die eine oder die 
a Gruppe erfaBt wurde. Besonders wenig Neutrettos scheint uns 
os ‘aden ieee oes he zu ergeben. Sie bezieht sich auf Umwand- 
ann wird von den erzeugten Mesonen verlangt, 
daB sie, um gezahlt zu werden, 8 cm Pb durchsetzen miissen. Von dieser 
A nordnung wird ein betrichtlicher Teil in sehr groBen Hohen nicht erfaBt, 
weil die dortigen Teilchen in 2cm Pb zwar gréBtenteils umgewandelt 
werden, ihre Umwandlungsprodukte aber nicht 8 cm Blei durchdringen 
_kénnen; in Meereshéhe dagegen ist die Energie der Neutrettos so groB, 
daB die Absorberschicht von 2 cm Pb zu einer merklichen Umwandlung 
-nicht ausreicht. Dort benétigt Maass zur ,,vollstindigen‘‘ Umwandlung 
- 30 cm Eisen. Beriicksichtigt man, daB die Maassschen Neutrettos bereits 
den Weg durch die Atmosphire zuriickgelegt haben, so kommt man zu 
dem Ergebnis, da8 sie in Materie von 1,2 - 108g/cm? umgewandelt sind, 
_d.h. auf 2 cm Pb = 23g/cm? gewinnen (bei einer linearen Umwandlungs- 
kurve) gerade 2% der einfallenden Neutrettos eine Ladung. ,, Vollstandige“ 
Umwandlung liegt vor, wenn die Zahl der aus einer Materieschicht aus- 
tretenden Mesonen ihr Maximum (als Funktion der durchsetzten Schicht- 
_ dicke) erreicht. Dieses Maximum wird so zu verstehen sein, daB die Zahl 
der bei weiterer VergréBerung der Absorberschicht mehr entstehenden 
(energiereicheren) Mesonen die Zahl derjenigen (energieirmeren), die in 
_ den ersten Zentimetern dieses Absorbers entstanden sind und die in den 
folgenden Schichten desselben Absorbers sich bereits wieder totlaufen, 
nicht mehr erreicht. Die sprachliche Wendung von der ,,vollstandigen“ 
Umwandlung darf also nicht zu wo6rtlich genommen werden. Bei einer 
-genauen systematischen Untersuchung dieses Prozesses sollte man Auf- 
schliisse tiber das Neutrettospektrum gewinnen koénnen. 

Eine gewisse Vorsicht bei der Beurteilung der Umwandlungswahrschein- 
lichkeit, wie wir sie soeben fiir die energiereicheren Teilchen abgeschatzt 
haben, ist am Platze. Denn es ist mit den vorstehenden Messungen nicht 
im Widerspruch (ebensowenig wie die gegenteilige Annahme) zu vermuten, 
daB nach Durchsetzung von Materieschichten, die der Atmospharendicke 
entsprechen, ein Gleichgewicht zwischen Mesonen und Neutrettos ein- 
getreten ist. Man hat bei der Beurteilung dieser Frage noch zu beriick- 
sichtigen, daB die Atmosphare fiir die Umwandlung von Mesonen in 

_ -Neutrettos nur die halbe effektive Dicke hat, wie fiir den umgekehrten 
ProzeB. Denn ein Neutretto kann sich sowohl an einem Proton wie an 
~ einem Neutron in ein geladenes Meson verwandeln, ein positives Meson 
2B. dagegen kann nur an einem Neutron in ein Neutretto iibergehen, so 
* daB sich im Gleichgewicht das Verhaltnis der Mesonen zu den Neutrettos 
mit 2:1 ergibt. Mit diesem Verhaltnis sind die Messungen wegen der oben 
d angefuhrten Absorptionseigenschaften der Streuschicht an keiner Stelle 
im Widerspruch. Fiir die Riickverwandlung von Mesonen in Neutrettos 
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, Dies cree so: 
sprechen die Messungen von GretseNn [23] und Witson und Hi 
[19]. Aus dem Vergleich der gemessenen Mesonenintensitaten in 3 


Hohe (Echo See) und in Meereshéhe zieht Gretsen den SchluB, d 


daB weniger als die Halfte der Energie der zerfallenden Mesonen in die 
Elektronenkomponente geht; der Fehlbetrag diirfte bewirkt sein durch — 
den Ubergang von Mesonen in Neutrettos. Bei den Messungen von WILSON 
und Huaues folgt das eingetretene Gleichgewicht, also auch die Riick- 
verwandlung der Mesonen, aus dem im wesentlichen gleichen Verlauf d or 
Absorptionenkurven in verschiedene Tiefen unter dem Erdboden (die Tie- 
fen sind massenaquivalent zu 71 bzw. 657 mH, O.). 

Von diesem Standpunkt aus gewinnt die strittige Frage nach der Exi- 
stenz des 2. Maximums der Rossi-Kurve eine neue Beleuchtung. Die~ 
Rosst-Kurve gibt bekanntlich die Haufigkeit des Ansprechens von Drei- 
fachkoinzidenzen (Zahlrohre in den Ecken eines gleichschenkligen Drei — 
ecks) in Abhangigkeit von der Dicke eines dariibergesetzten Absorbers — 
wieder. Die Koinzidenzen diirften ausgelést sein durch ein Meson und ein 

_ durch dieses angestoBenes Elektron, das im allgemeinen recht energie . 
arm ist und daher in der Materieschicht, in der es erzeugt wird, auch 
steckenbleibt, es sei denn, es wird unmittelbar vor Austritt des Mesons 
erzeugt. Bei diesem Sachverhalt sollte die Rosst-Kurve proportional sein. 
zu der von Mass aufgenommenen Kurve B (in dessen Bezeichnung; Materie 
iiber den Zahlrohren), wenn die Energiespektren von Mesonen und Neu- 
trettos gleich waren. Da die Neutrettos auf Meereshéhe im Mittel aber — 
energiedrmer sind als die Mesonen, spielt die Energieabhangigkeit 
Wirkungsquerschnitts fiir den AnstoB eines Elektrons (~~ 1/E ,) eine Rolle 
Sie wirkt sich so aus, daB die erst im Blei oder Eisen aus der Neutrett 
komponente gebildeten relativ energiearmen Mesonen mehr Elektronen 
erzeugen als die bei Eintritt in die dichte Materie bereits vorhanden 
Mesonen. Dadurch kénnte der bei Mass in der Intensititskurve vorhan: 
dene Buckel zu einem Maximum verstirkt werden. 

Zur- weiteren Stiitze unserer obigen Uberlegung fiihren wir die Versuc 
ergebnisse von ScHEIN, WOLLAN und GrorzincErR [28] (SWG) an, die 
mit der in Abb, 4 dargestellten Zahlrohranordnung das in Tab. 3 wieder 
gegebene MeBergebnis (soweit es uns hier interessiert) erzielt haben. ; 


Tabelle 3. 
Hohe vergleich- 
bare Hohe 
km em Hg em Hg 


A oO U 
2fcm Pb | {3em Pb 13cm Pb 
5,2—7,4 | 40—30 | 45—35 
0 16: hee 


100 
100 


b ¢ Z ahr ohranordnung befindet sich ein Bleiklotz fi 6 ome . 
im iceanet als Ursache fiir die im darunter befindlichen Blei- 
zZ Von 8 cm Dicke erfolgende Mesonenerzeugung (Koinzidenz A, 33°, 
U) ausschlieBen zu kénnen. Die Koinzidenz der 
ren Zahlrohre 1, 2,3,4(O) miBt die Zahl der 
sonen, die in der betreffenden Héhe nach Durch- 
laufen von 6 cm Pb vorhanden sind. Um diese MeB- 
ergebnisse mit denen von ScHEIN, JESSE, WOLLAN 
ergleichen zu kénnen, haben wir zu beriicksichtigen, 
die tiber der ganzen Anordnung liegenden 6 cm 
Blei sich angenihert so auswirken, als wire der Ver- 
such um eine masseniquivalente Luftschicht tiefer 
ausgefiihrt worden (s. Spalte ,,vergleichbare Hohe‘). 
A ist die Zahl des gleichzeitigen Ansprechens aller 
E > Zahlrohre. 
Man erkennt aus der Tabelle, daB es hinter 8 cm 
Pb bis auf Meereshdhe herab eine merkbare Mesonen- 
-erzeugung gibt. Die hier gemessene Intensitat ist 
vergleichbar mit der von Maass angegebenen, denn 
8cm Pb entsprechen etwa 12 cm Fe, und hinter 
dieser Schicht findet Maass eine Erzeugung von 
-Mesonen, die 11°% der harten Gesamtstrahlung aus- 
‘macht. Wenn man beide Ergebnisse genau nehmen 
darf, so heiBt das, daB ein Teil der von Maass 
gemessenen Mesonen so energiearm ist, da’ er 
43 cm Pb nicht durchdringen kann (Maass_ hatte 
keinerlei Absorber hinter dem erzeugenden Eisen), 
-was einer Energie < 3,5 - 10% eV entspriche. Da die 
-Mesonen im Mittel allerdings bereits eine betriicht- 
lic eine in dem Umwandlungsblock zuriick- 
-gelegt haben, diirfte dieser Wert fiir die Mehrzahl 
= 2) iihoach etwas héher anzunehmen sein. 
Bi _ Ein Vergleich von SJW mit SWG bei 30 cm He, 
e ihn die Autoren selbst vorgenommen haben, ist 
f feblerhatt. Sie schlieBen namlich daraus, daf die 
Mlesonenerzeugung in dieser Héhe hinter 2 cm Pb 
I 45% (SJW), die hinter 8cm Pb nur 8% der harten 
es rrahlung (SWG) ausmacht, daf die sched der 
Viesonen ihre Entstehung Photonen verdankt. Diese 
-Photonen sollen 2cm Pb mit betrichtlicher Mesonen- Abb. 4. MeSanordnung 


von, SCHEIN, WOLLAN, 


produktion durchdringen kénnen, dagegen in 8cm Pb rege curt ‘na Bestim” 

oA mun Ps 
zuziiglich der dariiberliegenden Schicht von 6 cm im jonisierende  Strahlung 
we hischluB hat ausgelisten durchdrin- 
‘wesentlichen absorbiert werden. Der Fehlschlub ha ee wwchon. 
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seine Ursache darin, daB man nicht bei 30cm He, sondern: pens 35 cm 
vergleichen mu, und da® iibersehen wurde, daB die S]W Menta ; 
8cm Pb, die von SWG jedoch 13 cm Pb durchsetzen miissen. | 
Mesonenerzeugung bei 35cm Hg Druck ist nach SJW 7%, und 
scheint uns mit dem Ergebnis von SWG (8%) bei der schwierigen Ve T= 
gleichsbasis in geniigender Ubereinstimmung zu sein. Wir glauben d a 
her mit Sicherheit annehmen zu diirfen, daB Photonen bei der ins 

zeugung von Mesonen keinen nennenswerten Beitrag leisten. — 

Nachdem wir jetzt fiir die Neutrettoumwandlung nahere Unterlagen 
haben, gehen wir noch einmal zu den am Eingang dieses Abschnitts dis- 
kutierten Versuchen zuriick, um den Fehler unserer Annahme abzt 
schitzen, daB alle Neutrettos die Blei- oder Paraffinklétze, in denen sie 
entstanden sind, als geladene Mesonen verlassen. Wir wollen unsere Dis- 
kussion anschlieBen an eine Héhe, die 5 cm Hg entspricht. Es kommt uns 
im folgenden nicht darauf an, quantitative Ubereinstimmungen zu a 
winnen, sondern darauf, das experimentelle Ergebnis auf Grund unserer 
sah Vorstellung plausibel zu machen. ——_ 

Wir gehen folgendermaBen vor. Von 5cm Hg bis 6,7 cm Hg Luft- 
aquivalent — diese Materiemenge entspricht der von 2 cm Pb — andert sich 
die Zahl der Neutrettos gemaB Abb. 1 (in */,9 der Einheiten dieser Ab- 
bildung) von 5 auf 3,8. Auf der diesem Druckunterschied entsprechenden: 
Strecke werden neu erzeugt . 


all 


9.6 co 
Es i (E, L)dE-n(E) Neutrettos. 
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In unseren Einheiten sind das 18,7. (Wahrscheinlich werden keine oder 
nur wenige Mesonen bei einem StoB erzeugt. Vergleiche dariiber di 
SchluB dieses Paragraphen.) Es zerfallen auf derselben Strecke 17,7 Tei 
chen, die sich auf Mesonen und Neutrettos im Verhiltnis des jeweiligen 
Vorkommens verteilen. Da beide mit ungefahr gleichen Anzahlen ver- 
treten sind, kénnen wir mit 8,7 zerfallenen Neutrettos rechnen, so d 
insgesamt 10 Neutrettos mehr entstehen als zerfallen. Diese Zahl hatt 
wir in unserer Betrachtung der Umwandlung nicht mit zu beriicksichtig 
Wir miiBten sie also von der bei 9,6cm Hg vorhandenen Neutrettoz 
subtrahieren. Da die zu einer sinnvollen Ausfiihrung dieses Vorhabens v 
handene Neutrettozahl nicht ausreicht, heiBt das, daB auch die irgendwo ai 
der Wegstrecke zwischen L = 7,2 und L = 9,6 entstehenden Neutrettos 
sich gréBtenteils in Mesonen umgewandelt haben. Die Umwandlung 
die ganze Luftschicht durchsetzenden Neutrettos muB dann. erheblich 
wahrscheinlicher sein. Wir kénnen also sicher annehmen, daB alle Ne’ 

| trettos, die die ftir diese Héhe charakteristische Energie haben, mit uber. 
se s etcente Wahrscheinlichkeit in Mesonen iibergegangen sind. Wir messer 
also mit 2cm Pb in guter Naherung die tatsichliche Anzahl von Neutr 


als ep ire Komponente der kosmischen Strahlung. , 3 


me - Eas Vemuclsersebnis, namlich 24% der harten Strahlung sind Neu- 
trettos, folgt auf Grund unserer Uberlegung fiir Héhen, die 7-10 cm Hg 
entsprechen. 
Ahbnlich kann man auch noch fiir diinnere Schichten, z. B. fiir 10 cm 
Paraffin, schlieBen. Es werden auf der 10cm Paraffin masseniiquivalenten 
sLuftstrecke 9,4 Neutrettos erzeugt, 4,4 Neutrettos (und 4,5 Mesonen) zer- 
allen; also werden 5 Neutrettos mehr erzeugt als vernichtet werden. Die 
i caiesenden Neutrettointensitaten sind 5 bzw. 4,3, so daB man die obige 
SchluBweise auch hier anwenden kann. Auch hier erfolgt also noch eine 
hochgradigé Umwandlung der einfallenden Neutrettos. Wir kénnen sie 
durch einen Wirkungsquerschnitt von der GréBe 4+ 10-25 cm? beschreiben, 
der giiltig ist, solange wir nicht mit extrem relativistischen Geschwindig- 
keiten zu tun haben. Dann geht er iiber in einen um 10-2? cm? liegenden 


ert, 
; Wir zeichnen das Verhialtnis der Neutrettointensitat zur Gesamtmesonen- Rays 
zahl als Funktion der durchlaufenen Schichtdicke in der Abb. 5 noch 1 ag 
eimmal heraus. Unabhangig davon, wie wir die Umwandlungskurve fiir ie. ee 
Tiefen unterhalb 10 cm Hg ziehen, kommen wir bei der Extrapolation i Ba: 


dieses Verhialtnisses auf L = 0 in die Nahe des Wertes 1, was heiBen wiirde, 
daB primar nur Neutrettos erzeugt werden. Nun ist natiirlich die Prorzer- ; ee 
Kurve in der Nahe von L = 0 nur extrapoliert. AuBerdem erleidet die ie 
weiche Komponente Abweichungen von der Strahlrichtung, so daB die fe 
Kurven ® und @, nur einen ungefahren Verlauf der Elektronenkompo- *; 
nente wiedergeben. Unsere Grundlage hat also nicht mehr als eine maBige Pie 
Genauigkeit, doch scheint sie uns auszureichen, um angeben zu kénnen, 

_ daB nicht mehr als ein Achtel bis ein Sechstel aller in Luft erzeugten Me- ‘aa 

sonen bei ihrer Erzeugung eine Ladung tragen (vgl. die punktierte Kurve eg 
in Abb. 5). Der flache Beginn der Umwandlungskurve an der Stelle L = 0 og 
macht deutlich, da8 am oberen Rand der Atmosphire die Neutrettos zu- Be 
nachst nicht zur Umwandlung kommen, sondern zuvor zerfallen. Erst ae 

_ bei der gréBeren Materiedichte geringerer Héhen kann die zur Umwand- am 
lung fiihrende Streuung mit dem Zerfall in Wettbewerb treten und ihn Ave 
allmahlich iiberwiegen. Die gestrichelte Kurve ergibt einen Verlauf, wie ae 

er vom theoretischen Standpunkt aus am wahrscheinlichsten ware. Die 

-ausgezogene Kurve ist das Ergebnis der vorliegenden Experimente, Da 

diese Experimente jedoch der Absorption der gerade aus Neutrettos ent- 

standenen Mesonen nicht Rechnung tragen, diirfte die gestrichelte Kurve 

das tatsachliche Verhaltnis mit gréBerer Wahrscheinlichkeit richtig dar- 

stellen. 

- Das Ergebnis, daB primar Neutrettos und keine oder wenig geladene 

‘Mesonen entstehen, pat gut zu der Forderung, daB die stoBenden Pro- 

—tonen keine Umwandlung in Neutronen erleiden. Ware das namlich der 

ag wire also nach einem StoB das primaire Proton mit gleicher Wahr- 
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be scheinlichkeit Proton oder Neutron, so wiirden die Zahlen H’ u 
nach sehr wenigen StéBen nur noch die Halfte dessen sein, was in uns 
| Darstellungen eingetragen ist. Das ist aber mit unseren Erfahrungen n ic 
ve in Einklang zu bringen. Daher mu8 das primare Proton seine “Ladung 
auch nach dem StoB behalten. Wiirden wir nun eine Erzeugung geladene! 
Pr Mesonen annehmen, so kénnten die Mesonen ihre Ladung lediglich aus 
dem angestoBenen Teilchen beziehen; was bei der Relativitat von Ruhe und 
Bewegung unverstandlich ware. Diese Darlegung gilt natiirlich nur, so 


Abb. 5, Umwandlung von Neutrettos in Mesonen in der Atmosphire (ausgezogene Kurve aul 
-_ Grund von Messungen, gestrichelte Kurve auf Grund eines einfachen theoretischen Ansatzes. 
oe . 


et). lange es sich um die Erzeugung einer ungeraden Zahl von Mesonen han- 
delt, doch darf man von hier aus mit gutem Recht auf den allgemein on 
Fall schlieBen. 
Wenn wir die Entstehung von kurzlebigen Mesonen (einschl. Neu 

_ trettos) in Erwagung ziehen — das Verhiltnis der kurzlebigen Teilchen 
den langlebigen sei 3:1, wie wir friiher angesetzt haben —, so sinkt die Me 
sonenintensitiit (Kurve [) auf 1/, ihres Wertes, die Elektronenintensita 
(Kurve ®) desgleichen, falls alle entstehenden kurzlebigen Teilchen kein 
Ladung tragen. Sie zerfallen dann praktisch spontan in Neutrinopaare 
i. und hinterlassen somit keine Spur. Dadurch erhalten wir aber in unserer 
fs theoretischen Rechnung in der Umgebung von 10 em Hg einen erheblichen 
Fehlbetrag an ionisierenden Teilchen, den wir nicht durch den Zerfal 
nid von Neutrettos in ein Elektronenpaar oder die Annahme von der Erzeugun z 
geladener Teilchen decken kénnen, denn das wiirde vor allem einen Zu- 
wachs an Elektronen in der Umgebung von 2 cm Hg bedeuten. Dagegen 
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2 g¢ mit de 
Ret zulaBt, daB der Wivicanesotiaedinit fiir ihre Erzeugung zu 
: bisher angenommenen Wert addiert wird. Kurzlebige Mesonen zer-— 
fallen groBtenteils i in Neutrinos. Es ist aber unwahrscheinlich, daf die Zahl 
der Surah gen: Mesonen die der langlebigen iiberwiegt.. 


ee 


igo h 
r 


6, Uber die Intensitdt der kosmischen Strahlung auf Meereshohe. 


Wir wollen in diesem Paragraphen in groBen Ziigen die Intensitat der — 
Feosmischen Strahlung auf Meereshéhe darstellen. Da bei quantitativem . 


5) rorgehen sich die Schwierigkeit in den Weg stellt, daB wir den Wirkungs- 
-querschnitt fiir die Streuung der energiereichen Neutrettos nicht kennen, be- 


wir die Intensitit der Mesonen auf Meereshdhe durch Integration tiber die 
Funktion g(E, L) dE, die wir in Tin den Gl. (40a), (44). und (42) angegeben 
haben. Wir setzen dabei voraus, daB die Mesonen keine merkliche Strecke 
Wegs als Neutrettos zuriickgelegt haben. Der Zahlwert sollte nach ProtzErRs 
. Messungen ~ 1/,, der Intensitaét am Ionisationsmaximum ausmachen. 


Elementarprozesse angibt, bei dem die abgegebene Protonenenergie zur 
-Erzeugung von nur einem energiereichen Meson verwendet wird. Man 
_erhalt g/g. Dieser Wert ist sehr roh, denn wir haben bei unserer Ab- 
schatzung nicht beriicksichtigt, daB die Mesonen einen Teil ihres Weges in 
der Atmosphare als Neutrettos zuriicklegen, also nicht so viel Verluste 
durch Ionisierung erleiden. Andererseits haben wir aber auch nicht be- 
riicksichtigt, daB ein Teil der Sekundaren als Neutrettos bis auf Meeres- 


4 _spiiter [29]. 
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zahl in allen Energieintervallen ausmacht. Vielleicht ist es statthaft, dieses 
Ergebnis neben ein anderes aus groBen Héhen zu stellen. Scuein und 
TaBIn (vel. § 1) haben die Mesonen bestimmt, die von neutraler Strahlung: 
in 2 cm Pb ausgelést werden. 87°, haben wir durch die Umwandlung von. 
Neutrettos erklart. Wenn der Rest durch Neutronen ausgelést wurde, so 


harten Komponente oder 5,3% der Protonenintensitat H’ (vgl. Abb. 1). 
(28% ist der gemessene Anteil der durch nicht-ionisierende Strahlen aus- 
gelésten Mesonen an der harten Komponente.) 5,3% aller Protonen, die 
bis zur Héhe der Versuche von ScHEIN und Tasin gelangten, haben sich 
_demnach in Neutronen umgewandelt unter jeweiliger Emission eines 


oe 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 124. 27 


schranken wir uns hier auf allgemeine Betrachtungen. Zunichst errechnen | 


Daraus ist der Wert der GroBe g zu berechnen, die denjenigen Anteil der | 


hohe herabgelangt, also nicht gezahlt wird. Die beiden Korrekturen heben Bs 
‘sich i in grober Naherung gegenseitig auf. Eine genaue Rechnung erscheint — 


_ Auf Meereshéhe ist ein Uberschu8 an positiven Meaatien beobachtet._ 
“worden, der nach BLacketrt [24] 7%, nach Jones. [25] 12% der Gesamt- . 


“hieBe das, daB es eine Neutronenintensitat gibt von 0,13 + 28% = 3,6% der’ 
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positiven weasues Kies ‘sollte es in siepiotiietetoen pits 
tiven Mesonen von 5,3° geben. Ein solcher Uberschu8 muB8 dann auch 
auf Meereshdhe bestehen. Dessen Zahlwert wird allerdings groBer s 
weil sich noch weitere Protonen in Neutronen umwandeln, und 2. v L 
sich die obigen 5,3%/, auf die Gesamtintensitat von geladenen und neu- 
tralen Mesonen beziehen, wahrend die experimentellen Angaben auf 
Meereshéhe immer auf die Intensitat nur der geladenen Teilchen bezoger 
sind. Unter Beriicksichtigung beider Tatsachen sollte man auf etwa 10% 
UberschuB auf Meereshéhe kommen (vygl. [29]). — Die zahlenmaBige Uber- 
einstimmung mit der direkten Messung ist, wenn kein innerer Zusammen- 
hang bestehen sollte, doch sehr erstaunlich. 


Der Breiteneffekt in Meereshdhe wird nach unserer Theorie 0 sein, 
wenn die Mesonen am oberen Rand der Atmosphire entstehen. Denn ein 
Meson, das die ganze Atmosphare durchsetzt, hat eine Energie von 
2-10®eV verloren durch Ionisierung. Es mu8 also von Protonen mit 

2 th = 4-10 eV erzeugt worden sein. i 
Protonen dieser Energie bei jeder Breite die Erdatmosphare erreichen 
k6énnen, sollte es keinen Breiteneffekt geben. Entstehen die Mesonen abe! 
mittelbar aus Neutrettos, nachdem sie schon einen groBen Teil der Atmo- 
sphare durchsetzt haben, so kénnte dadurch der geringe Breiteneffekt, 
der zwischen 0° und 40° besteht (vgl. I, Abb. 2), bedingt sein. Danach 
tragen Protonen mit einer Energie oberhalb E,, = 6 - 10° eV zur Intensitat 
auf Meereshéhe bei. Die Energie der von ihnen erzeugten Neutrettos ist 
> 3-108 eV. Die Mehrzahl dieser Teilchen wird von der Atmosphare ab-~ 
sorbiert sein, bevor sie bis auf Meereshdhe herabgelangt ist. Damit man aber — 
dort von diesen Teilchen iiberhaupt etwas spiiren kann, was ja der Fall ist, 
muf man annehmen, daf sie etwa °/, der Atmosphire als neutrale und nur : 
das restliche Sechstel als positive oder negative Mesonen durchsetzen 
Daraus wiirde ein Wirkungsquerschnitt von der GréBe 2 - 10-*? cm? folgen. 
Gleichgewicht zwischen Mesonen und Neutrettos wiirde demnach auf 
Meereshéhe noch kaum eingetreten sein kénnen. DaB die Intensitat auf 
Meereshéhe in Funktion der Breite bei 40° einen scharfen Knick aufweist 
und oberhalb 40° nicht mehr zunimmt. sondern konstant bleibt, wird un- 
mittelbar verstandlich, wenn man beriicksichtigt, da8 1. die Neutrettos, me 
von den bei @ > 40° zusdtzlich einfallenden Protonen erzeugt werden, é 
Energie < 3 . 108 eV bekommen und 2. daB unterhalb dieser Energie ¢ der 
Wirkungsquerschnitt fiir die Umwandlung gréBer wird. Diese Neutrettos 
werden sich also viel schneller in Mesonen verwandeln und somit keine 
Chance haben, mit merklicher Intensitiat bis auf Meereshéhe herabzuko 
men. Auf Grund dieser Tatsache kénnte man schlieBen, da8 der Uberga ng 
zwischen den Wirkungsquerschnitten fiir die Umwandlung sich auf einen 
relativ kleinen Energieintervall vollzieht. 


einer Energie gréBer als 
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7. Zusammenfassung. 
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ir haben in den beiden Arbeiten iiber die primire Komponente der 
osmischen Strahlung den Versuch gemacht, die Erscheinungsformen der 
kosmischen Strahlung in der Atmosphire mit der Annahme primir an- 
fallender Protonen zu yerstehen. Auf Grund allgemeiner Erwiigungen 
haben wir anlaBlich von ProtonenstéBen eine Mesonenerzeugung angenom- 
men, die wir in 2 extremen Annahmen schematisch durchgerechnet haben. 
\ ie erste Annahme (I) besteht darin, dafB — abgesehen von einem kleinen 
pa der in die Mesonenkomponente geht — im Mittel das Proton 
i einem StoB seine Energie mit dem StoBpartner teilt. Wir kénnen also 
ae einem richtigen Sto8prozeB sprechen. Im Gegensatz dazu ist bei dem 
-zweiten Ansatz (II) die Energie, die der StoBpartner empfingt, vernach- 
lassigbar. Wir sprechen also hier besser von einer Streuung. Von der Me- 
sonenkomponente geht die Energie durch Zerfall und — bei energiereichen 
Mesonen — durch AnstoBprozesse und Bremsstrahlung in die weiche Kom- 
ponente. Letzteres ist in der Arbeit nicht behandelt, diese Prozesse diirften 
ir die Erzeugung der groSen Luftschauer verantwortlich sein. Mit jedem 
von den beiden Ansiatzen ist die Beschreibung des Verlaufs der harten und 
weichen Komponente in der Atmosphare einschlieBlich des Breiteneffekts 
moglich. Eine Unterscheidung wird méglich durch die Diskussion von 
Versuchen in der Stratosphire, in denen die Erzeugung von durchdringen- 
den Sekundfrteilchen in dichter Materie nachgewiesen wird. Diese Ver- 
suche legen — wenn auch indirekt — 1. den Abfall der erzeugenden Strah- 
lung in der Atmosphire und 2. den Wirkungsquerschnitt fiir die Erzeugung 
der Sekundaren fest. Aus den beiden Daten kann auf den Energieverlust 
des stoBenden Teilchens geschlossen werden. Er kann durch den Ansatz I 
nicht dargestellt werden, denn er ist sehr gering. Daraus ist zu folgern, daB 
die Mehrzahl der Elementarprozesse, die zur Mesonenerzeugung fihren, 
-Streuprozesse (mit geringem Energieverlust) und nicht StoBprozesse sind. 
Der Wirkungsquerschnitt fiir diese Streuprozesse wird auf 1,8 - 10 env 
berechnet. Die iibertragene Energie ist von der GréBe der Ungenauigkeit 
mit der die Wechselwirkungsenergie der beiden Protonen in der Zeit der 
Wechselwirkung bestimmt werden kann: Ey = 0,048 - E, = ke : ai : He 
Die vorgetragenen Uberlegungen schlieBen nicht aus, daB St6Be von sehr 
nnergiereichen Protonen nach dem Ansatz I verlaufen. 

Die Mesonen entstehen bis auf vielleicht 15°/, als neutrale Teilchen — 
Neutrettos —, die sich bei Wechselwirkung mit Materie in geladene Me- 
sonen i Der Wirkungsquerschnitt fiir die Umwandlung ist 
bhangig von der Energie, so daB energiearme Neutrettos (kinetische 
Energie <tc?) schnell und energiereiche (kinetische Energie > to c?) 
ar igsamer in Soriees Mesonen iibergehen. Es kann bisher nicht entschieden 
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werden, ob sich ein See iac sieht pee ae und gelac < : 
nen einstellt. Auf Meereshohe scheinen die Neutrettos noch aneeee 10) 
der Mesonenintensitaét auszumachen. 
Die tiberwiegende Mehrzahl der Elektronen entsteht mit einer sehr 
ringen Energie. Sie ist nicht in der Lage, Kaskaden auszuldsen. i 
AbschlieBend stellen wir unseren Rechnungen die Ergebnisse der Art 
ten von Hamitton, Herter und PeEnG [26] gegeniiber. Der Ausgang - 
punkt dieser Autoren ist eine Erweiterung der Yuxawaschen Theorie det 
Kernkrafte in der Form von MOLLER und ROSENFELD [27], die sie an der 
Héhenstrahlung priifen. Hamitton, HeirLer und PENG errechnen aus 
ihrer allgemeinen Theorie fiir die ProtonenstéBe einen Wirkungsquer er 
schnitt von 2,4: 10-24cm?. Der Energieverlust des Primarprotons ver 
teilt sich mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf das RiickstoBteilchen 
auf das Mesonfeld. In diesem Punkte nimmt diese Arbeit eine 
stellung zwischen unseren Annahmen I und II ein, wobei der Schw 
punkt auf I liegt. Der Wirkungsquerschnitt ist viel gréBer als bei uns 
demzufolge fallt die Protonenintensitat sehr steil ab. Die Theorie ist daher 
nicht in der Lage, die Erzeugung von durchdringenden Sekundarer 
(Mesonenschauern) in dichter Materie in der Stratosphare zu erklaren, 
Bei einem so hohen Wirkungsquerschnitt mit betrachtlicher Energietibe 
tragung sollten wir eine starke Mesonen- und Elektronenkomponente er- 
warten. DaB diese noch mit der Erfahrung im Einklang ist, liegt daran, 
daB 50° aller Mesonen neutral sind und nicht durch Streuung in geladene 
Teilchen iibergehen kénnen. Diese Ergebnisse sind bedingt durch die Er- 
weiterung der Theorie der Kernkrafte, wie sie die Autoren vorgenommen = 
haben. Abgesehen von diesem Ergebnis wiirde die Energieabhangigke: t 
des berechneten Wirkungsquerschnitts fiir die Streuung von Mesonen 
gut zu unseren Ergebnissen passen. Er ist proportional zu 1/E%, im nicht 
relativistischen Fall, dagegen nur zu 1/E4,, wenn v = c. Geringer Ene gie - 
(um 1,7+ 408 eV) entspricht also ein viel gréBerer Wirkungsquerschnitt— 
als im extrem relativistischen Grenzfall, 
Die mittlere Energie der erzeugten Mesonen ist gréBer als bei un: 
daher bleibt bei HHP der fehlende Ost-West-Effekt der weichen Kompo 
nente unerklart. Infolge dieser héheren Energie sind transversale kw 
lebige Mesonen notwendig fiir die Erzeu ugung der weichen Kompoieial 
sie stehen in jeder Theorie der Kernkrifte in geniigender Zahl zur Ver- 
fugung. Bei einer Verbesserung der Theorie — wenn sie méglich ist — wer- 
den sie stark zuriickgedringt werden miissen. | 
ee HeitLer und PENG gehen den umgekehrten Weg wie » . 
e priifen an den energiereichen Teilchen der kosmischen Strahlen die : 
Pilcokae die sie an den Gleichungen der Quantenelektrodynan nike 
»erraten’ haben, Unsere Absicht ist, méglichst eindeutige Aussager 
iiber einen zentralen Gesichtspunkt zu bekommen, von dem aus wit die 
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riedenartis An Poe reuges der Seren Gtranlen’ deuten kérineb, 
jae auf die Kernphysik ist dann eine spiitere Frage. Das 
gies Ziel haben wir erreichen kénnen. Fiir weitergehende Schliisse 
ees wiinschenswert, wenn neue Erfahrungen iiber die Eigenschaften = 
é Neutrettos, insbesondere ihre Uniwantnes und ihr Zahlenverhalt- eee: 
nis ZU den Mesonen in Funktion der durchsetzten Materiemenge zur Ver- 
igung stiinden. . 
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Zusatz bei der Korrektur. Sots 


_ In dem groBen Zeitraum von der Fertigstellung der Arbeit bis zur Druck- Se pee 
esung sind eine Reihe neuer Ergebnisse erzielt worden, die die Formulierung Yn ee 
de Hypothese vom neutralen Meson beeinflussen. Insonderheit ist von PowELL 
in Bristol ein neues Meson der Masse 260 und der Halbwertszeit 10- ® sec oder ‘i 
kiirzer nachgewiesen worden, das unter Emission eines masselosen neutralen oily” 
Teilchens (Neutrino oder Lichtquant) in das gewohnliche Meson zerfallt. (Diese “ee 
ee wurden mir iibermittelt durch Prof. Heisenpera). Aus Griinden, 
e MarsHak und Bertue [31] in AnschluB an WEIsskopr [32] und andere dis- 
f iieren, sollte dieses Meson wahrscheinlich das wesentliche T eilchen des Kern- 
feldes sein. Man sollte also bei der Wechselwirkung der Nukleonen die Entstehung 
yon Mesonen der Masse 260 erwarten, die erst durch Zerfall in die gewohnlichen 
Mesonen der kosmischen Strahlung iibergehen. Dieser Sachverhalt steht mit 
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unseren Ergebnissen nicht im Fe Sa wenn man AB 
entstehenden Mesonen neutral sind und entweder selbst och a urch © 
Folgeprodukte eine Lebensdauer der GréBenordnung 10-§ sec haben, Die 
tralen Mesonen gehen dann durch Wechselwirkung mit Materie in der bescl 
benen Weise in geladene Teilchen tiber. 

Die Lebensdauer des neutralen Mesons wird von den bestehenden Messad 2 
theorien der Kernkrafte als wesentlich kiirzer (10-© bis 10-16 sec) err 
wir sie angesetzt und durch die Erfahrung groéBenordnungsmabig bestatigt ha pen, 
Dieses theoretische Ergebnis scheint uns nicht hinreichend zu sein, um eine Dis- 
kussion einer groBeren Halbwertszeit zu unterdriicken, da diese Mesonentheot 
alle keinen endgiiltigen Charakter tragen. Z. B. ware denkbar, daB im wes 
lichen die Mesonen der Masse 260 die Kernbindung ausmachen, wahrend die 
Mesonen der Masse 200 dabei nur eine untergeordnete Rolle spielen. Dann waren 
die Folgerungen aus der Kernphysik nur fiir die schwere Mesonensorte zutr 
fend, wahrend iiber die leichtere gar nichts ausgesagt wird. Differenzen, die auf 
solche Ursachen zuriickgefiihrt werden kénnen, gibt es ja mehrere; z. B. die i 
’ den Wirkungsquerschnitten fiir Mesonenerzeugung und Mesonenwechselwirkung 
mit Materie, die ungefahr gleich sein sollten, aber es keineswegs sind (31, 32) 
oder die in der Absorption quasi-ruhender negativer Mesonen durch Kerne, 
die theoretisch in 10-18 bis 10-®° sec erfolgen sollte, nach der Erfahrung ab 
vergleichbar mit der Halbwertszeit in 10-® bis 10-8 sec erfolgt [33]. 


—- 

[31] Marsuak, R. E.u.H. A. Betue: Phys. Rev. 72, 506 (1947). “- 
[32] WeissKxopr, V.: Phys.Rev. 72, 510 (1947). a 
[33] Fermi, E., E. TeLLer u. V. Weisskopr: Phys.Rev. 71, 314 (194 7): 
Ferm, E. u. E. TELLER: Phys.Rev. 72 (1947). - 


von Tonenkristallen. 
I. Teil. 


| Von 
ae I. N. SrRANSKI und K. Moire. 


; Mit 5 Figuren. 
(Eingegangen am 19. November 1946.) 


—_— 


1, Die Frage, inwieweit die Gitternetzebenen der Kristalle an den Ober- 
flachen Anderungen unterliegen, ist fast durchweg am Beispiel der 001- 
'Flache des NaCl-Gitters behandelt worden. Von den diesbeziiglichen. 
Jntersuchungen seien hier die von Mapetune!, LENNARD-JONES ie . 
Dent”, Zwicky® und Stranski* angefihrt. 

-Manpetune! beschrankt sich bei seinen Uberlegungen auf die rein 
elektrostatischen und Bornschen AbstoBungskrafte. Lennarp-Jonxrs 
und Denv? stellen ahnliche Uberlegungen wie Zwicxy?® an und beriick- 
sichtigen auBerdem noch die Ionendeformation®, deren Einflu8. sich | 
als bedeutender fiir die Strukturabweichungen herausstellt. Rechnet 
-man im voraus damit, da die oberste 001-Netzebene in threm Zu- 
sammenhang ungedndert erhalten bleibt, so resultiert auf diese Weise 
eine Verkiirzung im Abstande zwischen der obersten Netzebene und der 
nachst tieferen (wahrend zwischen dieser und der zweittieferen eine sehr 
geringe AbstandsvergréBerung zu erwarten ware). AuBerdem miiBte 
innerhalb der obersten Netzebene selbst eine betrachtliche positive Ober- _ 
flachenspannung herrschen. Diese Aussage lieBe sich folgendermafen 
_ begriinden: Die Gitterkonstante einer frei schwebenden 001-Netzebene 

ergibt sich rechnerisch kleiner als die des dreidimensionalen_Kristalls. 
pie oberste Netzebene, die ein Mittelding zwischen einer Netzebene im 


3 Mapetune, E.: Phys. Z.S. 20, 494 (1919). 

- 2Lennarp-Jones, J.E. u. B. M. Dent: Proc. Roy. Soc. London (A) 121, 
247-(1928). 

3 Zwicky, F.: Helv. Phys. Acta 3, 269 (1930). Dort findet man auch die friihe- 

‘en Arbeiten desselben Autors angefiihrt. f 
_ 4 Srranski, I. N.: Jb. Univ. Sofia 24, 297 (1927/28); Z.S. f. phys. Chem. 136, 

259 (1928 

tig alain J.:Z.S. f. Phys. 38, 759 (1926) hatte bei der Berechnung der spez. 

Ol berflachenenergien von Tonenkristallen bereits die Ionendeformation | mit- 

e beriicksichtigt. Vgl. hierzu auch die grundlegenden Arbeiten von Born, M. u. 

. HEISENBERG Z.S. fi Phys. 23, 406(1924); 26, 196 (1924). 


_Felde des darunter liegenden Kristalls polarisiert sind und sich da 


-zeichen verschieden von dem berechneten. 


sofern sie ute Gitterkonstante der Kristallunterlage besitzt, sich z usamm 
zuziehen bestrebt sein. Die sich so ergebende Oberfléchenspannung » " 
noch wesentlich dadurch erhoht, daB die Ionen der obersten Netzebene 


stiirker gegenseitig anziehen. In Fig.la sind die Verhaltnisse an der Wirfe’ 
flache des NaCl-Gitters nac 
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: a b rung lieferte jedoch eine vél- 


lige Diskrepanz zwischen 
Theorie und Befund. Fine 
und Witman? fanden nam- 
lich bei ihren mit Elektronen 
aeahlen durchg efiihrten Untersuchungen an Stelle der zu erwartenidel 
etwa 5°%igen Netzebenenabstandsverkiirzung eine etwa 0,5°,ige ‘Aut 
weitung, Der gemessene Effekt erweist sich demnach bereits im Vor 


Fig. 4. Querschnitt durch einen Ionenkristall 

mit NaCl-Gitter, senkrecht zur Wiirfelflache. 

a) Nach LENNARD-JONES und DENT: 6’ < 6, 
b) Nach STRANSKI: 3’ ~ 6, 


Die folgenden Uberlegungen kniipfen sich an den seinerzeit von STRANSKI? _ 
geaiuBerten Gedanken, wonach in der obersten 001-Netzebene des NaCl- 
Gitters infolge der Netzebenenspannung molekulare Risse entstehen, die— 
zu einer Vorbildung einzelner Molekiile fithren. Die konsequente Ver- 
folgung dieses Gedankens gibt uns einen Weg zur einfachen Deutung des— 
Ergebnisses von Fincw und WILMAN, wie auch die theoretische Miterfas- — 
sung einiger weiterer experimenteller Befunde, die bis jetzt gleichfalls — 
keine befriedigende Erklarung gefunden hatten. Auch hier wollen wir ein- 
fachheitshalber beim NaCl-Gitter verbleiben,. 

2. Der Gedanke der Vorbildung von Molekiilen innerhalb der. chal . 
OO01-Netzebene des NaCl-Gitters (oder auch anders ausgedriickt: der 
Umwandlung der obersten 001-Netzebene in ein zweidimensionales Mole- 
kiil- oder Schichtengitter) erfordert noch eine exakte Begriindung, welche 
im zweiten Teil nachgeholt wird. 

Bereits aus den Betrachtungen von LENNARD-JONES und DENT ergib o 
sich, dafs die Ionen der obersten Netzebene, wenigstens solange sie als — 

1 Finn, G, I. ueH. Witman: Ergebn, exakt, Naturwissensch. 16, 418 (1937). 
Vgl. auch Eveken, A.: Lehrb. der chemischen Physik, 2, Aufl. Bd, 11/2, S. 118, 
Leipzig 1944. (Zusatz bei der Korrektur); Es sei darauf hingewiesen, daB die 
Ergebnisse von Finca und WitMAN inzwischen von verschiedenen Seiten an- 


gezweifelt bezw. nicht .bestatigt worden sind. Vgl. den Vortrag von H, Konic 


auf der Tagung der. Deutschen Physikalischen Gesellschaft i, d. brit. Zone, 
Gottingen, 4. 10. 46. . 
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Juadr: S Cea ee Reistalighvetbonsnante ci Kantentinige ange. 
rdne tsind, sich in labilen Lagen befinden kénnten. Kippen sie aber zu einem 
threr Niichbain von der gleichen Netzebene tiber (was schon wegen der | 

Nulipuaktsschwingungen unvermeidbar ist), so diirften die elektrischen Raye" 

elder der sich annahernden Ionen jeweils das Feld, das von der Kristall- - he f 
Peccce herriihrt, tiberténen und demnach hauptsiichlich die Ionen- Mi 
deformation bewirken. Diese fiihrt aber zwangsliufig zu einer molekiil- tees, 
_artigen Gruppierung der Ionen innerhalb der obersten Netzebene. Die » Pace 
Spam des so resultierenden Molekiilnetzes mu8 aus Symmetrie- . aay 2 
den bei einer regelmaBigen Anordnung der Molekiile ein Minimum ~~ 
Sia ees 
_ Als direkte Folge aus ser Molekiilgitterstruktur der Oberflichennetz- 
Baie ergibt sich so, daB der Abstand zwischen der oberstén und der niachst 
- tieferen Netzebene eventuell auch groBer ausfallen kénnte als im Kristall- 
Inneren. Denn die Krafte zwischen den einzelnen Molekiilen (innerhalb | 
derer die Ionen zu Di- bzw. Quadrupolen zusammengeriickt sind) werden 
_ entsprechend geschwicht; im Grenzfall des vollstindigen Zusammenfallens 
_ der Tonen im Molekiil verschwinden ja die elektrostatischen Krafte ganz. 
‘Das Ergebnis einer so durchgefiihrten Berechnung kann demnach bereits 
im Vorzeichen verschieden von dem von LENNARD-JoNES und DENT 
und uibereinstimmend mit dem Befund von Fincw und WILMAN ausfallen. 
Die Verhaltnisse an der Wiirfelflache des NaCl-Gitters, wie sie sich da- 
~nach ergeben, sind in Fig.1b schematisch veranschaulicht. 

Die Begriimdung der hier gegebenen Vorstellung von den Serene 
_abweichungen in der obersten 001-Netzebene des NaCl- Gitters mit Hilfe 
_von energetischen Rechnungen ist, wie bereits erwahnt, Gegenstand des 
2. Teils der Ver6ffentlichung. Hier mégen einige weitere Folgerungen 

aus der Molekiilgitterstruktur der Kristalloberflache gezogen und mit 
i experimentellen Befunden in Zusammenhang gebracht werden. 


3. Das Schema der Fig.2a entspricht einem zweidimensionalen Schich- _ 
_ tengitter (bestehend noch aus zwei-ionigen Molekeln), das wir im folgen- . 
den, Streifengitter-nennen werden, und das sich in volle Aualogie zur 
~ Schichtgitterbildung im dreidimensionalen Ionengitter nach Hunp? 
stellen 148t. Fig. 2b zeigt dann einen einfachen Typ eines zweidimensiona- _ 
len Molekiilgitters. Energetisch (vgl. den 2. T eil) ergibt sich das Streifen- 
gitter als bevorzugt. Die Energiedifferenz zwischen Typ a und b ist ver- 
 haltnismaBig klein, was eine gleichzeitige Beriicksichtigung beider Fille 
, notwendig macht. Eine genauere Diskussion, die wir uns fiir spater 
vorbehalten, ~muB auch noch. weitere Konfigurationen mit in Betracht 
-ziehen. 


5 


_.1.ffunp, F.: ZS. £ Phys. 34, 833 (1925). 


5 " - ‘.. 4 
Der gegenseitigen Orientierung der Mo 

ebene, wie sie sich im Streifengitter (Fig. 2a) 
Symmetrieachse normal zur Oberflache an Ste i “a 
Zweizihligkeit. Eine zweizahlige Symmetrieachse ergibt sich auch : ir 
den symmetrischen Fall, daB die Molekiile der Oberflachennetzebene aus 
je vier Ionen bestehen, wie es dem Molekiilgitter in Fig. 2b entspricht. a 
Ein Verlust des kubischen’ 


istallk6r- 
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& S & ® & % &S Se nung denkbar. Durch das 


Ubergreifen der gegenseiti- 


ktar der obérsten Worleiuetucbene etnes~ "= Beeinflussung der Ober- 
Fig. 2. Struktur der obersten Wurfelnetze eines - . © <a 
Torenktistalss mit NaCl-Gitter. a) Streifengitter flachenmolekiile auf benach 


ith rhc apie pegs oral el Pee tcc (Doppel- barte Flachen ‘kdante dann 
jeweils nur eine einzige Zone — 
ausgezeichnet werden. Von den drei Zonen der Wiirfelkante ist in Fig. 3 — 
gerade [001] als solche gekennzeichnet. Durch die gegenseitige Beein- 
flussung wiirde die Stabilitat des Zustandes aller Flachen dieser Zone 
zusatzlich erhdht werden. Dadurch wiirden aber auch fortlaufende Ande- a 
rungen der Molekiilorientierung gerade an den gemeinsamen Kanten der — 
Zonenflichen mit 001 und 001] auftreten, die dann, wenn auch seltener, — 
zu allgemeinen Zonenumorientierungen fiihren kénnten. iq 
In Fig. 3 ist das Fehlen einer einheitlichen Orien- 
[oot] tierung der Oberflachenmolekiile in der Flache 001 _ 
| (wie 001) besonders gekennzeichnet. Ein solcher 
Unterschied im Orientierungsgrad sollte sich ganz 
allgemein im Verhalten der Flachen auBern, so z. B. 
beim Wachstum. Es wiirde sich die Bildungshaufig- — 
keit neuer Netzebenen an beiden Flachenarten — 
als graduell verschieden herausstellen, wobei eine _ 
das Wachstum behindernde Adsorption fremder. 


Fig. 3. NaCl-Gitterwirfel mit Streifengitter an der Ober-_ 
fliche. Beim Ubergreifen der gegenseitigen Ausrichtung ’ 
der Oberflachenmolekile auf benachbarte Flachen kann von 
den drei Wirfelkantenzonen jeweils nur eine bevorzugt sein. 
(001 In der Fig. ist es [001]. = 


ee 


4 
; 
Molekiile (die an beiden Flichenarten ebenfalls unterschiedlich sein miuBte) % 
noch mitzuberiicksichtigen wire. Solche Kristalle wiirden sich dann beim _ 
Wachstum nicht mehr kubisch, sondern tetragonal verhalten. 
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-dieselben bereits in quantitativer Form vorliegen. Der Ausrichtungsgrad 


-magnetischem Moment in Eandensierten Aggregaten. Ferner miiBte der 


sea Gegenwart fremder Molekiile beeinfluBbar sein. 


bereits vorliegender Erfahrungen sammeln. Dies soll auch hier geschehen, 
um die bestehenden Méglichkeiten zu umreiBen, aber mit dem Vorbehalt 
einer spiteren eingehenden Diskussion. 
_ Demgemaé sind hier die Ergebnisse zu nennen, die man an den Wiirfel- 
- flachen der Kristalle vom NaCl-Typ mit Hilfe des Atzverfahrens ‘erhalten 
~hat!. Sie weisen tatsachlich fast durchweg auf eine geringere Symmetrie 
hin, als sie dem Raumgitter entspricht. Allerdings hangt das Zustande- 
_kommen der Atzfiguren von vielen Faktoren ab, und es ist oft schwer, die 
-Wirkung der einzelnen Faktoren voneinander zu trennen. Die Frage, 
wieweit sich die bereits vorliegenden Beobachtungen als Bestatigung des 
angenommenen Zustandes der Wiirfelflachennetzebene auswerten lassen 
_ bzw. wie man die Methode verfeinern miiBte, damit sie fiir eine einwand- 
_freie Priifung ausreicht, erfordert noch eine gesonderte Untersuchung. 


Bis jetzt sind keine Erscheinungen beobachtet worden, bei denen der 
- kubische Charakter der Kristalle dieser Klasse verlorengeht. Solche Er- 


_ scheinungen sind jedoch von Ionenkristallen vom CsCl-Typ her wohl-_ 


bekannt. Es sei hier an das gelegentliche Wachstum von NH,Cl-Kristallen 
in SpieBform erinnert?. Freilich sehen die Gitterverhaltnisse beim NH,Cl 
etwas anders aus als beim NaCl. Diese Verschiedenheit andert aber prinzi- 
piell nichts an der Grunderscheinung der Strukturabweichung, die an den 
Oberflachen von samtlichen Ionenkristallen in ahnlicher Weise auftreten 


1 A tzfiguren mit geringerer Symmetrie sind z. B. von Brauns, R. (N. Jb. f. 
Min. 1886 I, 224; 1889 I, 121) am KCl und von Rosicky, V.:(N- Jb. f. Min. 
1916 II, 15) am NaCl festgestellt worden. Weitere Literaturangaben findet man 

_z. B. in Gmetins Handbuch der anorganischen Chemie, System Nr. 21 (Na- 


yy 


4 trium), S. 311, Berlin 1928; System Nr. 22 (Kalium), S. 355 u, 357 Berlin 1938. 
| _ Zwar sind fiir die Atzvorgange auch die Strukturen von Kanten und Stufen maf- 
_ gebend, die man bei der Erklarung der Versuchsergebnisse beim NaCl und KC] 
 beriicksichtigen miiBte. GemaB dem Ergebnis des 2. Teiles sollten aber in erster 
% Linie die Bromide und Jodide, insbesondere des Li, fiir solche Untersuchungen 


herangezogen werden, bei welchen bereits die Flachen eine Streifenstruktur auf- 


weisen sollten. 

2 Nach Enaticn, F. (Z.S.f. anorg. Chem. 203, 26 (1932)) wachst NH,Cl aus 
einer Pektinsdaure enthaltenden waBrigen Loésung in Form von SpiefBen, die 
gelegentlich eine Lange von einigen Metern erreichen. 


t lgerungen iiber ‘dea. Zustand der Oberflachenschichten , 
Pigesiaualien « eimwandfrei experimentell priifen zu kénnen, miissen— 


_ der Molekiilnetzebenen wird niimlich noch temperaturabhingig sein, 
-abnlich der gegenseitigen Ausrichtung von Molekiilen mit elektrischem nde ) 


ii - Ausrichtungsgrad auch durch passend angelegte duBere Felder oder durch 


Anhaltspunkte fiir eine solche Priifung kann man schon jetzt an Hand _ 


_ kénnte und ssc Merde belie NH,Cl. besonder 


‘chenquerschnittes betrachtlich zu und erreicht bei einem Dae 


* are Beitrige von SMEKAL, x. u. E. OroWAN in den Heften tiber Ideal- und Real: - 


rRA SK md Es. . a 


(wahrscheinlich infolge der komplexen Natur des NH Ions). 


© 
ba 


4. Einen bemerkenswerten Hinweis auf das El SRDS yon eet 
kularen Ri®bildungen in der Wiirfelflache oder wenigstens an der Wiirfel- 
kante des NaCl-Kristalls liefert uns auch die Anderung der ReiBfestig- 
keit und des Gleitvermégens von NaCl-Kristallen, die durch ein Anlésen — 
der betreffenden Kristallstiicke verursacht wird. Da die Deutung? dieser — 
Erscheinungen noch wenig bekannt ist, sich aber eng an die vorangehen: e 
den Uberlegungen anschlieBt, soll sie hier behandelt werden. % 


An angeldsten NaCl-Kristallen kann man bekanntlich eine bedeutendel 
hdhere ReiBfestigkeit und Flie8geschwindigkeit feststellen als an unbehan- 
delten Proben. Die maximale ReiBbfestigkeit (feststellbar nur an einem ge- — 
ringen Bruchteil der Proben) nimmt dabei noch mit Abnahme des Stib-— 


von etwa 3-10-%cm praktisch den theoretischen Wert?. 

- Die VergréBerung der ReiBfestigkeit bei den Kristallstabchen, die en 
Anlésung unterworfen sind, wird nach Jorre® zutreffend mit der dabei 
erfolgenden Beseitigung von Rissen und Fehlern an der Kristallober- ~ 
flache erklart. Wenn aber danach die angelésten Kristillchen dennoch _ 
vorzeitig (unterhalb des theoretisch geforderten Wertes) abreiBen, so kann | 
das nur von Fehlern herriihren, die ihren Platz im Kristallinnern haben | 
(also von inneren Rissen bzw. Inhomogenititsstellen, an welchen gré®ere 
Spannungen und dadurch auch spontan Risse entstehen kénnen). Der : i 
starke Anstieg der Maximalwerte der ReiBfestigkeit mit abnehmendem _ 
Querschnitt hingt dann offenbar damit zusammen, daB die Wahrschein- — 
lichkeit eines fehlerlosen Kristallbaues mit Abnahme des Volumens des _ 
zu untersuchenden Kristallstiickes ebenfalls stark zunimmt!. Dabei ist es 
nicht erforderlich, daB das Kristallstibchen in seiner Gesamtlinge eine 
gleich groBe Fehlerlosigkeit aufweist; gerade die fehlerlosen Teile dehnen 
sich am ehesten, erreichen dadurch einen kleineren Querschnitt und sind 
daher der gréBten Belastung ausgesetzt. 


~ 


Uber die molekularen Oberflachenrisse selbst und deren Zusammenhang 2 
mit der ReiBfestigkeit und FlieBgeschwindigkeit li®t sich folgendes sagen*: : 
Die in zwei angrenzenden Wiirfelflichen senkrecht zu deren gemeinsamer _ 
Kante verlaufenden Risse (in Fig.4a sind nur diese Risse durch stirker _ t 
ausgezogene Linien gekennzeichnet) treffen an der Kante selbst zusammen, _ 
wo sich die Molekiilkontraktion offenbar noch stirker auBern muB. Die | 


1 Sraanses, I. N.: Ber, Dtsch. Chem. Ges. (B) 75, 1667 (1942). » 
* Jorrr, A., M. W. Kirprtscnewa u. W. A. Lewitzky: Z.S. f. Phys. 22, 286 


(1924). Vel. auch Scumip, E. u. W. Boas: Kristallplastizitat, Berlin 1935, wie _ 


a. 


. 
§ 


kristall der Z.S. f. Krist, (A) 89 (1934) u. 93 (1936). 


1 re ptojizieite RiBebene pen an det Wiirfelkante tele 

falls in einer Wiirfelebene, die die Spaltebene des Kristalls ist. Daher 

i <onnen die urspriinglich molekularen Risse an der Wiirfelkante sehr leicht 
zu gréberen Risser vertieft werden; die Wiirfelkanten selbst stellen also 
einen Ausgangsort von RiBbildungen und eer ease dar. Die 


Fi: 4. Ionenkristall mit NaCl-Gitter. a) Wirfelkante. b) Wiirfelflachenstufe. Die soaieeened 
zur Kante bzw. Stufe verlaufenden molekularen Risse sind durch stark ausgezogene Linien 
gekennzeichnet. Diese Risse treffen an der Kante zusammen, nicht aber an der Stute. 


? 
_ 


- Bedeutung der Wiirfelkante fiir die ReiSvorginge unangeldster NaCl- 
Kristalle ist dadurch begriindet, da8& die Gleichgewichtsform des NaCl- 

i  Kristalls durch die einfache Wiirfelform gegeben und daB die Wirfelkante 
im Gleichgewicht somit atomar scharf ist. \ 


*, 


- netzebene verlaufenden Risse treffen hingegen nicht zusammen, sondern 


_ werden an der Stufe selbst um eine Netzreihe verlegt (vgl. Fig.4b). An 


- dieser Stelle ergibt sich somit ein Ri®ebenensprung und damit auch eine 
RiBverflachung. Bedeutsam ist es auch, daB dicht gelagerte Stufen sich 
im dieser ihrer Auswirkung gegenseitig steigern. Projiziert man an den 
- Stufen die RiBebene ins Kristallinnere, so fallt sie diesmal nicht mit einer 


Wiirfelebene zusammen (wie es bei den Wiirfelkanten der Fall war), 


sondern mit einer Rhombendodekaederebene, die aber keine Spaltebene, 
-- sondern die Gleitebene des NaCl-Kristalls ist. Die Wiirfelstufen sind dem- 
~ nach kein Ort, wo Ri®vertiefungen und Schubverriegelungen entstehen, 
a sondern es werden gerade durch ihre Gegenwart, infolge des Zusammen- 

fallens der Ebenen der molekularen Risse und der Gleitung, die Gleit- 
2 vorginge begiinstigt und damit die Gefahren einer RiBvertiefung weit- 
¥  gehend beseitigt.. 

-Beim Anlésen eines NaCl-Kristalls runden sich die Wiirfelkanten ab. 
Da jede Abrundung dieses Kristalls auf Bildung vieler elementarer Wiirfel- 
-stufen zuriickzufiihren ist, ergibt sich die ReiBfestigkeitszunahme beim 
_angelésten NaCl-Kristall tatsachlich mit einer gleichzeitigen Erhéhung 

des Gleitvermégens ursachlich verkniipft. Andererseits regenerieren sich 
Jan pee ciogyen NaCl-Kristallen die Wiirfelkanten beim Stehenlassen lang- 


2 


Die beiderseits senkrecht zu einem Stufenrand einer unfertigen Wiirfel- 


sam und bei einem et ai 2 chnell. I 
seine durch Anlésung erlangte erhdhte Festigkeit und Plastizitat + vo n 
langsam und nach einem Wachstumsvorgang schnell wieder einbiB fees 
Die Bedeutung des Vorhandenseins von Rissen in der Oberflache eines 
Probekérpers fiir dessen ReiBfestigkeit, auch fiir den Fall, daB die RiB. 
tiefen verschwindend klein gegentiber dem Durchmesser der Probekérpet 
sind, wird auch schon durch ein von Orowan? angefiihrtes Beispiel ill 
striert: ,,Uberzieht man Porzellan mit einer Glasur, so kommt diese ba 
der AbwGiteie unter Zugspannung oder Druckspannung, je nachden 
ihr Ausdehnungskoeffizient groBer oder kleiner ist als der von Porketlegil 


a 


Fig. 5. Wirfelkante und Wirfelflachenstufe bei einem Ionenkristall mit Nacl-Gitter in — 
einem elektrischen Feld geniigender Starke, das parallel zur Wiirfelflache und zur Wirfel-— 
kante angelegt ist. Die moleKkularen Risse erfahren eine Umkehrung, indem sie jetzt nur 

an den Stufen senkrecht zum Felde verlaufen.  * 


z 
Im ersten Falle bilden sich Risse in der Glasur, im zweiten nicht. Das — 
riffrei glasierte Porzellan hat nun eine sehr viel héhere Reiffestigkeit als 
das unglasierte und dieses wiederum eine hdhere als das rissig glasierte.‘“* 
AbschlieBend sei noch vermerkt, daB in einem tangential zur Wiirfel- — 
flache angelegten elektrischen Feld geniigender Starke der Verlauf der 
molekularen Risse eine bemerkenswerte Umkehrung erfahrt, wie man es 


aus der schematischen Darstellung in Fig. 5 ersehen kann. ’ 4 


Berlin-Dahlem, Kaiser Wilhelm-Institut fiir physikalische Chemie und 
Elektrochemie. 


: OnoWAR,, E.: Z. S. f. Krist. (A) 89, 339 (1934). 
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ber die Strukturabweichungen in den Oberflichen 
von Ionenkristallen. . 


Il. Teil. 


Von 
K. Mortére und I. N. Srranskr*. We cs 


Mit 4 Figuren. 


(E ingegangen am 19. November 1946.) 


_ Die Aufgabe dieses Teiles der Arbeit ist es, die Gleichgewichts-Konfi- _ Ke ; 
guration einer Steinsalzwiirfeloberflache zu berechnen. Hierbei sollen 
“nicht nur, wie es in der Untersuchung von LENNARD-JoNES und Dent! — 
(im folgenden mit ,,L.-J.u.D.‘‘ bezeichnet) geschehen ist, die infolge der 
_Ionendeformation zu erwartenden Verriickungen der Oberflichen-Ionen f 
in der Richtung der Flachennormalen beriicksichtigt, sondern es sollen 
_auch bestimmte tangentielle Verzerrungen des Oberflachengitters in Be- 
-tracht gezogen werden. ; haa 


“ Die Grundannahmen des Ansatzes. 

- Genau wie bei L.-J.u.D. wird unsere Rechnung auf Grund der verein- 

- fachenden Annahme durchgefiihrt, daB iiber eimem undeformierten Halb- 

_ gitter nur die Ionen der obersten Netzebene Deformationen und Verriickun- 
gen erfahren. Wie das Ergebnis der Rechnung zeigt, sind die zu erwarten- 
den Effekte so klein, da8 diese Naherung vorerst berechtigt erscheint. 

Ferner wollen wir auch hier von der Wirkung der vAN DER WAALSschen 

_ Krafte und der Temperatur- bzw. Nullpunktsbewegung absehen, also 

nur die elektrostatischen (CouLomsBschen und Polarisations-) Krafte und 

_ die AbstoBungskrafte nach dem Bornschen Potenzansatz als wirksam 

a ansehen. Zur Vereinfachung der Rechnung nehmen wir an, daB die Polari- i 

_ sierbarkeiten beider Ionenarten gleich, und auch die Bornschen Ab- 

5 stoBungsexponenten und Kraftkonstanten fiir alle beteiligten Arten von 

_ Jonenpaaren identisch sind. Der mittlere AbstoBungsexponent fiir NaCl 

_ wird zu n = 9 festgelegt, so daB also das Bornsche AbstoBungspotential 

-zweier Ionen im Abstand r 


__ * Bei den numerischen Rechnungen hat Herr Dipl. Phys. B, HoNigMANN mit- 
gearbeitet. 
1 Lennarp-Jones, J.E. u. B. M. Dent: Proc. Roy. Soc. London (A) 121, 
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wed, Die winateatis A folat, wie iblich; aus der oe ee 
des unendlich ausgedehnten Gitters!, Nimmt man als Gitterkonste 
5 = 2,81 A (NaCl-Abstand) an, so ergibt sich ~ ies 


Ay 


oA, 5° = 2;6263: 10-® 


A= 


Hierbei ist ¢ die elektrische Elementarladung 


Ay die Madelung-Konstante fiir Steinsalz, 


ee _Ag die Potentialkonstante fiir den Exponenten 9 fiir ein Kubisch es 
Gitter nach Jones und InGHAM?. 


~ 


- Man erhilt hiermit 9p in erg, wenn man in obiger Formel 3 in A einsetzt. 
Als Jonenpolarisierbarkeiten wahlen wir das arithmetische Mittel der 
Polarisierbarkeiten beider beteiligten Tonen, also fiir NaCl etwa << 


@ == 861-10" cm", 


Wiirde man zulassen, daB die einzelnen Jicien theron eaten verse 
Deformierbarkeiten haben und verschiedenen AbstoBungsfunktionen ge- 
_ horchen, so wiirde das zu verschiedenen Gitterkonstanten in der Ober \ 
- fiir die beiden Ionenarten Veranlassung geben. Man miiBte also die schor 
von MApELUNG® geforderten elektrischen Doppelschichten an der Ober: 
flache erwarten. 
Die unterschiedlichen Tonenelgenschadtien sind zwar im Ansatz yon 
L.-J.u.D. beriicksichtigt, ihre Aubwane geht aber i im weiteren Verlauf 

; der Rechnung verloren. 
ee L.-J.u.D. berechnen die normalen Verlagerungen der Oberflichen- 
aye Jonen unter der Annahme, da® die oberste Netzebene als ganzes den Netz-_ M 
-._ ebenen des unterliegenden Halbgitters kongruent bleibt und nur ihren 
_. Abstand zur Unterlage verindert. Aus der Tatsache, da® eine einzelne, — 
isolierte Netzebene eine kleinere Gitterkonstante haben wiirde als der 
kompakte Kristall, folgern sie dann eine Tendenz der Netzebene, sich 
tangential zusammenzuziehen, die sie anschaulich als Oberflichenspannung 
deuten. Die Deutung kénnte leicht zu der Annahme verleiten, dah — 
diese »,Oberflichenspannung** eine in ahnlicher Weise wirksame GroBe | 
ware wie bei einer Fliissigkeit. Dem steht entgegen, daB eine Kon- — 
traktion einer sich nur iiber wenige Gitterzellen erstreckenden obersten 


1S. z.B. Born, M. u. M. Goprert-Mayer: Handbuch der Physik, XXIV/2 


S. 718, 
an 2 Jonnrs, J. E. os A. E. In6uam: Proc. Roy, Soc, London (A) 107, 640 (925). 
bere ® MaveLune, E.: Phys. Z.S. 20, 494 (1919). 


a 


ters solche tangentialen Verriickungen auftreten, die der Struktur des 
unterliegenden Halbgitters angepaBt sind, in der Weise nimlich, daB jede 
einzelne- (zweidimensionale) Gitterzelle der Oberfliche in gleicher Weise 
- verzerrt wird (homogene Verzerrung im Sinne der Definition von Born}), 
Aus der Mannigfaltigkeit der méglichen homogenen Verzerrungen des 
-Oberflachengitters greifen wir vorerst nur zwei Typen heraus, die in Fig. 
2a, b der vorangehenden Arbeit dargestellt sind, und die wir im’ folgenden 
mit Typ @ und b bezeichnen wollen. Sie entsprechen anschaulich einem 
' ,,Streifengitter‘‘ (dem zweidimensionalen Analogen des Schichtengitters) 
(a) bzw. einem zweidimensionalen Molekiilgitter (b), aus 4-ionigen Kom- . 
plexen bestehend. Diese Konfigurationstypen werden nicht nur deshalb 
_ der Rechnung zugrunde gelegt, weil sie durch ihren Symmetrie-Charakter 
_ allzu groBe Komplikationen der Rechnungen zu vermeiden gestatten, 
_ sondern sie erscheinen uns von vornherein als energetisch so begiinstigt, 
da8 man nur diese beiden Typen zu betrachten braucht”. Fig. la, b und 
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Fig. 1a, b. Die Grundzelle des verzerrten Oberflachengitters, entsprechend den Typen a 

und b. Die gestrichelt gezeichneten Kreise stellen die Lonen der unverzerrten 2. Netzebene 

dar. Die Polarisationsverhaltnisse sind in den Abbildungen schematisch angedeutet; die 
Pfeile kennzeichnen die Komponenten der Dipolmomente (bzw. Feldstarken). 


1 Born, M.: Atomtheorie des festen Zustandes, S. 546, Leipzig 1923. 

2 An sich ist die Mannigfaltigkeit der méglichen Typen natiirlich unbegrenzt. 
Die Anwendung einfacher Symmetrie- und Energiebetrachtungen ermdglicht 
aber eine Reduktion auf einige wenige Konfigurationen. Unter diesen sind, 
_ wie die nahere Rechnung zeigt, nur die beiden oben angefiihrten Formen ener- 
-getisch bedeutsam, sofern keine auBeren Krafte auf die Ionen wirken. Sind da- 
gegen 4uBere Krafte vorhanden, z. B. ein tangential gerichtetes elektrisches Feld, 
so miissen andere Verzerrungsformen mitberiicksichtigt werden. Die allgemeine 
3 Diskussion der Typen soll in einem weiteren Teil der Arbeit im Zusammenhang 
ce mit dem zuletzt angedeuteten Fall nachgetragen werden. 

Zeitschrift fiir Physik. Bd. 124. 28 
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Fig. 2 veranschaulicht die beiden betrachteten Verzerrun 
Gitterzellen im Aufri8 und SeitenriB, wobei die Polarisationsve 
angedeutet sind. — 
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Fig. 2. Darstellung der See ares nade ba rad ri Seitenri8. Erlauterungen entsprechend 
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Um eine Ubersicht iiber die zu erwartenden Effekte zu gewinnen und | 
gleichzeitig die Auswirkung der Grundannahmen unseres Ansatzes zu 
priifen, wollen wir hier noch die NaCl-Abstinde fiir einige Molekelarten 
bzw. Ionenaggregate zusammenstellen, die unter den angegebenen Vor- 
aussetzungen berechnet sind. 


1. Isoliertes Einfachmolekiil 
a) ohne Beriicksichtigung der Polarisation: Syacq, = 2,38 A; 
b) mit Polarisation (nach der von Born und HetsENnBERG! angegebe-— 
nen Methode): Syac} = 2,17 A. * 


2. Isoliertes Doppelmolekiil, quadratisch 
a) ohne Polarisation: Siyacy, = 2,52 A; 
b) mit Polarisation: Siyagp, = 2,40 A. 


\ 


ae 3. Unendlich ausgedehnte lineare Kette aus alternierenden Ionen ohne 
om bint . 
Me Polarisation: 3x = 2,49 A. = 
he: 4, Unendlich ausgedehnte, isolierte NaCl Netzebene (001), unpola 
Be siert: Sy = 2,68 A (bei L.-J.u.D. 2,69 A). 

ee 9 <* ~ 
i ie 
i, Der Ansatz. 
rap Wir unterscheiden durch den Index H das unveranderte Halbgitter, 
‘av durch N die dariiberliegende Netzebene, wobei wir die auf die Ionen und — 

a3 ve Dipole beziiglichen Anteile der FeldgréBen durch J bzw. D kennzeichnen. 
ae hide 
S Ny * Born, M. u. W. Hersenpere: Z.S. f, Phys. 23, 388 (1924). 
\y oe ’ 
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we ’ ° ~Oe y be v 4 
i n ¢ je potentielle ners der Oberflache U, : bezogen at 
n Tonenpaar. Fiir ein ‘einzelnes Bezugsion ist-die Buse: 


5 Ta =e (FO + OF) —(p,, LEO 4 GED) 4 H 
MO + MON) 


®, und &, sind die am Orte des Bezugsions von den iibrigen Ionen. 

_ erregten FeldgréBen, ®{%) und 2 die Bornschen Potentiale, e, und p, 
_ Ladung und Dipolmoment des Bezugsions. Der Faktor1/, in den Klammern 

ist einzufiihren, weil das Bezugsion selbst der Netzbene angehért, man 
also bei der Summation iiber alle Ionenpaare den doppelten Wert der 
Energie erhalten wiirde. Die einzelnen Glieder stellen nacheinander dar: 
die Coutomssche Energie, die Energie der Einstellung des Dipols parallel 
zum Feld, die quasielastische Polarisationsenergie und den Anteil oo 
_Bornschen AbstoBung. 

@() und © bestehen aus je 2 Anteilen: 


OO) — OM + MO), 
OS a Eee. 


_ Die DipolfeldgréBen @ und € sind fiir die gewahlten symmetrischen 
Verzerrungstypen linear-homogene Funktionen der Komponenten des 
Dipolmomentes, die fiir alle Ionen dem Betrage nach gleich sind. Der 
Ausdruck fiir die Energie enthilt also die beiden Dipolmomentkomponen- 

ten p, und p, sowohl explizit als implizit in Form einer quadratischen 
Funktion. Zur Bestimmung des Energieminimums haben wir also U,, 
nach p,, und p, partiell zu differenzieren und beide Ableitungen = 0 zu — 
setzen. Hieraus ergeben sich lineare Bestimmungsgleichungen fiir p, und 
_ pz, deren Lésungen wir in den Ausdruck fiir U',, einsetzen kénnen. 
L.-J.u.D. wenden in ihrer Arbeit nicht dieses Verfahren an, sondern 
versuchen sofort den Ausdruck fiir die auf ein Ion der Oberflache wirkende ~ 
Kraft zu formulieren, indem sie die Dipolmomente mit Hilfe der linearen 
 Beziehung 3 = « € eliminieren. Dabei unterlauft ihnen der Fehler, dab 
sie die Wechselwirkung innerhalb der Oberflache mit dem doppelten Be- 
 trag in Rechnung setzen. Der von ihnen gefundene Effekt der Verkleine- 
rung des obersten Netzebenenabstandes kommt auf diese Weise etwa um 
~ den Faktor 2 zu groB heraus. 
Aus der Symmetrie der betrachteten Verzerrungstypen ergeben sich 
gewisse Vereinfachungen, wenn man beriicksichtigt, daB fiir das Feld 
eines Ions im Aufpunkt r (innerhalb der Netzebene) gilt: 


oy Ee 4 i 
x Ox r ? ey ; 
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jenn ae Potential pine 3 Dipols dagegen: ae 
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Man is, geht verifizieren, daB fiir unsere beiden Konfigurationen a 
a ra gilt: 


ey a” = ae (>, () : 


Die Energie eines Ions im Felde der iibrigen Dipole der Netzebene ist t 

also gleich der Energie eines Dipols im Felde der iibrigen Ionen. Infolge 

- dieser Beziehung kann man den Ausdruck fiir U,, wesentlich vereinfa hen 
und bekommt in Durchfithrung des vorhin bsereireceines ci Programms fir 


die Konfiguration a 

ED 4 ED 
Dh Sag (D0) +h » @\")) 4: om = Dy Bot) — ( i ED? a 

1fe + EP)/p,. 

2 ee 

x — EY? |p,” 

Fiir den Typ 6 tritt zu dem Gliede 
Wa + BY mine 


der Faktor 2 hinzu. 


Die Aufgabe ist nun, diejenigen Werte der Verzerrungsparameter des 


_ Oberflachengitters zu ermitteln, fiir welche die Funktion U,, einen Minimal- 


wert annimmt. Als tangentiale und normale Verzerrungsparameter wahlen 
wir folgende Relativkoordinaten (s. Fig. 1 u. 2): 


8 ist wie friiher der Ionenabstand im kompakten Raumgitter. Bei der 
tangentialen Verzerrung y niahern sich also die Oberflachenionen um den 
Betrag 8 + y gegentiber dem im Innern des Kristalls giiltigen Abstand. 


Die Methoden der Berechnung. 


Die geringsten mathematischen Schwierigkeiten macht die Beeching 
der Bornschen Potentiale CY) und BOY, da sich diese Zahlenwerte n 
relativ geringer Miihe durch direkte Summation gewinnen lassen. 


sti immung : BS Potentiale eal Menara eee Me 
ies ‘am Ort eines Oberflichenions 0, EY, EY pietet Ne am 
zweckmafigsten die Methode von Mape.une? dar. 

_ Am schwierigsten-ist die Berechnung der Selbstpotentiale und Selbst- 
feldstirken der Oberflaichennetzebene. Hierzu erwies sich das Ewatpsche 
_ Verfahren als brauchbar, und zwar muBten die entsprechenden Reihen 

fiir den zweidimensionalen Fall und fiir mit 4/r3 abfallende Gitterfunktionen 

-(Dipolfeldstirken) formuliert werden. Die Lésung der letzteren Aufgabe 

oe) bereits von O. EMERSLEBEN® gegeben worden. 

Es gilt fiir die Potentiale und F eldstarkekomponenten am Orte t inner-— 

_halb einer aus Ionen bzw. Dipolen gebildeten Netzebene: 


ae e ; ee a Pe Gs 
ey ST I : eee. 
Beste y in ae fea | 
: a teas 
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4 Man benétigt also nur die Summen fiir O” und EY und kann alle iibrigen 
- GréBen durch partielle Ableitungen der ersteren gewinnen. 

Da die entsprechenden Reihen fiir zweidimensionale Gitter sonst unseres 
d Bees, nirgends zu finden sind, geben wir sie hier kurz an. Es ist: 


2 joe aes 
— O(B |t t ) oP eee : beable Ae 
0 @) = es pe © (2 |t—r, |) as . - fe iy 
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E a 1 MADELUNG, E.: ae Z.S. 19, 524 (1918). 

i 2 Ewaxp, P. P.: Ann. d. Phys. 64, 253 (1921)., s. a. Born, M. u. M. Goppnrt- 
“Mayer: Ic. S. 711. 
s, Be ater nans O.: Phys. Z.S. 24, 73 (1923); siehe auch Mouire, G.: 
Z.S.f. Krist. (A) 101, 383 (1939). 
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Hierin sind a,, ag die Grundvektoren des gewohnlichen, b,, by des rezi- — 
proken (zweidimensionalen) Gitters, b,, = mb, +m, by die reziproken 
Gittervektoren. 8 ist eine willkiirlich wahlbare Konstante, durch deren 
geeignete Wahl man fiir die Gittersumme und Fouriersumme sehr schnelle 
Konvergenz erzwingen kann. Der Strich am Summenzeichen bela q 
daB das Glied mit m, = mz = 0 in der Fourierreihe wegzulassen ist, wa 
wegen der Bedingung a e, = 0 erlaubt ist. 


Mit Hilfe dieser fonuetd sind die Selbstpotentiale und Selbstfeldstarken 
zu berechnen, also die Feldgr6Ben am Orte des aus dem Gitter entfernt - 
gedachten Ions Nr. 1. 

Um die Formeln nicht durch Bildung weiterer Ableitungen noch mmeheg 
zu komplizieren, haben wir auf die direkte Berechnung des Kriftegleich- 
gewichtes verzichtet und uns darauf beschrankt, die Energie U,, fiir eine © 
geniigende Anzahl von Werten der Verzerrungsparameter zu ermitteln 
und das Energieminimum dann graphisch zu bestimmen. Hierzu geniigte 
es, die einzelnen Gitterfunktionen fiir je 5 Werte der Parameter y und { zu 
berechnen. 


Das Ergebnis der Rechnung. 


Trigt man fiir bestimmte Werte des tangentialen Verzerrungspara- 
meters y die potentielle Energie U,, (bzw. deren negativen Wert, die Gitter- 
energie). gegen die Normalverzerrungskoordinate € auf, so erhalt man 
Kurven vom Charakter der Fig. 3a. In dieser ist eine Auswahl dieser Kur- 
ven abgebildet, die sich auf den Verzerrungstyp a (Streifengitter) beziehen. — 
Wie man sieht, zeigt die Kurve fiir y = 0 (tangential unverzerrte Ober- 
fliiche, der in der Arbeit von L.-J. u. D. allein beriicksichtigte Fall) ein 
Maximum bei € == 0,975; das entspricht einer Kontraktion der obersten ; 
Normalgitterkonstante um 2,59, wihrend L,-J.u.D. 5% angegeben hatten. — 
Bei zunchmender Tangentialverzerrung y wandern die Maxima der Kur- _ 
ven deutlich nach rechts und haben bei t doe 0,2 bereits die Stelle € = 1 


tberschritten, d. h. die Kontraktion ist in eine geringe Dilatation thents 
gegangen. 
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~1,61- 10-24 cm3 
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Fig. 3. Gitterenergie der Oberflache — U,, fiir bestimmte Werte der tangentiellen Ver- 
zerrung y als Funktion des Normalverzerrungsparameters ¢. a) fiir die Polarisierbarkeit 
ae, a = 1,61 -10—*cm*,. b) fir die Polarisierbarkeit a = 2,1 -10—** cm?, 
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In Fig. 4a sind die maximalen Ordinatenwerte der Kurven der Fig.3a als . 
Funktion von y dargestellt. Die gestrichelten Kurven in Fig. 4 zeigen die yey 
entsprechenden Funktionen fiir den Verzerrungstyp b (Bildung 4-ioniger va 
-Molekiilkomplexe). Man sieht, daB fiir die getroffene Wahl der Ionen- \s 
polarisierbarkeit (z= 1,61-10-*4) die Maxima der Kurven in Fig. 4a ate 
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Fig. 4. Relative Maxima der Gitterenergie — U,, beziiglich der Normalverzerrung ¢, auf- 

tragen als Funktion des tangentiellen Verzerrungsparameters y. Die Maxima der Kurven 

-_ entsprechen den absoluten Minima der potentiellen Energie fiir die betreffenden 
Verzerrungstypen. 

a) Fir die Polarisierbarkeit a@ = 1,61 -10-* cm’, 

b) Fir die Polarisierbarkeit a = 2,1 -10~** cm’. 
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ey xs aa die Minima der re eeeey bei 4 pes ay est a " ne 
ya) - unverzerrter oberster Netzebene. Allenfalls kénnte das Maxi num 
(Aart einen ganz geringen Betrag rechts von der Stelle y = 0 liegen, eine Fr 
die sich mit dem verwendeten graphisch-numerischen Verfahren n 
entscheiden laBt. Setzt man einen kleineren Wert fiir die Polarisierbarkeit ' 
ein, so fallen die Kurven von der Stelle ~ = 0 nach rechts steiler ab; bei 
gréBerem &% dagegen bildet sich bald ein flaches Maximum bei y == 0, das. 
mit zunehmendem & nach rechts wandert und immer mehr ausgepragt 
wird. Die Figg. 3b und 4b zeigen die entsprechenden Funktionen fiir die 
Polarisierbarkeit %— 2,1- 10-24. Die Maxima der Kurven in Fig. 4 
liegen bei -y = 0,11 fiir den Verzerrungstyp « und beiy = 0,08 fiir den Ty f 
b, was also einer Annaherung der Oberflachenionen um 11% bzw. 8% 


~ 


_entspricht. An der Stelle dieser Maxima hat der Normalverzerrungs-_ 
parameter € den Wert 0,97, also 3°4ige Verkiirzung der Normalgitter- 
konstante. Das Maximum der Fig. 4b fiir den Typ a (ausgezogene Kurve) 
hat einen etwas hdheren Ordinatenwert als dasjenige fiir den Typ (ge- i 

strichelte Fae yek . 


= 


Deutung des Ergebnisses. * 


Der Sachverhalt la&t sich also jetzt so zusammenfassen: Es muB ein- 
i bestimmter Wert der Ionenpolarisierbarkeit iiberschritten sein, damit di 9 
ees: tangential verzerrte Form der Oberflache energetisch gegeniiber der un 
verschobenen Form begiinstigt ist. Die Verzerrung der Oberflache in 4 
Form eimes Streifengitters (Typ a) ist wahrscheinlicher als in Form eines, 
Molekiilgitters (). Das hier betrachtete Problem stellt also eine genaue — 
1 aR Parallele zu den bekannten Untersuchungen von Hunn! iiber die Stabili- 
tat von Raumgittern dar. Auch dort wurde festgestellt, daB sich die Ko-- 
ordinationsgitter bei Uberschreitung eines bestimmten Grenzwertes der 
Polarisierbarkeit in Schichtengitter bzw. Molekiilgitter umzulagern be-- 
ginnen. Beim Steinsalz scheint in unserem Falle gerade die Grenzpolarisier-_ 
barkeit erreicht zu sein, d. h. bei etwas gréBeren Werten von & beginnt ae 
tangential verzerrte Form stadiler zu werden. 


Wir nehmen nun naherungsweise an, daB sich die AbstoBungspotentiale. 
fiir alle Ionenarten der verschiedenen Alkalihalogenidkristalle vom Stein- 
salztyp mit gentigender Genauigkeit durch den Ansatz 9p = A+ r79 (mit 
dem gleichen Exponenten 9) darstellen 1aBt. Indem man die einzelnen 
Bestandteile der Funktion U, auf ihre Abhangigkeit von der Gitterkon- 
stante 5 untersucht, findet man leicht, daB das Produkt $- phe abgesehen 
von den Koordinaten y und € nur von dem Parameter a/3° abhangig ist. 
Der Charakter der Hie iieiaeens Fig. 4 hangt also wie bei Hunp nis 


* Hunp, F.: Z.S. £. Phys. 34, 833 (1925). 


Substann =| 10" 8 (A) | a/ 3° 


5) LiF | 0,51 2,01 0,063 
es haGl 1,54 2,57 0,091 
ates, Lar . 2,10 2,75 ) 0,101 
; Li] ) 3,16 ) 3,00 eater 197 


; . y 2,31 | 0,047 
hia NaCl . 1,61 2,81 SE: 


; NaBr 2,17 2,98 l= 0,082 th 
>. Naj . 3,23 ) 3,23 0,096 
r ; | 
et. KF | ORO) os 4 2,67 0,047 
Be KC) 1,93 3,14 0,062 
4 KBr . 2,49 ) 3,30 | 0,069. 
aioe x 3,54 3,53 0,080 
RbF | 1,25 2,82 | 0,056 
; RbCl 2,28 3,27 0,065 
RbBr 2,84 . 3,43 0,070 
f RbJ 3,89 3,67 - | 0,079 
CsF 1,67 | <0 Rane tl BPN a 


ms Eine tangentiale Verzerrung der Oberflache ist fiir alle diejenigen Kri- 
-stalle zu erwarten, fiir welche %/5° den fiir Steinsalz giiltigen Wert 0,073 
iiberschreitet, also fiir LiCl, LiBr, LiJ, NaBr, NaJ, KJ, RbJ. Der oben 
in Fig.4b dargestellte Verlauf der Energiekurven mit % = 2,1-10-*4 
wirde also etwa dem Falle des NaJ entsprechen. Bemerkenswerterweise 
st fiir die GréBe des Quotienten &%/3? einerseits die GréBe der Polarisier- 
barkeit des Anions maBgebend, welche den Mittelwert & fast ausschlieBlich 
bestimmt. Noch starker wirkt sich aber die Kleinheit der Gitterkonstanten 
8 bei solchen Salzen aus, die ein kleines, d. h. stark polarisierendes Kation 
besitzen. So ergibt es sich, daB gerade LiJ, das Salz mit dem kleinsten 
Kation und dem groBten Anion, den starksten Effekt einer tangentialen 
-Oberflichendeformation zeigen mul. 


Folgerungen. 

se Wir haben festgestellt, daB die tangentiale Verzerrung der Oberflache 
on bei viel kleineren Polarisierbarkeiten einsetzt als die Umlagerung 
Schichtengitter im Dreidimensionalen. A fortiori wird man einen 
entsprechenden eindimensionalen Effekt an den Kristallkanten bei noch 
7 an 
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geringeren 5 Werte der Pilasisiotberte erwerten seieae Hier 
lich nur eine Aufgliederung der Kristallkanten in Waheed lekiil 
komplexe (entsprechend dem Typ a) in Betracht. Mit Sicherheit wird der, os 
hierzu nétige Grenzwert der Deformierbarkeit auch schon beim Steinsa 


iiberschritten sein. Die Voraussetzungen fiir die in Teil I gegebene Deutung. 
| . der ReiGBfestigkeitsexperimente an Steinsalz sind also erfiillt. Interessant _ 
Ee x ware eine Wiederholung der entsprechenden Experimente mit anderen 
ery Substanzen (etwa LiJ und NaF), die gemaB obiger Tabelle einen starkeren 


ee % oder schwiicheren Effekt der Verfestigung beim Anlésen ergeben miiBten 3g 
Eine quantitative Erklarung der von Finca und Mitarbeitern mit- 
geteilten Ergebnisse der Elektronenbeugungsmethode laBt unsere Rech a 
nung in dieser Form leider noch nicht zu; es ist aber der Weg zum Ve 
stindnis der Moglichkeit gegeben, wie iiberhaupt eine Dilatation dei 
Gitterkonstanten an der Oberflache zustande kommen kann. Wir haben j ja 
gefunden, da bei gréBeren tangentialen Verzerrungen die Normalgitter- _ 
konstante zwischen erster und zweiter Netzebene gedehnt wird. 7 
‘Vielleicht hat auch der Versuch eines direkten Nachweises der tangen- 
tialen Oberflaichendeformation an Einkristallen geeigneter Salze mi 
kleinem Kation und groBem Anion Aussicht auf Erfolg. Man miiBte hierzu_ 
sehr weiche Réntgenstrahlung bei streifender Inzidenz oder Elektronen-_ 
strahlen verwenden. a 
Es wiire auch noch eine Diskussion dariiber notwendig, ob es iiberhaupt. — 
statthaft ist, mit dent iiblichen, linearen Polarisationsansatz im Bereich | 
der sehr groBen und stark inhomogenen Felder zu rechnen, wie sie an den 
Oberflachen und Kanten und bei isolierten Molekiilen vorliegen. Ferner — 
mite noch untersucht werden, wie sich die Verhaltnisse 4ndern, wenn _ 
man nicht mehr mit mittleren Polarisierbarkeiten und AbstoBungs- — 
funktionen rechnet, sondern die Verschiedenheiten der einzelnen Ionen-_ 
eigenschaften beriicksichtigt. 
Die naihere Untersuchung dieser Fragen und der in Teil I angescnn ta 
tenen Probleme soll den Gegenstand weiterer Verdffentlichungen bilden. — 


Berlin-Dahlem, Kaiser-Wilhelm-Institut fiir physikalische Chemie und 
Elektrochemie. , 
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a ‘Bite, G.I. u. H. Witman: J. chem, Soc. London 1934, 751, Fincu, G. I, 
u. S. ForpaaAm: Proc. phys. Soc, London 48, 85 (1936), 
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Zum 60. Geburtstag am 3. 12. 1947. 


Zeitschrift fir Physik, Band 124. Springer-Verlag, Berlin und Heidelberg 


5 es ein einfaches Verfahren ; zur Berechnung ee 3 


S. d 4 Re 
| von Zustandssummen*. eas 
4 ey) 3.04 a fe 
Von ; af aoe 
G. LEIBrRIED und F. KAEMPFFER. "eee eG br 
Mit 1 Abbildung. pene: 
ee < y 
(Eingegangen am 26. Februar 1947.) de = 
Es wird eine Ableitung der Verteilungsfunktion eines der Boss-Statistik ge- fr, ice 
_ horchenden Systems gegeben, die der iiblichen Sattelpunkt-Methode Aquivalent ae Ru 
_ ist, jedoch ohne diese auskommt und eine anschauliche Deutung der Ergebnisse ‘ee 
ermoglicht. , te 
oes 
Man betrachte ein System, bestehend aus NV Teilchen, die sich ohne is ee 5 
-gegenseitige Wechselwirkung in einem Potential bewegen. Bezeichnet == Rest 
_ €;=4a;-© (€ Energie-Einheit, «; eine reine Zahl) die méglichen Energie. ae 
werte eines Teilchens und n; die Anzahl der Teilchen, die die Energie ¢; alee 
haben, so ist die yotietanctin Beschreibung des Systems Sorts durch 4 “pee 
Angabe der Zustandssumme Aiba et: 
ig ¥ be 
; Ey 4 ey Sh 
ZeaeD> re kT (1) ae a 
< Loe aa * 
_ wobeiiiber alle Energien E, zu summieren ist, die sich aus den ¢;inder Form © or an 
; ae ye 
ng i , (2): \ ae 
; reg nth 
ra ae 
| unter der Nebenbedingung oe nae 
a LST, a (3) ee? 
F ; , ee 
{ zusammensetzen. Aus dieser Zustandssumme lassen sich dann nach be- Pare, 
_.kannten Verfahren die thermodynamischen ZustandsgréBen des Systems OP 
© cm ei 
| berechnen, so z. B. die innere Energie : an 7" 
| any aj 
6 (—1/kT) ‘ Sis | « 
ee : . ‘ “a gh pat 
_ Von der es Nebenbedigung (3) kann man sich, wie tblich, fretmachen, na 
% eae ee Ae ie: 
' indem iat eine Funktion G(w, z, ...) bildet @=e 7, w eine komplexe AP 4 
‘ Variable) ca ‘Me i 
ae P ee | 
. * Richard Becker zum 60. Geburtstag gewidmet. ‘ y Tee 
2 Zeitschrift fiir Physik. Bd. ta 29 + bie 
ES a 
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wobei jetzt iiber alle n; zu summieren ist. Die gesuchte Zastandss umme 

Zy ist dann der Koeffizient von wv in der Entwicklung von G nach Poten- 
zen von w. Es empfiehlt sich nun, die GréBen 


= ter) = Lae 
einzufiihren und in (5) die Umformung 
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Gw,..)=|] Sta" rad O rarer aie Se 


q n=0 
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vorzunehmen, dann ist namlich, wie man bei Entwicklung der einzelnen 
Faktoren des Produktes sofort sieht, der Koeffizient von w, d.h. die 704 


standssumme ¥ 


1 (2). @ 
u es a 


se Pure p=1 


wobei tiber alle v, zu summieren ist, die der Nebenbedingung 


a 


(9) 
geniigen. ; 
Fiir (8) 1aBt sich nur in einfachen Fallen, z. B. fiir den weiter unten be- 
handelten ,,linearen Oszillator“, ein geschlossener Ausdruck ancl 
Man kann jedoch erwarten, daB das absolut gré8te Glied in (8) bere 
eine hinreichend gute Niherung fiir die area darstellt. Un n 
diese zu gewinnen, hat man also das Maximum von i ( u aah ; fi | 


v 
e; : 


unter der Nebenbedingung _¥ "v¥, += WN aufzusuchen. Dies geschieht, 
u=1 

indem man in bekannter Weise unter Einfiihrung eines LAGRANGE- 

schen Multiplikators rN 
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wobei A aus der Bedingung (12) zu bestimmen ist. wee Bedinghay kann 
Joa geschrieben werden 


se [1-(%e AN] 
Xj A 


N 
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a i 1—z 
_ = Fat | (- bs “|= = 
by fit ric (14) 


was, in der Form a n; = N gelesen, als Mittelwert fir die Anzahl n,; der 
pr otchen der nape &; 


+ 


(15) 


liefert. Diese Formel kann natiirlich auch aus (13) durch Differentiation 
_ abgeleitet werden: 
| (16) 
; ( ert) | 
- Die Formel (15) ist bis auf den Faktor 1—\e *7 identisch mit der 
 tiblichen Verteilungsfunktion eines der Bose-Statistik gehorchenden Gases. 
_ Der Parameter (4 durchlauft den Wertebereich von 0 bis co. Fiir T = 0 ist 
- ersichtlich A= 0, und mit T— oo geht auch 4-0, da dann die f,, be- 
liebig groB werden. 
Es ist bemerkenswert, daB (15) identisch ist mit der Formel, die man 
-erhilt, wenn man aus (7) die Zustandssumme, d. h. den Koeffizienten von 
. 29% 


wn, nach-der Sane ebtanmnts ee hat ‘letding 
von (7) die modifizierte Funktion > 


ae : a 
; (17) 
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zu verwenden, was jedoch hinsichtlich Z y nichts ausmacht, da zur Bestim- _ 
mung von Zy in (7) die Potenzen w@ mit M > N gar nicht ins Spiel — 
kommen. Die Zustandssumme ist damit 
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Nf oO fy 
1 exp (SF w"| den 1 exp [er "| dw 
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(18) 


w w Qt 


wobei der Integrationsweg um den Ursprung der w-Ebene zu fiihren ist. © 
Die Sattelpunkt-Methode! besteht nun darin, daB man diesen Integrations- _ 
weg auf einem Kreise um den Ursprung fiihrt, der die reelle Achse im Sattel- 
punkt des Integranden schneidet. Der Sattelpunkt von 


F (w) = exp 


Ny a 
>» w* —Nin | 
Thin, 


ist definiert durch das desedrindion der Ableitung von In F(z), d.h.: 


N N N ay 
ah pan te a= Q- | gder aha w* = N., (20) 


Auf der positiv rellen Achse gibt es stets einen und nur einen Wert w =r, _ 
der (20) befriedigt. Wenn die f,, > 1 sind, so liegt dieser Wert zwischen O- 


und 1 einschlieBlich. Die Bedingungsgleichung 


N 
Sit =N (24) 


w=1 


fi iir den Sattelpunkt r ape a also genau der Bedingungsgleichung (12) 
fit Ad. D8 


eal asi (22) 
FowLer?® weist in seinem Buche nach, daB als gute Naherung fiir die Zides 


standssumme der Integrand an der Stelle des Stattelpunktes genommen 
werden kann, man erhiilt also aus (19) mit (22) j 


1 Fr OWLER: Statistische Mechanik, Kap. II, 5, Leipzig 1931. 
* Fow er, l. c. 
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Zy= S4rt— Nara Slot 4 in (23) 

% Pr oat . 

in Ubereinstimmung mit unserer Formel (13). 

3 Bedenkt man, daB in der vorlie en Beschreibungsweise die Zu- 
standssumme fiir V Teilchen mit d giewerten w° ¢;, die der Bourz- 


MANN-Statistik gehorchen, gegeben i rch 


(Boltzmann) N z ; 
ZN = const. f, , (24) 


‘ 


so kann man die angeniherte Darstellung der Zustandssumme des BosE- 


vy fe? fe 
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- man einmal von der Temperaturabhangigkeit der v, absieht, anschaulich 
_ folgendermaBen interpretieren: Das Bosr-Gas von N Teilchen verhdilt sich 
so, als habe man ein Gemisch von Teilchen, die der BOLTZMANN-Statistik ge- 
horchen, und zwar y, Teilchen mit den Energiewerten ¢;, vo Teilchen mit 
den Energiewerten 2 ¢;, -++-++*> , Yy Teilchen mit den Energiewerten N ¢;. 
Wenn diese Vorstellung richtig ist, so kann man erwarten, daB die mitt- 
_ lere Energie des Systems sich additiv zusammensetzt aus den mittleren 
éln fy, 
8 6 (-A/kT) 
spezifische Warme c,, aus den spezifischen Warmen cy, der BOLTZMANN- 
_ Teilchen der mittleren Energie E,. Fir die mittlere Energie ist dies tat- 


' Energien E, der einzelnen BotrzMann-Teilchen, und die. 


-sachlich der Fall, denn aus (13) erhalt man mit 8 = — a und unter 
Verwendung von (11): 


B= ohm (25) 
Wan Of, an Posten, eas ‘ 
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Jedoch tritt in der aus (25) abzuleitenden spezifischen Warme noch ein 
Glied auf, das von der Temperaturabhiangigkeit der v, herriihrt, und das 
- in der oben gegebenen anschaulichen Interpretation vernachlassigt wurde: 


1 Man glaubt zundchst, daB (23) eine bessere Naherung sei als diejenige, 
welche mit der Funktion (7) G (w, z) gewonnen wird; denn in (23) kommen nur 
diejenigen f; vor, die in der exakten Formel allein vorkommen diirfen, namlich 

f,..-Jn. Eine Untersuchung derselben Fragestellung mit Hilfe der iiblichen 
Sattelpunkt-Methode zeigt, daB diese auch in ausgearteten Fallen asymptotisch, 


dh. fiir groBe WV, den exakten Wert liefert (vgl. Leisrriep, ZS. f. Naturforsch. aaa a 
im Druck). Es wird sich daher die vorliegende Formulierung von der normalen cys SU 

Sattelpunkt-Methode nur um asymptotisch verschwindende Glieder unter- Brivns, 2) 
_ scheiden. ‘ 2 


Zur Abschatzung der Brauchbarkeit der Naherung vergleichen wir si 2 
mit der einzigen uns bekannten exakt berechenbaren Zustandssumme. Es 
. handelt sich um den Fall des ,,linearen Bose-Oszillators“. Darunter ist — 
zu verstehen ein System von JV Teilchen, die sich in einem parabolischen 
Potential bewegen, so da die méglichen Energiewerte ¢; = i € «= 0, 
1, 2,-;+) sind, wenn ¢ die Grundenergie des Oszillators bezeichnet. Dieser — 
Fall ist nicht nur deshalb von Interesse, weil sich hier die Zustandssumme — 
exakt in geschlossener Form angeben lat, sondern auch weil dabei die 
RechtmaBigkeit der Beschreibung durch ,,Bo.TzMaNN-Teilchen‘ beson- 
ders deutlich wird. Man kann hier zur Bestimmung des Koeffizienten 
von w/ in (7) so vorgehen, daB man sich G (w) in eine Potenzreihe entwickelt 
denkt: 


G (w) = =A t Awe tZyw+---. (27) 


HL (L—we ) 


Aus ‘(27) liest man die Funktionalgleichung 


(28) 
ab, aus der sich durch Koeffizientenvergleich fiir die Z die Rekursions- | 
formel 


(1— w) G (w) = G (w2) 


Zn_y 


{—z 


ergibt, so daB mit Z) = 1 die gesuchte Zustandssumme lautet: q 


(30) 


Vergleicht man diese mit der Zustandssumme fiir BottzMann-Oszil- | 
latoren 
1 
Zee Se 


aaa? 1) 


ie so erkennt man, daB das System von V Bose-Oszillatoren aquivalent ist f 
; einem Gemisch von BoLtzMANN-Oszillatoren, bestehend aus einem Oszil- 
eke lator mit den Energiewerten ¢;, einem Oszillator mit den Energiewerten. 

’ 2 ¢;,**+, einem Oszillator mit den Energiewerten N ¢;. Diese Aquivalen = 
ist hier exakt, sie driickt sich auch noch in der spezifischen Warme <a 


iz 


‘ 


: von. en Air aie 4 ? 
‘ = VA Se Melee fac eis! Dit 
ee Fall tins “ober entwickelte Naherungs-Ver- 
so hat man, da hier vi 


(32) 


Sf ote 
kT 


ea (33) 
_Es sind drei Temperaturgebiete zu unterscheiden: Das »,Anlaufgebiet‘: 


4 > 1; tiefe Temperaturen: or < 1 aber mae >>1; hohe Tempera- 


_ turen: ib <_1. Bei konsequenter Naherung erhalt man: 4 


te 2 kT > € 

A= WwW ° fiir RT St 
‘ 2 kT BY Sees N 
N 


hewn #F fuse 


+e 


- Die mittlere Energie hat die Form 


fae Sp See +24 Se Bens 
= — ; = ¢ ae see ‘ 
; ad a nea T (i 


Dar at <_l1 ist fiir tiefe Temperaturen, spielt 2 im Exponenten nur 
~ fiir an < 1 eine Rolle; wiederum bei konsequenter Naherung ergibt 
2 ss fit aig! > 4 
sal} é ir pop 
Ie) ea (36) 
> fiir 7T < ts k ae = > 4 


yer Pha 
fiir rT < 1 


, 


yee 
it a ; i gers - Mey Si ce" . 

Es ist ersichtlich, daB im Gegensatz zum idealen Gas im Kasten die — 

spezifische Warme hier kein Maximum hat (vgl. Abb. 1); dies muB auch 4 

; so sein, da ¢, sich additiv aus den mit der Temperatur monoton steigen- — 

ee den spezifischen Warmen der einzelnen BoLTZMANN-Oszillatoren zusam- 

mensetzt. Auch der lineare Anstieg der spezifischen Warme im Gebiet . 


tiefer Temperatur ist aus der exakten Darstellung der Zustandssumme zu | 


~~, . 
‘ a 


Ae 


Abb. {. Spezifische Warme nach (36). 


erwarten, da die BoLTzMANN-Oszillatoren mit re 1 bereits den vollen 


Betrag k der spezifischen Warme haben, wahrend die iibrigen praktisch 
noch nicht angeregt sind. Ferner tritt auch hier ein Phanomen auf, das der — 
ErnstEINn-Kondensation des idealen Gases entspricht und sich hier beson- — 
ders leicht tibersehen lat: Die Besetzungszahl mo des energetisch tiefsten 


Terms ist noch bei Temperaturen 7 >> 7 von der GréSenordnung JN, 


Ss :: : ; . 
wenn nur 7 < ~; ist. Man Uberzeugt sich davon, indem man mit der G 


allgemeinen Formel fiir die mittlere Besetzungszahl 7; des Terms der 
Knergie e; ° 


‘ 


r n 1 wy a.“ 
R= yz 27% - Onn (37) 
N w=1 


unter Verwendung der exakten Zustandssumme (30) ng berechnet: J 


(38) 


a es 7 = ; Loa 2 OT -(N=9) 5 
0 Ze Bawen = Sd) = ST] (1 emg), 
- heal y= w=1 y=0 


Wird nun in grober Naherung 


; Ne 
wenn nur eae ist. 


- AbschlieBend sei noch die bemerkenswerte Tatsache metab daB 
ber gleiche Fall bei Fermr-Statistik exakt dieselbe spezifische Warme 
liefert.t 2+ . s 
_ Géttingen, Institut fiir theoretische Physik. 


————- 
1 Vgl. auch Autuck, Kotuarr: Proc, Cambridge Phil. Soc. 43, 242 (1946). 
jiese Arbeit wurde uns leider erst nach Fertigstellung dieser Notiz bekannt. 


RC: a 7 
Zur projektiven Relativitatstheorie mit variabler 
Gravitationsinvarianten’. 


1. Mitteilung. ba 
Beschreibung der projektiven Metrik durch Finfbeine. 
Von : 7 


GintTHeER Lupwie. 
(Institut fiir theoretische Physik der Universitat Géttingen.) 


(Eingegangen am 28. April 1947.) 


Es wird eine allgemeine einfache Methode zur Ableitung affiner GréBen aus 
projektiven GréBen gegeben und diese Methode angewandt, um das projektive 


metrische Feld, insbesondere den Krimmungstensor mit dem entsprechenden © 


affinen metrischen Feld und dem affinen Kriimmungstensor zu verkniipfen. 


Zur Lésung des Problems, aus der Raumstruktur heraus nicht nur das _ 


Gravitations-, sondern auch das elektromagnetische Feld zu erklaren, — 


entwickelte im Jahre 1921 Katuza* eine fiinfdimensionale Theorie, die 
spater von O. KLEIN? weiter vereinfacht wurde. Es blieb aber erst noch - 
eine offene Frage, welche Bedeutung die fiinf Dimensionen haben. O. VER-_ 


LEN® gab als Deutung der fiinf Dimensionen die einer projektiven Beschirei-d z 


bung der vierdimensionalen Welt. Bald darauf gab der Theorie W. Pauti* 
eine abgeschlossene symmetrische Form, in der sie spater besonders von 
Pais® auch auf die Mesonfelder angewandt wurde. 

In der von W. Pautt in den Grundziigen zusammengefaBten Theorie 


wird eine GréBe, namlich die Invariante J = g,,, X” X", durch eine der 


Theorie zusitzlich auferlegte Bedingung gleich 1 gesetzt. Es war nun 
die Idee von P. Jorpan®, diese Invariante genau wie die anderen geome- 
trischen GrdBen als Feldfunktion (und nicht als Konstante) anzusehen, 


so daB die bei W. Pautt gestellte Zusatzbedingung J= 1 in Fortfall q 
kommt. Angeregt wurde diese Erweiterung der Theorie durch Uberlegun- 5 


gen zur Kosmologie von P. JorpAN’, die eine Veranderlichkeit der Gravi- 
tationskonstanten nahelegen. Es erweist sich nun tatsachlich, daB J nahe 


“* Richard Becker zum 60. Geburtstag gewidmet. 

1 Kautuza, Th.: Sitzungsber. PreuB. Akad. Wiss. 1921, 966. 
*® Kier, O.: ZS. f. Phys. 37, 895 (1926); 46, 188 (1927). 

* VEBLEN, O.: Projektive Relativitatstheorie. Berlin 1933. 

* Pauur, W.: Ann. d. Phys. 18, 305 (1933). 

* Pars: Physica 8, 1137 (1941); 9, 267 (1942); 9, 407 (1942). ° 

* JorDAN, P.: Phys. ZS. 1945 (Korrekturfahnen). 


7Jorpan, P.: Ann. d. Phys. 36, 64 (1939); Phys. ZS. 45, 183 (1944). — Die 
Herkunft der Sterne. Stuttgart 1947, 


| 
, 
| 
: 


j 


ts . = 
Gray k astanten ie oe ORE titmlich Propertonkt £ ; 

-Es ‘hast! anes ohe die projektive Relativitatstheorie zu benutzen, 
um Feldgleichungen fiir die Gravitationsinvariante K zu finden. Ein 
mégliches Feldgleichungssystem fiir die Gravitationspotentiale g;,, die 

eee oee Feldstarken #;, und die Gravitationsinvariante K 

wurde dann fiir den Fall des Vakuums (d. h. bei Nichtvorhandensein von 

Materiefeldern) aufgestellt und diskutiert!, Eine endgiiltige Behandlung ah, 

kosmologischer Modelle mu8 aber die Erfillung der Welt mit Materie — : 

beriicksichtigen, so daB es erforderlich ist, in der erweiterten Theorie 
die Struktur von Materiefeldern zu untersuchen. 
_ Zu dieser Aufgabe lenken auch Uberlegungen von P. een iiber Ver- 

i ‘Anderlichkeit des 6-Zerfalls in kosmologischen Zeitriumen. Denn es ware 
interessant, wie weit die projektive Relativititstheorie in dieser Hinsicht die . 
Materiefeldgleichungen festlegt und solche Abhingigkeiten darstellen kann. 

In dieser ersten und der folgenden Mitteilung soll der Versuch gemacht 
werden, eine Feldtheorie mit variabler Gravitationsinvariante zu entwickeln 

_ und kosmologische Folgerungen aus ihr zu ziehen. : 

Die vorliegende Mitteilung enthalt eine Methode zur Beschreibung des 
Zusammenhanges zwischen projektiven und affinen GroBen. Der Ubergang 
von projektiven zu affinen Gleichungen fihrt oft auf langere miihsame 
-Rechnungen, die man sich nach der Meinung des Verfassers durch eine 
konsequente Verwendung von Fiinfbeinen vereinfachen kann. Die Ein- 
fiihrung von n-Beinen zur Beschreibung der Metrik g;;, eines n-dimensio- 
nalen Riemannschen Raumes ist schon mehrfach verwendet worden?. 

Die Beweise halten wir aus Raummangel im folgenden sehr kurz, was 
auch aus dem Grunde gestattet sei, weil eine zusammenfassende Schrift 
-erscheinen wird?. 

Die Metrik der fiinfdimensionalen projektiven Mannigfaltigkeit der 
Punkte X¥ (u = 0, 1, 2,3, 4) wird durch einen CaS wae Tensor gy, 
gegeben. Statt g,, k6nnen wir nun auch die Fiinfbeine gt ) und (y) Mit | 
den Beziehungen 


a oa. = An ’ she 8) an oy ’ 


: 0 fiir (9) + (0) fa 
3 80) 880) = Bo) = 1 fiir (ep) = (o) = 9, 1, 2, 3, 

3 —1 fiir (p) = («) = 4 

P 1 JorDaN, P., u. Cl. Mixxer: ZS. f. Naturforsch. 2a, 1 (1947). 


; bes ‘Anmerkung 7 yon Seite 450 und Houtermans, F.G., P. Jorpan: Gottinger 
_ Nachr. 1945, 80 — ZS. f. Naturforsch. 1, 125 (1946). 
; 3 Z. B. Levi-Crvita, T.: Berl. Ber. 1929, 3, 137. 
7 4 Lupwie, G.: Fortschritte der projektiven Relativitatstheorie. Wolfenbiittel- 


Hannover 1948. 


. 
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~ 
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v ‘Soe Pe eg Fo Ed et eal S oh 
| ape THEK L DwIG: a ae ; 
: 4 , : 4 - « . ¥ . . cg A ; 
einfiihren. Fiir jeden Tensor 7“” kénnen wir auch seine Kom 001 
nach den Fiinfbeinen angeben: — 


TO) — dis ge g?) ; 


Die Fiinfbeine sind nicht eindeutig festgelegt, sondern kénnen durch fiinf- « 
dimensionale Drehungen, die auf die geklammerten Indizes einwirken, 
geandert werden. Diese Gruppe sei mit 9; bezeichnet. 7 benimmt sich 
bei diesen Drehungen wie ein Tensor. 


= 


Wir kénnen nun die Fiinfbeine insbesondere so wahlen, daB das eine von 


ihnen z. B. “a 


oy Te (3) 


ud 


ist. Die restlichen vier seien dann i) mit (k) = 1, 2,3,4. Lateinische — 
Indizes laufen im folgenden immer nur von 1 bis 4. Wird im folgenden _ 


ein Tensor durch die Indizes (9) charakterisiert, so ist ein allgemeines — 
Fiinfbein zugrunde gelegt. Wird er aber durch die Indizes (0), (A) be- 
schrieben, so liegt die spezielle Wahl (3) zugrunde. . 

Der Ubergang von der projektiven zur affinen Beschreibung geschieht — 
durch die gt = a und g} = g’*gig:,*. Aus einem projektiven Vektor 
a, erhalt man einen affinen Skalar a, X* und einen affinen Vektor a,= a,g4, 
die wiederum umgekehrt beide zusammen den projektiven Vektor a, be- 
stimmen. Ahnliches gilt fiir Tensoren. Da nun 


ist, folgt 


So) B= 9 5 By = By- (4) 


Nun ist a 


| 
| 


k Ope ore SS i; j 
Sy & = 855 Bly BP = 84) oly Se ly = CO Um= 


Hiermit ist gezeigt, daB die gh, g\? ein Vierbein fiir die affine Metrik Sik 
bilden. Da gé) proportional X“ ist, gilt der Satz: a 
Ist ein projektiver Tensor in Fiinfbeindarstellung, d.h. durch geklam- 
merte Indizes gegeben, so findet man seine affine Aufspaltung dadurch, 
daB man statt mit (9) die Indizes mit (0), (7) bezeichnet. 
Ein projektiver Vektor a.) z. B. zerfillt somit in den affinen Skalar a 
und den affinen Vektor aq). Man erhiilt z. B. unmittelbar, 


(0) 


* Es bedeutet #), = OF /0X"; fi, = Of oak: ame be Mie 
* Anmerkung 4 von Seite 450. / f Serfiis : 


a? 
in. Tae 


‘ 


* 


hy 


(Gesyiatenaratante 453 


PS, tap Se More . ‘ ov ce ; “a ‘ oh, ie 
=== mee t,o Tove eB (ae) ‘alt, 
a - - hs ‘: N . F ‘ ; Pal a 
ey 1 ; “ b, a & dp, +t Qo) Boe) 5 ‘ (6) oat aie 4 

x ‘Den obigen Satz kann man auch so formulieren: . ; ty ue 

Der Ubergang von der projektiven zur affinen Beschreibung ist Aqui- ae ote 
valent der Reduktion der fiinfdimensionalen Drehgruppe $s auf ihre Um- 

_ tergruppe 9, (der vierdimensionalen Drehungen, d. h. der pereaieeroee) Ve aa 

durch Festhalten des Vektors gi) = J~"!* Xv 7s a 
Ist z. B. ay ein ebekttes Vektor, so bleibt bei der Ghione D4 Mo) : 2 Fes 5: 

invariant (ist also ein affiner Skalar) und a,,) transformiert sich bei 94 wie ? ise. 

ein Vierervektor. Die letzte Formulierung 148t sich auch sofort auf belie- ams 

- bige Spinoren iibertragen. An die Stelle der Gruppen $, und 9, treten =~ eal 

nun ihre Darstellungen. Hierauf soll aber an dieser Stelle nicht weiter = = = 
eingegangen werden. . nai es ; 
Aus den ae kénnen wir folgende GréBen baders ieee <7 

. as: : Nera es 

Bee ee MS A Ye 

_ Diese GréBen sind keine Tain: denk sie transformieren sich bei 95 a.” vey ‘ y 

nicht als solche. Trotzdem definieren wir wie bei Tensoren die GréBen Ns Ao ; 

: : » Lae t + ae 
4 4 n* om 

8(c)-@) (0) = 8(a)nt BG) 8) 3 Bare = be Ute USN: 
rg fy? Ye 

_In Analogie zu (7) werden die affinen GréBen ee ay ‘i hy 

k R h Ee. 

2 = efi, — Bi 0) ae 

‘ definiert. Es gilt dann: ee “ae 
; 4 3 . iy hea 
g 8 (mn) (x) = BW (mn) @) 3 (9) Me a: 

, : 4 é f . Pe i; 1 
5 8(1) (0) (nr) = 8 (m) (0) = 0. f csr: 
Wir fihren nun den Vektor ‘ | ie rat 
* : Ts 
iO ak A (£0) ee 
Yr. : . ‘ ee in 
x ‘ein. Aus ihm 1aBt sich der antisymmetrische Tensor F,,, mit den Kom- c RBS: 
‘ ponenten eri 
% F,,= T 1 Vee ¥ oe (11) a 
Ny ableiten, des bei der physikalischen Interpretation mit den elektromagne- » q ia! 
a tischen Feldstarken zu identifizieren ist. Es folgt leicht: he . 

i 


so daB mit 


auch 


Ye Pee (14) 


ist. ae 

i Mit einer beliebigen Funktion 7 (X”) homogen vom ersten Grade bilden 

Ky wir den Vektor 9,: . < ‘ 
ane _ 9, = Y,—(logy)),- Be (15) 


Man sieht leicht, daB a, X” = 0, so daB mit 9, = g,9, auch 9, = gop ist. 
Aus (15) folgt 


voi (Pn j1— Pipe) Or Se = Yopu— Yupe = Fue- ae 


-. Mit (43) und (14) ergibt sich: 


fat Pilk — Prji-> (16 
Fiir F,,, gelten also die Maxwellschen Gleichungen “a 


ei Fritm + Fimjn + Fmaji=9- ‘ (17), 


Es gilt nun mit g..), = Jo X= Sh Y,: ; 


dicate 
Sym in) = J * Fonyiny » 


as 1 1 £4 1 1 
800) =— oF Jn fg et Jiw: 


(15), 


" Die Parallelverschiebung eines Vektors a” (bzw. a) = g) a’) ist ge 
va Fy geben durch: 


s §, a" = — XT a’, (20) 


: bzw. . 
pe ; 3 §, a. = — 8X wo, a, (24) | 
‘ay os 

i Hierbei ist ©, ,)a) in (u), (A) antisymmetrisch und IM, symmetrisch in y, 2. 
, te * 1 Die Herleitung der Gleichung (16) ist hier vereinfacht piped der Ablei- . 


tung in der Note von Anmerkung 6 von Seite 450, 


Oya p rey (Sa py 17 Suva 5 Syap) 5 . (23) i 


fs 4 4 
Genau entsprechend werden im Affinen die GréBen T, und @, 1), definiert. 
‘Die MaBableitung eines Vektors ist gegeben durch: 


2 
= 


a Ya : 

Pe Fip= 1+ I, @ und (24) ay 
: A oss pla) a) ; ‘ 

en = ay’ + @,\ () a”, . 


Sie ist ein Tensor, so daB z. B. aif 


ee et 
a” = gf ey 


Entsprechend gilt im Affinen: 


lh 


Py 
gee 1s aa 
Bim = Fm +T mn @ und 


ee a 1 22) 
aim = af), $0 my a: 


Um die affine Aufspaltung von a’ » zu finden, brauchen wir nach dem 
allgemeinen Satz nur a, 4m, 2%) und aim) 24 biden, Dazu 
bendtigen wir die «,)()q)- Mit (9), (18) und (19) und (23) folgt leicht: 


¥ 


4 
ne (a) (6) (c) = (a) (0)? 
; Cee 
(= — aI" Foo 
1 ny (2) 
Bs (a) (0) (ec) = 7 J * Peas 
4 , 
' ®@@ =I Jie : 
‘Damit ergibt sich schlieBlich: 
¥ a. sea FOR Tee yes 
. (0) 9 bag re 
Ms ’ 4. 7 
ee eee 
“4 rae ee (27) 
Avo 1 p> Seen l (he aio 7A de (Oy 
Aig=—_I °F ne peta Basics 


per 1 py pl (0) 
4 


l 
im 


: $ 
"Das erste ist ein Affinskalar, aoe ce | dritte ei 


“ 


vierte ein Tensor. Aus (27) folgt 
— = * | Ty 1 4 
p= t+ Ah ah IRS (1 =I 1h io | 


Die GréBen (26) gestatten nun auch das Auffinden der affinen Zeiss 
tung des Kriimmungstensors R,,,,- Den Kriimmungstensor kann ma n 
durch die Gleichung 

Tru — Fatty = Ruse © (29a) 

definieren. Da sie eine Tensorgleichung ist, gilt auch 
) poe (n) gle) 
ay — Ao) = Reno) te) 2 

Einerseits ist nun ahnlich (25) bis (27) ° 


() ian () a (0) } b 
any amy = (4 ny) im) + Gm “{oy UFeny + can) (ny (0) Mito » 


und nach (29) speziell “ r. 
(1) 
atin (my — AYmiin = Rema) on) a + Rema 2, ; 
woraus man mit (26) und (27) sofort . a 


1 4 
Rn tr = Ran FEI Fmt Fen bP nt Pimr + 2 Finn F,,) (30) 


und 
oo | 1 i 
Roy nir= oI" Finn FET, nr tI pint 25 in Pip) (ty) 


erhalt, Andererseits folgt fiir einen Vektor a, dessen affiner Vektorteil an 
= 0 ist (es ist also nur a® = 0), aus 
* 


l) 4 Db ; 
ao) | (m) = (a) co) — myo) as) ’ 
i) tee ON a I ‘. 
Amo) = Mo) te) Amy + OS) lm) + omy. Alay + Oo) Gmy ) Ao) 
und 
att fo) cm) — 2m (0) = Remo (0) 

mit (26) und (27) 


ps 4 a 1 ‘ . 
Keon@r= — oF iein +e I Fon Ph +E II Tye 


Trek ; ; 
ekann ate eee Nara des Kriimmungstensors 


id Z eine weiteren Komponenten zu berechnen. Der verjiingte Kriim- 
nung stensor Rue ist gegeben durch R,,. = Ry" yo. Somit ist also 


Rey = Ryn) @ + Rwy (0) (0) (e) * 
“Hieraus folgt dann leicht: 


v 


eee cere) 1 | 
1 he tJ Finan ote ee Piet = : JF mI 37 (34) 
; 4 


ae Foray Fint y hg, ate (85) 


ras bees 5 
Rages x Lal Lan, Prk dg FET ets (80) 


Die Verjiingung von R,,, ist der Kriimmungsskalar 


f R= i= Rn -- Re (0) ; ‘ 
so daB 


a 6 tee 
R= jae ae EF ne EM pratt Fu 3 (37) 


Mitteilung zur Aufstellung von Feldgesetzen fiir Gravitation, Elektro- 
magnetismus und Materie benutzt werden. 
Ich danke herzlichst Herrn Prof. P. Jorpan fiir die Anregung und 
% Férderung dieser Arbeiten. 


2 


1 Dies sind die auf anderem Wege von Jorpan, P. (Anmerkung 6 von- 


: 
‘ 
: Seite 450) abgeleiteten Beziehungen. Fiir konstantes / war die oben berechnete 
. Verkniipfung der Kriimmungstensoren auf einem anderen als dem hier vor- 
ee getragenen Wege von Pautt, W. (Anmerkung 4 von Seite 450) abgeleitet worden. 
> ; 


. 
‘ 
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; Die in dieser Arbeit aufgestellten Beziehungen werden in der folgenden | 
gz 
Z 


Zur Theorie der Magnetisierung einer elastisch es, 

verzerrten 25°/o Chrom- Eisen-Legierung*. __ 

Von 

O. RUpIcER. 
Mit 3 Abbildungen. 

(Eingegangen am 10. Juli 1947.) 4 


Es wird der EinfluB beliebiger mechanischer Spannungen auf die Spin-Ver- 
teilung bei einer 25% Chrom-Eisen-Legierung untersucht. Es ergibt sich, daB 
sich die Spins nur in Richtung der Wiirfelkanten einstellen kénnen. Die Ver- | 
teilung auf die Wiirfelkanten wird geregelt durch die Bedingungen (2,13) — (2, 16) 4 


“ 


Einleitung. . 
bial Bei der Theorie der technischen Magnetisierungskurve spielt die Lage _ 
der spontanen Magnetisierung, wie sie sich ohne auBeres Magnetfeld ein- — 
stellt, eine groBe Rolle. Wie bekannt, wird bei einem spannungsfreien und 
fremdstoffreien Kristallgitter die Lage der spontanen Magnetisierung ge- 
geben durch die Minima der Kristallenergie. So stellt sich z. B. bei Eisen — 
mit einer positiven Konstanten A der Kristallenergie der Vektor J der 
spontanen Magnetisierung in Richtung der Wiirfelkanten, bei Nickel 
mit K <0 dagegen in Richtung der Raumdiagonalen ein. Es ist weiter — 
bekannt, da8 man durch mechanische Spannungen die Lage von J be- — 
einflussen kann. Fiir den speziellen Fall verschwindender Kristallenergie — 
wurde die vollstindige Theorie dieser Erscheinungen bereits durch 
R. Gans? gegeben. Fiir ein elastisch isotropes Medium ist durch die Ar- 
beiten von R. BEcKER und seiner Schule das Verhalten bekannt?. Der 
allgemeine Fall des Ferromagnetikums mit elastischer Anisotropie und 
nicht verschwindender Kristallenergie wurde noch nicht behandelt und — 
begegnet auch erheblichen rechnerischen Schwierigkeiten. Kiirzlich® wurde — 
nun eine Legierung positiver Kristallenergie bekannt, bei der von den — 
magnetoelastischen Konstanten praktisch nur eine als von Null verschieden 
angesehen werden kann: eine sit Chrom-Eisen-Legierung zeigt di 


Ls 


Eigenschaft, da der Ausdruck rape > P;,%;a%x in der freien Ener 
ich 


(s. u. §4, Gl. (1.1) nahezu verschwindet. 


* Richard Becker zum 60. Geburtstag gewidmet. 

‘Gans, R.: Ann, d. Phys. 24. 680 (1935). 

* Becker, R., W. Dornine: Ferromagnetismus, Berlin 1939. 
* GisEN F., O. Riipicer: Metallforsch. 2, 270, (1947). 


Die Lage der spontanen Magnetisierung. 


Wit bezeichnen die Richtungskosinus der spontanen Magnetisierung 

mit «;. Sie stellen sich unter dem Einflu8 mechanischer Spannungen so 
; ei n, dafs die freie Energie ein Minimum wird. Die freie Energie ist dabei 
eine Funktion des Verzerrungstensors (S) und der Richtung der Magné- 
tisierung. Da beide Arten von Variablen unabhingig voneinander sind, 
kann die Berechnung des Minimums als Funktion des eeper tanstenisérs 


-getrennt von der Differentiation nach den «; ausgefiihrt werden. Man 
-erhalt fiir die freie Energie! 


ee KS tet oi 3 Pi a+ GD Pin tax + 


i<k Sick 


2 2 


FAS) (4G Ble Bets 


ee eh OH; ae) ; ty 


Fir die hier betrachtete Legierung ist ena ne ameie TA = (0 zu setzen, ¥, 
80 daB 


(1. 4) 


retiey. t) (K+ 5G) +36; XY Pe a? mit ’a—1=0. 


Die Spins stellen sich nun so ein, daB 


“ay cd e. 2\ 9 
'S.. : 64; (¥ ry of] 4 


S wobei d ein Lagrangescher Multiplikator ist. Man erhalt: 


se 
hy! 
9 


—a3N a (S- Pis—29) a= 0, 


1 Scunecutwec, H.: Ann. d. Phys. 28, 701 (1937). 
; 30* 


(4.7) (1.8). 


go * Folge By = 
! | a — A Piya + a, = 0. ek om 


Zur Lésung dieses Gleichungssystems betrachten wir drei Unterfalle: di 

Diskussion verlauft verschieden, je nachdem alle «; 5 0, oder cinzelne a; 
verschwinden. 
4. Fall: alle a; == 0. 
Man erhiilt fiir (4. 9) . ; = 


Da hieraus folgt: v= — +4 * |8| wobei [3] = DP * gesetat a 


so wird: A aes 


oder unter Einfiihrung des Deviators: 


Be p= p—Be, (4) 


mit © als Einheitstensor wird 


eS. ot VY ty ary, . (1.12). 


tag Man erhilt offenbar nur dann reelle Lésungen, wenn A P{, > —) er 
in mit (1.7), wobei wir uns auf den Fall V >0 beschranken: 


N S$ py re? =a 
er CG P;; >.0. ' at (i. tae 


ik Fiir die Werte «? = V5 A ue A Pi : hat also die Energie ein Extremu me 
et: . er pis Untersuchung, ob wirklich ein Minimum vorliegt, erfolgt in §2. 


rh ‘. ¥ % 
mg 
Pa 


de 
a 


» 


y Re at = 
In diesem Falle erhalt man 


og — AP. +2’ = 0 
a&— AP. +2)=0 


as tos = 1. 


Die Lésung dieses Systems wird geliefert durch: 


na Frdirenh 


A 4 
NeGo ot ie ne 


Re Ei et ee A 
— Py) 3 = + 5) Aes (Pog— Ps) 5 ey 


“oder mit den Deviatorkomponenten (1. \): 


ae SA (Pog — Poe) 


af, 


versc hwinde nur eines ate ot: die Becrentae werde nun 
0; a + 0; a3 + 0 sei. 


(4.43) 


ee V . ane. Baz : 1 KE ve 
Og et (Pea Pas) ? er eee #0. 


Die Lésung ist nur reell, wenn 


(1.13a) 


3, Fall: Haben 2 der a; den Wert Null, so werde folgende Bezeichnung 
_gewahlt: 


Ly=> ho = 0; hs = (), 


Aus 3) aj = 1 folgt sofort af = +1. 


5 Das Gleichungssystem (1,9) reduziert sich dann auf die folgende Glei- 
chung fiir 2’: 


a2 — APs +2 =0- 


oder 


x = AP, — 


Es liegt in diesem Falle unabbangig von auBeren Spannungen die Rich- 
tung der spontanen Magnetisierung in der Wiirfelkante. Eine Einschran- 


as 
44 
2 


Hl daehed? Bedingungen fiir die Existenz des Minimums. 


kung wird die Diskussion der hinreichenden Bedingungen in § 2 bilden. 


aS Es ist noch notwendig zu ESRC, unter welchen Voraussetzungen 
die vorhin berechnete Lage der xf wirklich ein Minimum fiir die freie 
é persic bedeutet. Wir greifen daze zuriick auf einen Satz der Differen- 


4 ‘ 
. - 


tialrechnung!: Es werde hierbei ae Biles dr 
(4, Lg, Zz) symbolisch kurz mit 2; bezeichnet. aie Funktion f (x,) k 
auf der Punktmenge g,(z;) = 0 nur dann ein Minimum im Punkte | 


besitzen, wenn eine Funktion F (x;) = f (a) + 25) Aa Ba (%) € 
deren erste Ableitungen in (73) alle verschwinden und fir week “ai e 


quadratische Form 
Fr @F (xq) 
oes 2 2 bas 6 x, 2; 5: 5) 


unter den linearen ie eee 


(2.2) 


positiv definit oder semidefinit ist“. Hinreichend fiir die Existenz des 
Minimums ist eine positiv definite Form. —; sind Konstanten, fiir die — 


Pye (2.3), 
sein muB. >. 


Die Form Q muB also untersucht werden auf dem Kreise, der durcill 
(2. 2) und (2. 3) definiert ist. Q reduziert sich dann auf einen Ausdru , 
in einer Veranderlichen. Diese mathematische Vereinfachung braucht abe! : 
nicht benutzt zu werden, da man (2.3) durch geeignete Wahl der Variable on 
&; immer erfiillen kann. Es geniigt also, (2.2) in (2.1) einzusetzen un de 
Q zu untersuchen. 


Aus (1. 4) folgt: 


is 2 S? AY 
Fy. yo —3« (2K +3z) tr P;,;—2% 


und 


Fy ay =9 fir. 1 Ky 


1. Fall: alle «; + 0. 
Aus (2. 1) erhalt man mit 


Fyo 3° = —2N (a?)? 
Q = 3 Farag Gf = —IN YS (af PE? <0. 


Es liegt also in unserem Falle ein Maximum der Funktion F vor. 


Es gibt also keinen Spannungszustand, der so beschaffen ware, dap e 
Energieminimum auftritt, das nicht in einer Wiirfelebene liegt. fe 


1 Vel. z. B. CaraTHECDORY, C,: Variationsrechnung, S. 185/86, Berlin 1935. 


Q=—2N (ayaa) + (24, 44)e 
: =—4N G+ (Fo Put) e. | 


Da wegen V >0 Q nie positiv definit sein kann, liegt auch in diesem Falle 
kein Minimum vor. 


. 


Ball: 0,0, = 0; «3 = 0- 
Wir erhalten )’ = A P3,— 1 


Ss a ne 
24 = Py —N. is Ry 


7 Dann ergibt sich 
s 
Fa, a. = G, (Ps— Pas} +N 


¥ 
n Pray oq = Ge (Pas —Pss) + 
Bs Figteacsayt 


, Die Nebenbedingung liefert 2,0, d.h. zur Beurteilung der quadra- 
-tischen Form betrachtet man nur Fy, g, und Fas ap: 


Die Bedingungen fiir das Minimum lauten daher 


s 


Ee (Pu — Psp) +N > 0 oy Ec Bale 


oder: Richtung 


Diese Bedingungen miissen also erfiillt sein, wenn die freie Energie in de ry 
_ Richtung «, ein Minimum haben soll. Da wir Bedingungen in den Deviato: 3 
komponenten haben, kénnen wir im Deviatorraum den Bereich abgrenzen, — ’ 
in dem §’ liegen muB, damit (2. 8) erfiillt sind. Liegt J in Richtung o 
bzw. in a», so gelten die Bedingungen (2. 9) und (2. 10): 


Richtung 


Richtung 


Wie man leicht erkennt, sind negative und positive Achsen vollkommen 
gleichwertig. 


. Aus den Abb. 123 erkennt man, da® sich die Bereiche gegenseitig— 
___ tiberschneiden, d. h. die Fallunterscheidung ist nicht eindeutig, so daB die _ 

oF freie Energie mehrere relative Minima haben kann. Man mu8 daher in — 
einem solchen Falle das absolute Minimum heraussuchen. Diese Auswahl — 
gestaltet sich im vorliegenden Falle ziemlich einfach: Man berechnet die 3 


freie Energie fiir die Fille , a 
“a 


a)a,=1 ag=a,;= > 


b) %=1 a,=a,=—0 


7 C) ag== 1 oe, =u, = 0. 
Man erhiilt aus (1. 4) 


$s 


Fale nun ein Deviator in ein Gebiet, das allen drei Bereichen aes 
ist, so tritt fiir das absolute Minimum noch die zusatzliche botingass 
Des hinzu, da F den kleinstméglichen Wert annimmt. 


‘ett 264 ff; 
fon, Ve 4 


ee 
ch Pee der Gehiete? im ipagine der P;; sind wir in er Lage, 


ele welche Richtung die spontane Magnetisierung unter dem Ein- | 


fub mechanischer Spannungen einnimmt. ex betrachten zunachst einige 
oe und Beispiele. 


ioe x. Abb. 2 i Abb. 3 


; Abb. I—3, Abgrenzungen der erlaubten Lagen des Deviators des Spannungstensors 
¥; im Deviatorraum. 

Abb. 1. Richtung 3 ist Richtung der spontanen Magnetisierung, 

Abb. 2: Richtung 2 ist Richtung der spontanen Magnetisierung. 
¢ Abb, 3. Richtung 1 ist Richtung der spontanen Magnetisierung. 


Eingezeichnet sind die Schnittgeraden der Ebenen, die durch die Bedingungen (2, 8, 9 
und 10) dargestellt werden, wenn an Stelle des < Zeichens das Gleichheitszeichen stehen 
wirde. Im Deviatorraum sind also z. B. im Falle der Abb. 1 solehe Deviatoren erlaubt, die 
hinter der zur 1-Achse parallelen Ebene und links. der parallel zur 2-Achse verlaufenden 
_ Ebene liegen. Die durch die Ebenen bestimmten Achsenabschnitte sind in allen Fallen 


} gegeben durch — fee K—s. 


_ a) Sind alle Deviatorkomponenten gleich, liegt also ein hydrostatischer 
a Druck vor, so sind alle drei Gleichungspaare erfiillt, d. h. alle drei Rich- 
3 _ tungen |, 2, 3 sind gleichberechtigt. Die tatsachliche Verteilung der spon- 
- tanen Magnetisierung auf die verschiedenen Richtungen hangt dabei von 


| eet magnetischen Vorgeschichte ab. 


aia oe ae 
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Zugspannung in der [001]-Richtung: ‘ae 


Pi, =P =0 Py =P mit P>0. (3,1) 


; Ee 2 y\ 
Dann ist Pi, = P= — = und Py = 3 P. ( 2) 


Wir erhalten damit gem&B (2.8): 


my Pi P,=—P PPE a 
4 — 28 K — s eine positive Zahl bedeutet, ist immer s 
_ > 
ait P ee, pts Ane. he ‘ 


erfiillt. In der [001]-Richtung liegt also immer ein relatives Minimum. Di e 
Gleichungen (2.9) und (2. 10) liefern folgende Bedingungen 7. 


oc 20K, pciIGk_, a 
sowie 3 
ecg ae Pe ttGe —s. (3,4) 


Die ersten Gleichungen (3. 3) und (3. 4) sind immer erfiillt, wahrend die — 
zweiten Gleichungen Bedingungen fiir die Zugspannungen bedeuten. Sind 
die Gleichungen (3. 3) und (3. 4) erfiillt, so sind alle Richtungen relative 
Minima; ist die Zugspannung jedoch so groB, daB Gl. (3.3) und (3. 4) 
nicht mehr erfiillt sind, so ist die 3-Achse ausgezeichnete Richtung. 

Die tatsichliche Lage der spontanen Magnetisierung im ersteren Falle 
wird entschieden durch die Tiefe des Minimums. Eine Betrachtung der 


Gleichung (2. 11) zeigt ums, JaB die freie Energie F = = P, ihr abso- — 
2 
lutes Minimum dann einnimmt, wenn die spontane Magnetisierung 4 


Richtung [001] liegt?, 
Gehen wir zu einer Druckspannung iiber, d. h. verlassen wir die Vor- 
aussetzung (3, 1), die wir durch ‘ 
Ae nag | G38 
ersetzen, so ergibt sich, da die Gleichungen (2.9) und (2. 10). immer > 


erfiillt sind, waihrend die Gl. (2. 8) nur fiir nicht zu groBe Druckspannungen ~ 
-erfiillt sind . ; 


simu zis (oo Richt Die spontane Magnetisierung stellt Pex: ae A 


ined diesen peat folgt, daB sich in erster Ni ikerung die Degerite 
sichtlich der Einwirkung mechanischer Spannungen wie ein isotroper 
Sn f verhalt. : 4 ; 
be ‘Die Arbeit wurde im Jahre 1944 ausgefiihrt. Durch Diskussionen mit 
Herrn Prof. Dr. Scutecutwec erfuhr sie dabei manch férdernde An- 
-regung, wofiir auch an dieser Stelle herzlichst gedankt sei. 


~ 


2 Man beachte, daB s/2 C, eine negative Zahl ist! - 


— 


Hew Zur Theorie der N achwirkungserscheinungen". 


ime Von 


Doris KUHLMANN. 


i (Mitteilung aus dem Institut fiir allgemeine Metallkunde, Gottingen). 
Be Mit 5 Abbildungen. ] 
“ (Eingegangen am 17. Juli 1947.) > 
ee: 7 | 
% ic. Das logarithmische Zeitgesetz der Nachwirkung x = A Int—# wird aus der : 
By seh st" _ Annahme hergeleitet, daB an der Nachwirkung viele Einzelprozesse beteiligt sind, — 
Rea: _ deren Aktivierungsenergie linear von der sich durch Nachwirkung andernden 
Se GréBe abhangt. Eingehend diskutiert wird die elastische Nachwirkung amorpher 
‘we d Stoffe. Hierbei wird die Annahme gemacht, daB die Nachwirkung hervorgerufen 
ies wird durch kleine Bezirke, die durch Kerbwirkung unter stark erhéhter Span- 
aaa nung stehen und sich unter deren Einflu8 plastisch verformen. Benutzt wird ein 
pee. einfaches Spannungs-FlieBgeschwindigkeitsgesetz und die Annahme, daB die — 
aay ae _. Spannung in den Kerbstellen mit deren plastischer Langung abnimmt, woraus 
Sa eine lineare Beziehung zwischen der Aktivierungsenergie der plastischen De- x 
a formation in den Kerbstellen und der relativen Probenlangung e resultiert. be 
2. An einem Zahlenbeispiel mit plausiblen Zahlenwerten fiir die bei der elastischen = 
aeons _ Nachwirkung von Glas auftretenden GréBen wird gezeigt, daB keine Wider- — 
ce cs spriiche auftreten. Mit analogen Betrachtungen kann das logarithmische Zeit- — 
iG gesetz der elastischen Nachwirkungen der Metalle und der dielektrischen Nach- _ 
Met wirkung gedeutet werden. = 
ioe - 
es Schon seit Mitte des vorigen Jahrhunderts ist die Nachwirkung Gegen- : 
aes stand zahlreicher Untersuchungen gewesen [1]. Zunachst war die elasti- 7 
es us sche Nachwirkung bekannt [2], doch spater wurden auch auf magneti- 
ie ; schem und elektrischem Gebiet entsprechende Erscheinungen beobachtet. _ 
ooh Ein dem der Nachwirkungen (im folgenden N.W. abgekiirzt) sehr a 
Ss ahnlicher zeitlicher Verlauf wurde bei der Erholung [3] und Aushartung — 
: K [4, 5, 6} von Legierungen beobachtet. . 
ae ; Den theoretischen Arbeiten iiber dieses Gebiet liegt in der Regel der 
* a Gedanke zugrunde, daB das Zeitgesetz der N.W., dessen Gestalt oft j 
mi ‘ . ; 3 
a z=Aint—B (1) } 
ee ist [3-13], (wobei t die Zeit, a die sich durch N.W. andernde GréBe und — 
: ‘ A und B Konstanten bedeuten), durch eine Inhomogenitat der untersuch- ¥ 
x ten Probe zustande kommt. Geniigend kleine als homogen zu betrachtende _ 
Bezirke sollen einzeln einen einfachen Zusammenhang zwischen der sich _ 
x L 4 
ss * Richard Becker zum 60. Geburtstag gewidmet. . 
+ cit 
i$ sth 
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beobachtete 'N.W. entsteht dann durch Uberlagerung aller beteiligten’ 
Elementarvorgiinge. Das Ziel der Berechnungen war meistens, mit einem 
-theoretisch médglichst gut begriindeten Ansatz iiber das mileroshanteane 
Zeitgesetz eine Aussage iiber die Verteilung der darin enthaltenen Kon- 
_stanten (z. B. der Halbwertszeiten bei Zugrundelegung des radioaktiven 
Zerfallsgesetzes), auf die vorhandenen Elementarbezirke zu finden, d. h. 
eine Verteilungsfunktion zu berechnen [7, 8, 14, 15, 16]. 
_ Daman bei solchen Berechnungen je nach dem Ansatz jedes Mal eine 
andere aber ganz spezielle Verteilungsfunktion findet, die Beziehung x2 = 
A Int — B jedoch immer wieder bei den verschiédenen Arten der N.W., 
und zwar an sehr unterschiedlichem Material gefunden wird, scheint diese 
Deutung des logarithmischen Zeitgesetzes sehr gezwungen zu sein. Bei Ver- 
-folgung der bisher vorliegenden MeBergebnisse, die N.W.-Erscheinungen 
betreffend, hat man vielmehr den Eindruck, daB diesem Zeitgesetz eine 
ganz einfache GesetzmaBigkeit zugrunde liegt. 


Die empirisch gefundene Beziehung a = A Int — Bergibt ohne weiteres. 


tie , de AN 

-—Ft eter peer s 
a Bt+x 
(ee ot 2 
a; =F: : (2) 


_ Nimmt man an, was sicher oft erfiillt ist, daB die N.W. durch eine groBe 
Zahl statistisch erfolgender Teilprozesse entsteht, fiir die eine Aktivierungs- 
energie U erforderlich ist, so gilt 


daz _ CCRT : (3) 


E wobei C moglicherweise eine Funktion. von «x ist. Gleichsetzung von Q) 
und (3) ergibt. 
q 


| 


Bare oye, 
Aver A = Ce BT, 


- von x abhangt. 
: Es bleibt nun zu untersuchen, ob ein solcher Zusammenhang zwischen 
der sich andernden GréBe x und der Aktivierungsenergie médglich oder 
E: vielleicht in einzelnen Fallen sogar theoretisch vorherzusagen ist. 
¥ 
Als eines der am besten untersuchten Beispiele werde zunachst die 
~ elastische N.W. amorpher Stoffe, wie z.B. Glas, betrachtet. Die von 
Hy. Warrensere [17] fiir die elastische N.W. der Metalle entwickelte 


pe lune kann hier zum Teil benutzt werden. 


- 


d dare ch N. W. “findernden’ Grobe und ‘ders Zeit zeigen. Die arialePoakoptacht 


_ Das empirisch gefundene Zeitgesetz ergibt sich also, sobald U linear 


Zugspannung steht, gibt es ; vermutlich mikroskopische Bereiche, aie unit 3 

einer die Durchschnittsspannung weit iibersteigenden Spannung stehe m 
Die Stellen értlicher Spannungsspitzen mégen z. B. in der Umgebung ve 
kleinsten Rissen, Einschliissen oder Verunreinigungen liegen. Diese kleinen 
Bereiche verformen sich*nun unter dem Einflu8 der 6rtlich verstarkten 
Spannung plastisch, wahrend in dem weitaus groBten Teil des Volumens 
etwa die durchschnittliche Spannung herrscht, die in den Fallen, in denen — ; 
man die N.W. beobachtet, zu klein ist, um eine wahrnehmbare FlieB- 
geschwindigkeit hervorzurufen. Wahrend des FlieBens der Teilbereiche 
werden die Spannungsspitzen abgebaut. Entlastet man nun, so federt die 
Probe praktisch véllig elastisch zuriick, abgesehen von den kleinen plastisch — 
deformierten Bereichen, die nun nicht mehr in ihre Umgebung hinein- 
passen und unter einer mehr oder weniger starken Druckspannung stehen. 
War die Deformation geniigend weit fortgeschritten, so wird eine merk- 
liche Riickdeformation einsetzen. : 


vx 


Die Plastizitat amorpher Stoffe- kommt nach unseren heutigen Vorstel- 
lungen durch Platzwechsel der Molekiile zustande [18], und zwar in dem 
Sinne, da8 die Spannung méglichst rasch abgebaut wird. Im allgemeinen — 
nimmt man fiir amorphe Stoffe das Newtonsche Reibungsgesetz als giiltig 
an. Daraus folgt eine Proportionalitat zwischen Spannung o und FlieB- — 
geschwindigkeit v = yo. Die Proportionalitatskonstante y ist umgekehrt | 
proportional der Viscositat 1 und nimmt entsprechend auferst rasch mit 
der Temperatur zu. Diese Beobachtung legt es nahe, anzunehmen, daB die 
plastische Deformation durch thermisch diffundierende Molekiile hervor-_ 
gerufen wird, die im Spannungsfeld eine Vorzugswanderungsrichtung 
erhalten. Ist die Aktivierungsenergie der Selbstdiffusion Ap, so ist die 
Zahl der Platzwechsel ohne mechanische Spannung pro Zeiteinheit ge- 
geben durch 


i 


Ap { 
go Kae RT; (4) 


Petes Der einfachste Ansatz fiir die Platzwechselzahl pro Zeiteinheit unter 
eg 

ap Einwirkung mechanischer Spannung in giinstigster Richtung ist Zp == 

py et i _ Ab —ac Ap +a¢e 

ft Kye RT und in ungiinstigster Richtung z_= Kye RT , wooly 

a % eine Konstante ist. Somit erhalt man fiir die relative F lieBgeschwindig- 
jaa keit v, die ja proportional zu z, = S4 — Zz. ist: ‘A 

i 1 dl wasn (ope Se Pee A 

i Fis = a: mL 

can | v=— a7 = Ae eRT—e RT}, 

qa 


us das Newtonsche Flicfigesetz 


Ap 


ne 2 K, e. RT. ayo. a (6) ay ea) 


A ndererseits verschwindet fiir a 7 >~ 4 praktisch z_ gegen z,, und es : 
' bleibt 
. Ap—ac 


“tates vQK,e RT =K,eRT. (7) 


Wahrend also fiir kleine Spannungen Proportionalitit zwischen FlieB-— 
geschwindigkeit y und Spannung o besteht, nimmt bei groBen Spannungen | 
die Flie8geschwindigkeit exponentiell mit der Spannung zu. Eine entspre- 
chende Abweichung vom Newtonschen FlieBen fand M. D. WoLarowITscH 
[19] bei Schmelzen verschiedener Stoffe und R. H. LILuie [20] a an Glas 
zwischen 700 und 450° C. 

Im folgenden wird dieses FlieBgesetz nach Gl. (5) zugrunde gelegt. 

Man betrachte nun z. B. einen belasteten Zugstab, in dem in einer prak- 

_ tisch elastisch beanspruchten Umgebung ein kleines Gebiet liegt, in dem 
durch Kerbwirkung eine starke Spannungskonzentration herrscht, so daB- 
dort das exponentielle FlieBgesetz gilt. Jeder Platzwechsel soll nun (das 

_ ist die einfachste Annahme) im Mittel eine plastische Langung des be- 
_trachteten Gebietes um Az bewirken und dabei die in ihm herrschende We 
-Spannung o um Ao erniedrigen. Das heiBt mit anderen Worten, Ar _ 
und Ao sollen keine Funktionen von oc sein, so daB also 


G = 0, — 8 (x —%) =% — PAE (8) 


vide Hierin ist x, die Lange des Bezirkes vor der Belastung, x die momentane 
- Lange, c die momentane Spannung, o, die Spannung unmittelbar nach 
der Belastung und @ eine Konstante. Durch Einsetzen von (8) in (7) er- 
Nata man: 


T (04 — B Xp #) 


oe oO Sats a > To es 


de 
deat Pp Es 


ad nach Zusammenziehung der Konstanten 


a 
i aB Xo 

aa Spee ee, 8 De (9) 
ot 
Was mit Gl. (2) identisch ist. Mit vorstehender Betrachtung ergibt sich 
- somit das beobachtete empirische Zeitgesetz der N.W. 

“ 


ee 
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Die Beziehung () pte Bees eget nig glaubl 
sowohl fiir t+ 0 als auch fiir > 00, | c | = 00 wird G. “Abb. f 
Grenzfalle lassen sich j mit 
der angegebenen Rechnung Oe ch : 


ableiten: a 


ae 


Erster Grenzfall t— 0 : 


Es ist 


de Vee ORT (Ap — a6, + “8 xe) 


Abb. 1. Darstell Gi 1 : . . 
pew te ° Spina 4: Die Integration ergibt 
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1 aBpxee 

(dg — ea, wee 

RT (Ap— ae RI ae 4 
0 . fe, 
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RT ( HTO Thee SEAS ar ee 


a8 rp = 


K,t= 


‘i — 


RT} ap (Ap — £%) 
e 


xB x 


In(t+ 4) =h—— 


Benennt man a. to; so hat man 


oa +a __ (Ap — XG + “aBxye) 


ee 


e=Al (t+t)—B : ioe 


Set) Nee Sere; bi RT Ap— 
mit emery Und 2 apm In Ee as a * (siehe Abb. 2). 


Fiir t= 0 liefert (10) 
"e=Alntj,—B=0 
also B= A Inty. Damit ist 


pO i nae. Sy 
to 


Fir t< ty geht das iiber in 


_ Zweiter Grenzfall t co. h 
_ Fu diesen Fall mu bedacht werden, daB ja Gi. (7) nur gilt fir st : 
ar >~4. Da nach Gl. (8) o monoton mit der Zeit sinkt, wird man ‘; 


fiir to nicht mehr Gl. (7) anwenden diirfen, sondern man mu8 mit 
der vollstandigen Gleichung 


be, peed Bs ee 
if “y= Kye RT) eRT —¢ RT a (5) 
rechnen, die ja im Grenzfall ae < 1 iibergeht in 


. : Ap Ap | ; 7 
aa 2a EE Oe see . 
ar = Ke Lae Reo RAT ° Sal (oo — Bxoe) = Ky (oo — B xy €) eae 
mit der Lésung | 
2 e = 2 (1 — eB mt, 
* Zz 


Hier bekommt man somit das Zeitgesetz des radioaktiven Zerfalls. Abb. 3 
gibt die Gestalt der damit gewonnenen Dehnungs-Zeitkurve. Setzt man 
das Zeitgesetz des radioaktiven 
_Zerfalls zur Berechnung der 6 

N.W. dn, so bedeutet das eben 5 

allgemein die Annahme einer 

wahrend des ganzen Vorganges 

_konstanten Aktivierungsenergie f 3 

des Elementarvorganges. 48 


Die Konstante C der Gl. (3) F 
war zunachst als von x unab- 7 
hangig angenommen, was je- rd 
Zi cee,” nicht immer erfiillt sein “0? w' 1 +0 10? 1° 10* 10% 1% 
ward.” In dem Falle, daB z. B. cee 
C= C («— 2) ist, ergibt si ich Abb. 3. acca og a Hoes Send Pd ages 


-fiir kleine (x — 2,), also bei Hin- 

ehnung fiir kurze, bei Riickdehnung fiir gréBere Zeiten ebenfalls eine 
_Abweichung von der logarithmischen Geraden, und zwar im Sinne ver- 
ringerter FlieBgeschwindigkeiten. In Abb. 4 ist diese Abweichung fiir eine 
-Riickdehnkurve punktiert angegeben. 
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Die. bisherige Rechnung bezieht sich auf ein einzelnes unter star 
Spannung stehendes Gebiet innerhalb eines praktisch elastisch bea nspruch- 
ten Zugstabes. Nach aufen hin wird sich die plastische Deformation des 


‘ me Teilbezirkes durch eine Stab- 


/ s « 
nee Yay 
ta rl cer 
ul + , z 


Bee: . dehnung <¢* bemerkbar machen, — 
oa die etwa proportional der relativen | 
ae Dehnung ¢ und dem beteiligten. 
i Volumen V des Teilbezirkes ist. 
= f « Es wird also etwa gelten «*= A ~ 
s oe In tf bzw. fiir mittlere Zeiten _ 
a ot . 
Fa a 


t= 7 (Ad Int—B), (14 . 


Abb. 4. il Soe pee Cer eh idealen ~— wobei V, das Gesamtvolumen des — 

Zugstabes ist. In Wirklichkeit hat — 
man es in einem Probestab jedoch nicht mit einer, sondern mit vielen ver-— 
schiedenen Stellen der Spannungskonzentration zu tun. Jede einzelne 
dieser Stellen liefert ein Dehnungs-Zeitgesetz nach Gl. (11). Unter der 
Voraussetzung, daB sich die einzelnen Stellen gegenseitig nicht beein- 
flussen, was wohl erfiillt sein diirfte, gilt somit fiir die relative Proben- 


langung 

(11a) 
a eee tot ker OY py kiap span "i B=A*l i= pa 
Cia i maa Ase Sa GN PTR Re 


wobei die Summe iiber alle sich plastisch deformierenden Bezirke ronal 
men wird. Die logarithmische Zeitbeziehung bleibt also mit jeder belie- 
bigen Verteilungsfunktion von oo, 8 und a9, ebenso wie der Aktivierungs- . 
energien erhalten. 
Nachdem sich aus dem einfachen Ansatz, daB die N.W. auf die plasti- 
sche Deformation einzelner, durch Kerbwirkung unter starker Spannung > 
stehender kleiner Volumenelemente zuriickzufiihren ist, das logarithmische - 
Zeitgesetz ableiten liBt, ist nun noch zu zeigen, ob sich quantitativ keine 
Widerspriiche ergeben. Die Rechnung wird an Glas durchgefiihrt, dessen_ 
N.W. oft untersucht wurde. ZahlenmiSige Angaben iiber seine elastische 
N.W., die zur Durchfithrung dieser Rechnung geeignet sind, sind jedoch 
in der Literatur kaum zu finden. A 
Ein Zugstab, dessen Zihigkeit y ist, wird bei Newtonschem FlieBen 


‘ Se ea 
unter der Spannung o, eine Dehngeschwindigkeit se von 
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3 Abb. 5 zeigt Viscositiits- -Temperaturkurven fiir verschiedene Natron- Kalk- Hag 
Glaser nach S, ENGLISH (21). Aus diesen Kurven ergibt sich, wenn man ota 
a und K, als temperaturunabhingig annimmt, A pZ 100000 ee Baa: 
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Abb. 5. Viscositats-Temperaturen von Natron-Kalk-Glasern 
nach S, ENGLISH [21]. 
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__ Fiir die elastische N.W. gelten bei Raumtemperatur etwa folgende Daten 
| (nur als Abschatzung): ‘ 
_ Beobachtbar wird die N.W. bei einer Spannung von einigen kg/mm?. ‘ 
Der Gesamteffekt betragt héchstens einige Prozente der elastischen Deh- 
_ nung. Die Konstante A in Gl. (1) hat einen Wert in der GroéfSenordnung 
- yon 10-5 bis 10-8 sec—!. Dieser Wert von A ergibt sich daraus, daf} inner- i 
_ halb des praktisch vorkommenden MeBbereiches von héchstens 8 Zehner- . ™ FS 
- potenzen der Zeit eine Dehnung in der GréBe von wenigen Prozenten der mas? 
elastischen Deformation eintreten soll. , , 
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Rechnet man bei einer auferen Sp nnun y von seas a 
A= 5-10-® sec, so ist die Anfangs-Dehngeschwindigkeit ¢=t o 
y—=5-10-% sect. Die gleiche FlieBgeschwindigkeit a y erreicht das Gla 
bei reinem zahen FlieBen erst bei ~ 800° K, wie man nach Berechnung 
von 7, aus GI. (12) und Vergleich mit Abb. 5 erkennt. Somit ist also n 
Gl. (6) und (7) 


2 


ir ae (7 7 ee| - 
Re ae a ae Or ee 14) 
(x, ¢ RT /7~s00°K Vg = T=300°K’ is 


wobei in die linke Seite der Gleichung die durchschnittliche Spannung o4 ~ 
eingeht, hingegen in die rechte Seite die durch Kerbwirkung stark vergré-. 
ferte Spannung go, in den sich plastisch deformierenden Bezirken .V, ist, 
wie vorher, das Gesamtvolumen des Zugstabes, g ein Kerbwirkungsfaktor. 
Der Faktor V/V, muB eingesetzt werden, weil sich bei der N.W. ja nur der 
Bruchteil V/V, des Gesamtvolumens an der Deformation beteiligt. Willkiir- — 
lich wahlbar ist nun noch V/V,. Nach oben hin begrenzt ist es dadurch, daB — 
der durch die Kerbstellen aufgenommene Anteil der Spannung nicht zu groB 
werden darf, nach unten hin dadurch, daB die gesamte N.W.-Deformation 
nur durch die Kerbbezirke aufgebracht werden soll und sich diese Bezirke 
wohl kaum um mehr als 100° dehnen werden. Der von den Kerbstellen — 
iibernommene Anteil der Spannung ist g- V/V, und werde zu 2,5% an-— 
genommen. Die relative Dehnung der Kerbstellen ¢x, die eine 2% de * 
elastischen Dehnung betragende Nachwirkungsdeformation hervorruft, 


“KE 100 ay: Q 2: 10-8 2 


und sei rund 4%. Aus diesen beiden Annahmen folgt V/V, = 5 - 40 ‘ 


und q= 50. 
Der Vergleich der Exponenten in Gl. (14) ergibt 


Qa6 A ago V 
2=(-> Da is *)) -( D , 9%, ; 
RT T=800°K RT RT Bat Vy T=300°K? 


woraus mit Ap = 100000 cal/Mol und den iibrigen Zahlenwerten 


, 
* 


9 
aC 4 


By x hada 9 Ra ee ao, _ , ae 
bm 62,5 ol. In | RT ees 166,6 + Rr °9 — 7,6 wird. 
Dies ergibt fiir (£7) .—1ygmme Z 0,75 also 2 183, 

T= 300° K 


é 

Da leider anscheinend keine Mefdaten iiber die GréBe von « vorliegen, . 
kann nun nur eine Uberschlagsrechnung durchgefiihrt werden, ob es sinn- | 
voll ist, x in etwa dieser GréBe anzunehmen: 


di fea auBere Spannung wiihrend des Platzwechsels reservibel leistet. Ein 


rufen, wenn q der Molekiilquerschnitt, / der Abstand zwischen den beiden 
Gleichgewichtslagen und Q der Stabquerschnitt ist. nie dabei ge der 


_ auBeren Spannung reversibel geleistete Arbeit istAA ® ie cONES = Foal. 


Nun oe fiir die Aktivierungsenergie eines Elementarvorganges Fite 
A D 
N,N, 
wobei « = + glN, ist. Mit a= 183 = 1/2-q-1- Ny, hat man also fiir 
_q+l rund 600 A’. 
_ Uber die GroBe des ,,Molekiils“‘, das bei einem ElementarprozeB seinen 
Platz wechselt oder allgemeiner seine raumliche Lage sprungweise dndert, 
ist es kaum méglich, etwas Exaktes auszusagen. Bekanntlich wird die 
_ molekulare Struktur des Glases so dargestellt, daB ein System von SiO,- 
Tetraedern mit Bindung in den Ecken ein Grundgeriist bildet. Man wird 
annehmen kénnen, da8 ein ,,Platzwechsel‘‘ dadurch zustande kommt, daB 
eine solche Bindung aufreiBt, wodurch in der unmittelbaren Umgebung, 
die sich auf 10 bis 100 Atome erstreckt, eine Anderung der Lage der 
Tetraeder auftritt. Auf Grund dieses Bildes ist es wohl sicher anzunehmen, 
daB der Weg eines Atomes an der Stelle der aufgerissenen Bindung min- 


— AA, d.h. wenn man auf ein Mol bezieht A = Ap —ao, 


 destens gleich der Kante des erwahnten Tetraeders (von Oberfliche zu 


Oberflache der O-Atome) /= 5,2-10-% cm ist, wahrend die Querabmes- 
sungen des sich bewegenden Gebildes erheblich gréBer sind. Allerdings 
werden die Wege mit zunehmenden Abstand von dem hauptsichlich be- 
troffenen Atom immer kleiner werden. Es ist deshalb anzunehmen, daB 
7 das Produkt |- g sicher gréBer als 1- ¢ = 140 - 10-4 cm® und « > 42 ist. 
Es gibt nur einen relativ engen Bereich der Werte von a, g und V/V,, 
in dem die Rechnung ohne Widerspriiche durchfiihrbar ist. Das ist nicht 
allzu verwunderlich, da ja das Gesetz x= A Int—B nur in gewissen 
Spannungs- und Temperaturbereichen beobachtet wird und auBerdem die 
_N.W. unter gleichen Bedingungen bei verschiedenen Glassorten in voll- 

_ kommen verschiedener Starke auftreten kann [22]. 
Die N.W. nach beseitigter Last ist der Hindehnung vollkommen analog. 
¥ . Nach der ausfiihrlichen Diskussion der elastischen N.W. an Glas sollen 
£ in kiirzerer Form einige weitere N.W.-Erscheinungen besprochen werden. 


Die elastische N.W. der Metalle soll nach der Theorie von H. v. WARTEN- 
pera [17] dadurch entstehen, daB sich in jedem Krystallhaufwerk eine 
_gewisse Zahl von Krystalliten mit einer besonders geringen Streckgrenze 


SB ther uBeren Spannung um die Arbeit emivarie wird, 


giinstiger Platzwechsel wird etwa eine Stablingung um ta AL hervor- . 
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TintaSebomincaee Sueckirense liegenden Spannung, so y delnen ee diese : 
wenigen Krystalle innerhalb ihrer elastisch beanspruchten Umgebung P 
plastisch. Entlastet man nun, so federt der Hauptteil des Metalles elastisch — 
zuriick und setzt die plastisch deformierten Bezirke unter Druckspannung. — 
Auch diese geringe Druckspannung (sie kann ja nie wesentlich groBer 
werden als die zunichst aufgebrachte Zugspannung und wird im allge- 
meinen kleiner sein) kann von diesen Krystallen nicht getragen werden, — 
sie werden also wieder gestaucht. Da 1918 noch keine Theorie der plasti-_ 
schen Verformung vorlag, konnte H. v. WARTENBERG noch keine quan- — 
titative Beziehung zwischen Spannung und Dehngeschwindigkeit angeben. - 
Er nahm an, daB die Dehngeschwindigkeit proportional der wirkenden 
Spannung sei, was, worauf G. Mastne [23] schon 1919 hinwies, sicher 
falsch ist. Seitdem durch die Arbeiten von R. Becker [24], R. BECKER- 3 
W. Boas [25] und G. I. Taytor [26] und durch deren sinnvolle Zusammen-_ 
fassung durch W. G. Burcers und J. M. BurGers [27] eine gewisse An- 
schauung tiber die Vorgange bei der plastischen Deformation heraus- 
gebildet worden ist, kann man die Theorie von H. v. WARTENBERG in 
dieser Beziehung erganzen. Hiernach wird jede plastische Verformung — 
von Krystallen (abgesehen von Zwillingsbildung) durch Versetzungen her-— 
vorgerufen, deren Bildung (bzw. eventuell Auflésung) eine Aktivierungs- — 
energie 

N,V 
26 


erfordert. Hierbei ist V,; wieder die Loschmidtsche Zahl, und G der Schub- SS 
modul, 7 ist die Schubspannung, unter der die sich betatigende Gleitebene 
steht, tp ist die theoretische Schubfestigkeit des Krystalles und V das — 
Volumen, in dem durch thermische Spannungsschwankungen die Span- 
nung von ihrem Wert 7 auf tg erhdht werden muB, um einen Gleitschritt 
einzuleiten. Nimmt man mit H. v. WARTENBERG an, daB der Anteil der 
plastisch deformierbaren Krystalle klein ist gegen den der elastisch bean- 
spruchten, so folgt, daB die Schubspannung + in jedem sich deformieren- 
den Krystall proportional zu (@ — 2) ist, wenn 2 die momentane Lange 
des Krystalles und x» seine Lange nach Abschlu8 der N.W. ist. Betrach- 4 
tet werde die Rtickdehnung nach einer geringen plastischen Deformation. — 
Fur die Gleitgeschwindigkeit gilt nach R. BecKER 


U= (tp — 7)* (15) 


Vv ye 
an _ og verre 
i, ae Ce : egg 
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Ist dabei tp >> so ergibt sich mit t= « (w — 29) Me 
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Vv wn 
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¢ we we on Gl. QQ) jdentisas ist. Auch hick ergibt sich die logit 

mische Zeit-Dehnungsbeziehung (1). Recye , 

: = Die Grenzfalle fiir t—- 0 und t — oo sind genau wie vorher gezeigt zu 
be ehandeln, ebenso die Uberlagerung der Dehnung der vielen beteiligten 
Krystallite zu der makroskopischen Stabdehnung. Vermutlich wird man 

nicht immer die Annahme +< 7 r machen kénnen, da auch in Krystall- 

haufwerken Kerbstellen mit starken Spannungsspitzen vorhanden sein 


k6nnen, worauf besonders E. Orowan [28] hinwies. In diesem Falle hat 
-man 


>. Vv 2 
d (a rae XQ) = 2GkT (TR —2aT, (Si — &) Pot (x — Xo)*) 
Se Ce . “ 


dt 


Diese Gleichung ist nicht mehr geschlossen integrierbar. Fiir lange Be- 


_obachtungszeiten wird jedenfalls gelten z—2x,= A ines jedoch er- 
gibt sich fiir kiirzere Zeiten eine Abweichung im Sinne kleinerer FlieB- 


geschwindigkeiten. Die so entstehende Kurvenform ist in Abb. 4 ge- 


strichelt angedeutet. Tragt man die von F. Konirauscu [29] an Silber- 
draht nach starker Belastung gemessene Rtickdehnkurve in entsprechen- 
der Weise halblogarithmisch auf, so erhalt man diese Kurvenform, wahrend 
die nach schwacheren Vorbelastungen gewonnenen Kurven von den ersten 
MeBSpunkten ab (bei etwa 20 bis 80 sec) Linearitét zwischen x und Int 
zeigen. 


Fiir die dielektrische N.W. gab W.WaGNER [7] eine physikalische 
Deutung, die der von H. v. WarTENBERG fiir die elastische N.W. gege- 

_ benen entspricht. Innerhalb des Dielektrikums sollen sich danach einzelne, 
kleine Bezirke mit einer zwar sehr kleinen aber doch immerhin endlichen 
Leitfahigkeit befinden. Im elektrischen Feld verschieben sich nun in diesen 
Bereichen die Ladungen und das in ihnen herrschende Feld wird langsam 


abgebaut. Setzt man fiir den Zusammenhang zwischen Strom und Span- . 


~ nung das Ohmsche Gesetz an, so erhalt man fiir die dielektrische N.W. 
ein exponentielles Abklingen. 

Wie schon erwahnt, findet man jedoch auch hier ein logarithmisches 
Zeitgesetz nach Gl. (1), das ganz analog der elastischen N.W. amorpher 
Kérper gedeutet werden kann: 

| - Innerhalb des Dielektrikums mégen kleine Bereiche bestehen, in denen 
| durch irgendwelche besonderen Bedingungen eine gegen die durchschnitt- 
 liche Feldstarke um den Faktor q gesteigerte elektrische Feldstarke be- 
- steht. Nimmt man nun an, da® der Ladungstransport analog der plasti- 
_ schen Deformation hervorgerufen wird durch thermisch diffundierende 
Ionen, die im Felde £ eine Vorzugs- -Wanderungsrichtung erhalten, so 
hat man fiir die Platzwechsel-Wahrscheinlichkeit in giinstigster Richtung 


sorie der 1 aie: Sema ye 


und damit insgesamt 


aE _ cE 
W=2,—2_ = Ke RT }¢ ®T_¢ ’ 


% ak . 
wobei « wieder eine Konstante bedeutet. Fiir Werte von rE Sipe 1 ergil b 


sich, wie erwartet werden muB, das Ohmsche Gesetz, wahrend fir <= RT 7 


eine exponentielle Abhangigkeit der Stromstarke von der Spannung resul a 
tiert, Die Temperaturabhangigkeit der elektrischen Leitfahigkeit r, ¢ 

ja proportional zu + ist, entspricht diesem Ansatz, was sich im Zusamm E 
hang mit der vorher abgeleiteten Gleichung fiir die Viscositat y ee: 
der von P. WALDEN [30] entdeckten Beziehung }- 7 = const ausd: 

‘Die Rechnung kann nun ganz analog derjenigen fiir die elastische N.V 
amorpher Stoffe durchgefiihrt werden. Ob die aus diesem Gedanken her- 
aus zu fordernden starken Feldstarken-Konzentrationen vom 100-— Di 
1000-fachen der durchschnittlichen Feldstarke zu begriinden sind, 
wohl ohne weiteres nicht entschieden werden. = 

Das logarithmische Zeitgesetz der Anderung magnetischer Eigen- 
schaften im Laufe der Ausscheidungshdrtung (4, 5, 6] ergibt sich sofort, 
wenn man annimmt, das die zum Platzwechsel eines Fremdatoms ai Ss 
einem tibersittigten Mischkrystall und dessen Einbau in ein eigenes Git — 
nétige Aktivierungsenergie linear mit der Ubersattigung abnimmt. 

Die magnetische N.W. scheint wesentlich uniibersichtlicher zu sein. 


Ganz allgemein kann die Temperaturabhangigkeit der GréBe A 

Gl. (1), die ja laut Gl. (10) gegeben ist als A = we zur Priifung de 
o 

hier gegebenen Anschauung iiber die N.W.-Erscheinungen dienen. Mes 
sungen dazu siehe [4, 6, 8, 10, 13, 29, 31], jedoch ist teilweise nicht e 
sichtlich, ob wirklich identische Ausgangszustinde gewahlt wurden. Z 
erwarten wire, wenn man « und § (bzw. bei anderen N.W.-Erscheinun ae 
die analogen GréBen) als temperaturunabhingig annimmt, was jedoch’ 


nicht ohne weiteres klar ist, da8 A* proportional mit der absoluten Terr - 
peratur 7 anwiichst. 
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Die Messungen von E. v. Scuweiper [8] und von F, Kontrausca 
[29] liegen in einem zu engen Temperaturbereich, um zu entscheiden, ob 
_ die Temperaturabhangigkeit in dem angegebenen Sinne besteht. H. AUER [4] 
-fand ein starkeres als lineares Anwachsen von A mit 7. W.GERLACH {6} 
4 erhielt fiir Ausscheidungshartung einer Ni-Be-Legierung, verfolgt an der 
_ Anderung der Curie-Temperatur, eine Proportionalitat zwischen A und T. 
' Dasselbe fand P.Courvotster [10] fiir die magnetische N.W. H.Sy6z1 [13] 
_ fand bei der elastischen N.W. ein beschleunigtes Ansteigen von A mit 7, 
_ allerdings ist aus der Arbeit nicht klar ersichtlich, ob identische Ausgangs- 
_ zustande miteinander verglichen wurden. 


- 

_ Herrn Prof. Dr. R. Becker und Herrn Prof. Dr. G. MAsSING méchte 
ich fiir ihre Anteilnahme an dieser Arbeit und fiir viele wertvolle Hin- 
weise herzlich danken. 
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Fiir die Thermodiffusion ist die Uberfiihrungswarme Q* die maBgebende GroBe, 
Es gilt der Satz, daB der Substanztransport im Temperaturgradienten stets so er- 
folgt, daB gleichzeitig die Uberfiihrungswarme von Orten héherer nach Orten 
tieferer Temperatur stromt. Thermodynamisch ist die Definition von Q* wenig 
anschaulich, kinetisch dagegen kann man leicht zeigen, daB bei einem Diffusions: ‘i 
vorgang auch Energie transportiert wird. Im Platzwechselmodell hangt sie mit 
den Platzwechselenergien zusammen. Dieses wird fiir verdiinnte Lésungen von 
Elektrolyten genauer erlautert. Die Wirkungen der Thermodiffusion in homo- — 
genen Systemen bestehen in Konzentrationsverschiebungen (Soreteffekt), und : 
in der Ausbildung von Thermodiffusionspotentialen. Die experimentelle Unter- | 
, suchung dieser Effekte gibt Anhaltspunkte fiir die GréBe der Uberfiihrungs- 


warmen. Zunichst erhalt man sie allerdings nicht fir die einzelnen Ionen, son-_ 


4" 
ae 


dern fiir das Ionenpaar des Salzes. Eine Diskussion der kinetischen und di 
hydrodynamischen Theorie der IJonenwanderung fiihrt zu einer (auch von East- 
MAN schon auf Grund anderer Argumente gemachten) Hypothese tiber die Einzel- 
iiberfiihrungswarme des Li+-Ions, mit deren Hilfe schlieBlick die Einzeliiber 
_fiihrungswarmen der anderen Ionen aus den von Hipy und Wirtz bestimmten _ 

Soretkoeffizienten abgeleitet werden. 


Ubersicht iiber das Problem. 


7 
Bringt man eine verdiinnte fliissige oder feste Lésung einer Substanail 
der Konzentration n Teilchen pro ccm in einen Temperaturgradienten, 
so beobachtet man im allgemeinen einen Diffusionsvorgang, der nach 
einiger Zeit zu einem stationiren Konzentrationsgradienten fihrt. Der 
Effekt ist durch drei Angaben charakterisiert: 1. Durch die Einstelldauer — 
dieser -Konzentrationsverschiebung. Hier zeigt sich, daB es sich um 
einen normalen Wanderungsvorgang handelt, dessen pain 
der gewohnlichen Diffusion vergleichbar ist. 2. Durch die GréBe der rela- 
tiven Entmischung pro Grad im stationaren opens die man den Soret- 
koeffizienten s nennt?: 


ree 


; 
oe 
» errs Professor R. BECKER zu seinem 60, Geburtstag gewidmet. ‘ rr 
* ' "Im folgenden wird stets vorausgesetzt, daB das spez. Volumen der Flissig- 
‘ keit nicht durch thermische Ausdehnung verandert wird. Fiir die Definition der 
Soretkoeffizienten in konzentrierten Lésungen bzw. Mischungen vgl. die im fol- 


genden zitierten Arbeiten des Verfassers. 
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Im stationaéren Zustand ist der Entmischungsvorgang im Gleichgewicht 
mit der Konzentrationsdiffsuion, die ihn wieder riickgingig zu machen 
bestrebt ist. 3. Durch die bei der Diffusion des Geldsten transportierte 
Energie, die sog. Uberfiihrungswirme @Q*. Sind zwei Komponenten mit 
verschiedenen Soretkoeffizienten gelést, so tritt auBerdem eine teilweise 
Entmischung der Komponenten relativ zueinander ein. Handelt es sich um 
geladene Komponenten, z. B. um die Ionen eines dissoziierten Salzes, so 
bewirkt die Thermodiffusion, die sie zu trennen sucht, das Auftreten einer 
Potentialdifferenz, die man ,,Thermodiffusionspotential oder mit einer 
alteren Bezeichnung ,,thermoelektrischer Homogeneffekt’ nennt. Das 
Thermodiffusionspotential und die Soretkonstanten der beiden Ionen 
hangen eng miteinander zusammen; beide werden durch die Uberfiihrungs- 
warmen der Jonen bestimmt. 
Eastman? und Wacner? haben mit Hilfe thermodynamischer, der Ver- 
fasser® durch kinetische Uberlegungen gezeigt, daB Soretkoeffizient s und 
Uberfiihrungswarme Q* durch folgende Beziehung zusammenhingen: 


O* 
donee 5 We (2) 
Qualitativ kann man unmittelbar verstehen, daB Q* durch die zwischen- 
molekularen Kraften zwischen Geléstem und Lésungsmittel bestimmt 
wird. Bei einem Diffusionsschritt muB dem wandernden Teilchen zur 
Loslésung von seinen zuriickbleibenden Nachbarn ‘aus der Temperatur- 
energie der Umgebung eine gewisse Energie zugefiihrt werden, die am 
neuen Ruheort wieder frei wird. Sie wird nicht dadurch kompensiert, daB 
gleichzeitig aus Griiden der Substanzerhaltung eine entsprechende Menge 
Lésungsmittel in entgegengesetzter Richtung wandert, da die Krafte 
zwischen Lésungsmittel und Geléstem im allgemeinen verschieden von 
den Kriften der Lésungsmittelmolekiile untereinander sind. Die Uber- 


‘fiihrungswarme kann auch negativ sein, d.h. der Energietransport 


erfolgt in umgekehrter Richtung wie der Substanztransport. Aus.der eben 
: angestellten qualitativen. Uberlegung folgt diese Méglichkeit unmittel- 
bar. Q* ist negativ, wenn die Energie, die notwendig ist, um das wandernde 
Teilchen aus dem Verband seiner Nachbarn loszulésen, kleiner ist als die, 


1 Eastman, E. D.: Journ. Amer. Chem. Soc. 48, 1482 (1926); 50, 283, 292 
_ (1928). ; 
"2 Waener, C.: Ann. Phys. (5) 3, 629 (1929); 6, 370 (1930). 
8 Wirtz, K.: Phys. ZS. 44, 221 (1943); Wirtz, K. u. J. W. Hipy: ebenda 44, 
369 (1943), im folgenden mit (I) und (II) bezeichnet; vgl. auch die Zusammen- 
fassung von S. R. pz Groot, L’ Effet Soret, Amsterdam 1945. 
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die gewonnen wird, wenn der Zoatiekbled bende ‘Hoblraum Pes 
mittel wieder gefiillt wird. Infolgedessen kann nach Gl. (2) der 
koeffizient entweder negativ sein (Q* >0, Konzentrationserhéhung i 
der tieferen Temperatur) oder positiv (Q* <0, Konzentrationserhéhung 
s bei der héheren Temperatur). | a 
we Der in dieser Weise durch Gl. (2) gegebene Zusammenhang zwischen 
Be der Uberfiihrungswirme Q* und der Richtung des Substanztransports 
1aBt sich zusammenfassen in den folgenden Satz: Der durch den Tempe- 
raturgradienten bewirkte Substanztransport erfolgt stets in einer so en 
Richtung, daB gleichzeitig die Uberfithrungswarme von Orten héherer nach 
Orten tieferer Temperatur strémt. In dieser Formulierung sieht man un- 
mittelbar den Zusammenhang des Problems mit dem 2. Hauptsatz der 
Thermodynamik. Der Beweis des Satzes folgt aus der kinetischen Theorie 
der Thermodiffusion. : 


Die Uberfiihrungswarme ist die eigentliche physikalische Ursache der 
Thermodiffusion und der Diffusionsthermoeffekte!. Beide Erscheinungen 
kénnen im Prinzip auch zu ihrer experimentellen Bestimmung dienen 
Mit thermodynamischen Begriffen ist dies schwerer zu veranschaulichen._ 
Eine thermodynamische Theorie ist zudem ihrem Wesen nach gezwungen 
oh die Beziehungen zu einem wichtigen Teil des Vorgangs, namlich dem 

i zeitlichen Ablauf, auBer acht zu lassen. In diese Liicke tritt die mole 
- kular-kinetische Theorie. Sie ist in ihrer Allgemeinheit dadurch einge- 
eeu schrankt, daB sie von Modellvorstellungen ausgehen mu, die besonders 


a 
i Ke ; bei Fliissigkeiten noch unvollkommen sind. Fiir die Platzwechselvorgange ~ 
as in kondensierten Phasen sind sie verhaltnismaBig konkret und mit der Er- 
as: fahrung einigermaBen im Einklang. Es zeigt sich, daB die Platzwechsel-— 


. energien, d.h. diejenigen Energiebetrige, die das wandernde Teilchen_ 
braucht, um im Kristallgitter bzw. im quasikristallinen Flissigkeitsgitter 
seine Ruhelage zu verlassen? und einen Schritt zu tun, in ganz bean 
Weise mit den Uberfiihrungswarmen zusammenhangen. Erst mit Hilfe 
dieser Vorstellungen gelingt es, die oft gesuchten und zunichst schwer 
erkennbaren Beziehungen der Soretkoeffizienten bzw. . Uberfiihrungs- 
wirmen mit den GesetzmaB®.gkeiten anderer Wanderungsvorginge, etwa_ 

re vA 

1 Der Diffusionsthermoeftekt in kondensierter Phase ist bisher nicht beobacht 
worden, In der Gasphase wurde er von Durour, L.: Ann. d. Phys. (5), 28, 49 
(1873) bei der Diffusion von Gasen durch Membranen entdeckt; von CLustus, 
K. u. L. WALDMANN: Naturwissensch, 30, 711 (1942), sowie WALDMANN: ZS. f. 
Phys. 121, 501 (1943); 124, 2, 30, (1947); ZS. Naturforsch. 1, 59 (1946) wurde er 
in der reinen Gasphase gefunden und genauer untersucht. 

* Vel. Jost, W.: Diffusion und chemische Reaktion in festen Stoffen S. 72 3 
Dresden und Leipzig 1937. Die oben angestellten Uberlegungen gelten mutati 
mutandis auch bei komplizierteren Aktivierungsprozessen: vgl. z. B. BARRER, 
R.: The zone of activation, Trans. Faraday Soc. 39, 237 (1943). 


; 
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Phasen, 485. 


j beweglichk siten 2 erkennen. Dieses ist in gewissem Umfang 

genannten Arbeiten I und II geschehen. _ 

folgenden soll diese Diskussion erneut aufgenommen werden und 
dabei die Uberfiihrungswiirme selbst als die wesentliche GroBe ganz im 
Vordergrund stehen. Einige altere Ergebnisse werden neu formuliert. Bei 
waBrigen Elektrolytlésungen wird der Zusammenhang zwischen der kine- 
tischen und der hydrodynamischen Theorie kurz besprochen. Letztere 
uhrt schlieBlich zu einer Hypothese tiber die Uberfiihrungswiirme des 
Lit-Ions, woraus erstmals eine Absolutberechnung von Q* aus Soret- 
koeffizienten fiir eine Reihe von Ionen folgt. 


I. Molekularkinetische Theorie der Uberfiihrungswdarme. 


1. Platzwechsel bei kristalliner und quasikristalliner Ortsordnung. Normale 
kondensierte Systeme sind in bezug auf die Orte ihrer Teilchen kristallin 
oder quasikristallin'. Im ersten Fall besteht eine im Prinzip beliebig aus- 
gedehnte ,,Koharenz der Orte“‘, die das Wesen des festen Kristallgitters 
ausmacht. Die Abstande nachster Nachbarn liegen fest, und elementare 
Schritte sind in der Regel durch diese Abstande bestimmt. AuBerdem sind 
fiir den Platzwechsel, im Gegensatz zur Gasphase, Aktivierungsenergien 
erforderlich. Infolge der exponentiellen Abhangigkeit der Haufigkeit der 
Aktivierungen von der Energie iiberwiegt meist nur eine Sorte von Schrit- 
ten. Deshalb kann man in guter Annaherung die bei der Ableitung der 
Diffusionskonstanten im Gas notwendige raumliche Integration vermei- 
den. Auf diese Weise erhalt man bekanntlich mit Hilfe der Platzwechsel- 
vorstellungen fiir den gewdhnlichen Diffusionskoeffizienten den Aus- 
druck: 

q 

| ea dgetnet aoa A Ae — G) 
} x 
Se j die Zahl der Platzwechsel eines Teilchens in der Sekunde, x ein nur 
yon der Struktur des Gitters abhangiger Faktor, q die Aktivierungsenergie 

des Platzwechsels, und 1 der beim Platzwechsel zuriickgelegte Weg ist. 
In Fliissigkeiten und Glasern ist die Ortsordnung quasikristallin, d. h. 
yon begrenzter Reichweite. Entfernte Teilchenorte sind gegenseitig nicht 
festgelegt. In der unmittelbaren Nachbarschaft eines Teilchens herrscht 
jedoch ebenfalls Ortsordnung von groBer RegelmaBigkeit, sowohl hin- 
 sichtlich der Zahl wie der Absténde der Nachbarn. Wiederum ist der 
-Platzwechsel ein Vorgang mit Aktivierung. In der Gl. (3) treten also an 
Stelle von | und x gewisse Mittelwerte, so wie sie etwa durch die Rontgen- 
- beugung an Fliissigkeiten geliefert werden. Im selben AusmaBe wird auch 
bn 


1 Frank, F.C. u. K. Wirtz: Naturwissensch. 26, 367, 397 (1938). 
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gq ein Mittelwert sein. Kristall und Flissigkeit lassen sich in dies 
rung also gleich behandeln. Im folgenden wird vorausgesetzt, daB sit 
x und g im Temperaturgradienten nicht oder nur wenig andern. I 
ist dann der Fall1, wenn im betrachteten Temperaturintervall keine : 
ordnung (= Anderung der Nahordnung) stattfindet. as." 

2. Analyse der Platzwechselenergien; allgemeiner Zusammenhang mit der” 
Uberfithrungswarme Q*. In diesem Modell erhalt man die Thermodiffu-_ 
sionserscheinungen, wenn man die explizite Temperaturabhangigkeit des 


q 

Boltzmannfaktors in der Platzwechselzahl j = je kT in Gl. (3) bertick- 
sichtigt. Dies bedeutet, daB die Thermodiffusion in kondensierten Phaset 

im Gegensatz zum Gas ein grober Effekt ist. Das kommt eben daher, 
daB hier das physikalische Verhalten in ganz anderem Ausma vor 

den zwischenmolekularen Kraften bestimmt wird. Von ihnen hangt die 
Aktivierungsenergie q ab; diese wiederum hangt mit der Uberfithrungs- 
wirme zusammen. Auch dies kann man leicht in allgemeiner Form er- | 
lautern. Die Energie, die das Teilchen zur Uberwindung der Hemmung 

q braucht, erhalt es durch Schwankungen in der Temperaturenergie der 
Umgebung. Wie erhalt es sie? Es kann entweder selbst eine geniigend- 
groBe Schwingungsamplitude erteilt bekommen, um von der Hemmung 

durch seine Nachbarn frei zu werden. Oder es kann in seiner neuen Rhee 
lage gerade ein Hohlraum grofer potentieller Energie entstanden sein, 
wodurch der Schritt erleichtert wird. Oder es kann sich auf dem Weg zur 
neuen Ruhelage gerade unter Energieaufwand eine Offnung gebildet 

haben. Diese drei Energien sind in bezug auf den Platzwechsel dadurch 
charakterisiert, daB sie resp. am Anfang, unterwegs oder am Ende des 
Schritts auftreten, und wir nennen sie Hemmungsenergie gy, Riickschwin- 
gungsenergie 7p, und Lochbildungsenergie g;. Ihre Summe ist die Aktivie~ 
rungsenergie: 


‘ 
q=UH + Ir + 4L- (4) 


Diese sehr schematische Aufteilung der Aktivierungsenergie kann man 
sinngemaB auch auf viel differenziertere Modelle der Aktivierung iiber- 
tragen, z. B. auf die Aktivierung in Gruppen (BARRER I. c.) usw. Beim_ 
Platzwechsel wandert in unserer Definition gj; mit dem Teilchen in die 
neue Ruhelage, gy, umgekehrt von der neuen in die alte Ruhelage, wahrend — 
qr Wenn es genau bei //, aufgebracht wird, vom Platzwechsel unberiihrt— 
bleibt. Uberfithrt wird also die Differenz ¢qy—gq,, und die Uberfiihrungs- 


warme wiire in diesem Fall: 


y 
si *=4y—4_- (5) 


ON sae naan . , 
* Vgl. Wirtz, K.: Ann. d. Phys, 36, 295 (1939) u. 1. c. I u. Il; sowie BaRRER, 
R.:; Trans. Faraday Soc. 39, 48, 237 (1943). ' 
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da sie Ereignisse an Orten eerishcesies nena ban baueter fiir Platz- 
wechsel von Ort 1 nach Ort 2 anders als von 2 nach 1. Dies liefert unmittel- 
bar den Thermodiffusionsstrom und fiihrt im Gleichgewicht zum Soret- 
koeffizienten (2) mit Q* nach Gl. (5). Uberwiegt eine der Energien gy 
oder gy, so wird sie praktisch gleich Q*. Wir werden solche Falle kennen- 
_lernen (Abschnitt 6). Q* kann aber auch viel kleiner sein, und insbesondere 
andere Abhangigkeiten von Teilcheneigenschaften besitzen als q. 

3. Spezielle Falle; Kristalle; Thermodiffusionspotential. Diese Vorstel- 
_lungen miissen noch etwas konkreter werden, wenn man sie wirklich an- 
wenden will. Fiir bestimmte Beispiele sind sie véllig durchgefiihrt (vgl. 
l.c. Lu. ID), z. B. fiir den Fall, daB in einem ruhenden festen Gitter kleine 
bewegliche Fremdteilchen auf Zwischengitterplatzen verdiinnt gelést sind 
(Beispiel: Wasserstoffatome in Palladium). Im Temperaturgradienten 
sollte sich hier im allgemeinen ein Konzentrationsgradient der gelésten 
; Fremdteilchen einstellen, der durch (2) beschrieben wird. Ein ahnliches 
Beispiel, das schon nicht mehr zu den verdiinnten Lésungen gehort, auf 
die wir uns zunachst beschrankt hatten, bieten gewisse Metallhalogenide, 
z. B. a-AgJ, in dem die Ag*-Ionen sich leicht im ruhenden Gitter der 
praktisch unbeweglichen negativen Jodionen bewegen kénnen. Im Tempe- 
raturgradienten verschieben sich die Ag*-Ionen ebenfalls gegeniiber dem 
Jodgitter. Dabei entsteht aber natiirlich ein Thermodiffusionspotential, 
das den Vorgang zum Stillstand bringt, ehe die Konzentrationsverschie- 
bung iiberhaupt merklich geworden ist. Im stationaren Zustand ist also 
zwar s~ 0, dafiir aber ein Thermodiffusionspotential dV ausgebildet, das 
_ die GroBe hat (<c = Elementarladung): 


a Oi Pe OF \ : 
. TS a ee (9) ae 
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~Q* ist hier die Uberfiihrungswarme der Ag*-Ionen im Jodgitter. Wir 
stellen einige Uberfiihrungswarmen in «-Strukturen, d.h. solchen, in i 
denen vorzugsweise das positive Metallion wandert, zusammen. Sie sind ise <a 
aus Messungen des Thermodiffusionspotentials von WaGNeErR!' und REIN- ce 
| HOLD? berechnet worden: Pa 


a 
’ : 

| Stoff: | aAgd | wAgsSe | a-AgsSe | a-Ag, Te a-Ou, 8 
EE ————————LO—V—— 
-Q* des Kations 


— 5,68 + 0,38 % 
pe kcal/Mol 


. 
* 
‘ 


—2,27 


a ais ie 


| + 3,78 


a 


| eee 
1 Waener, C.: Ann. d. Phys. 6, 370 (1930). 
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2 Rernuoxp, H.: ZS. f. Elektrochem. 39, 555 (1933). 
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Ihre absoluten Werte diirften unsicher sein. Abe durch hr 


vie" geben sie eine Aussage tiber das GréBenverhiltnis der Hemmungsene 
und der Lochbildungsenergie q;.- 


Beim «-Ag] ist offenbar 7, <gy; dies ist qualitativ verstandlich, da das klei ne 
Ag+-Ion im Gitter der Jodionen stets geniigend Raum besitzen diirfte, sowohl in — 
den Ruhelangen, als auch beim Durchtritt durch die Gitterebenen. Bei den 
Strukturen «-Ag,S, «-Ag,Se, #-Ag,Te sind die Anionen kleiner und daher der 
Raum fiir die Ag+-Ionen beschrankter. Das Vorzeichen von Cut+ in Cu,S er s 
scheint unsicher. Hier waren g, und g, von etwa gleicher GréBe. Bei a-Ag]J ist aus 
Messungen der Temperaturabhangigkeit der Leitfahigkeit auch die Aktivi a 
rungsenergie g = 94 + 9, + 9, = 1.8 kcal/Mol bekannt'. Dieser Wert pabt — 
zwar auf den ersten Blick schlecht zu dem Wert Q* = 9,,— 9, = 3.78, da sich © 
ein negatives g, ergibt, doch ware eine solche Bestimmung einzelner Teilenergien 
der Aktivierung eine Uberbeanspruchung der Messungen, die ja meist durch 
schwer zu beriicksichtigende Effekte an den Elektroden entstellt sind. Wichtig — 
ist nur die gleiche GroBenordnung von Q* und g, die, wie schon hervorgehoben, — 
stets bei grdferen Soreteffekten und Potentialen vorhanden sein sollte. Stets gilt 


Org qu: . ~ az 


Ebenso kann man die kinetischen Ausdriicke fiir die Uberfiihrungswarmen 
bei komplizierteren Platzwechselverhaltnissen ableiten, wie sie z. B. bei 
Kombination von Zwischengitterwanderung und Wanderung iiber Lécher 
im Grundgitter und bei beliebiger Ionenladung z- ¢ vorliegen (= Wertig: 
keit). Dies ist ausfiihrlich in I geschehen. Dabei ergaben sich nicht n 
stets molekulare Deutungen fiir die Uberfiihrungswarme, sondern 
konnten auch Schliisse beziiglich des Platzwechselvorgangs gezogen wer- 
den, die tiber das bisher Bekannte hinausgingen. So wurde bei AgCl- 
und AgBr-Kristallen aus dem Thermodiffusionspotential gefolgert, daB 
beim Platzwechsel etwa /, der Uberfiihrungswirme iiber das Aer 
gitter und etwa 1/, durch Lochwanderung im Grundgitter iiberfiihrt wird. 

Die Uberfiihrungswarme hat in diesem Fall die Gestalt 


¢ 


ee 1 Zwischengitter P ; 
C= trp Wataru aes ee eee 


a re QZwischengitter + "4 is QTscher ? (7) + 
. 

wobei p (hier ~ 1/3) das Verhaltnis der Platzwechselhaufigkeiten tiber die 
beiden Mechanismen und gy die zur Bildung eines ,,Loches“ und Uber- 
fiihrung des Teilchens in das Zwischengitter notwendige Energie ist. ~ 
Den weitaus interessantesten Fall bieten Mischkristalle, in denen zwei 
verschiedene Metallkationen im ruhenden Anionengitter beweglich sind 
wie z. B. im a-AgCuJ,. Hier kénnen sich im Temperaturgradienten die 


? TupanptT, C.u. E. Lorenz: ZS. f. phys. Chem. 87, 513 (1914): . 
ZS. f. Elektrochem, 34, 472 (1928). , 513 (1914); SmeKAL, A.: 
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men -gegeneinander ‘arschsebadl ? also ie., 
ei amet aus elektrostatischen Griinden stets gilt!: 


, * 


»  Sagt rey Sok A Tr? (8) 


ae Die Uberfiihrungswirme ist hier bestimmt durch die der beiden einzel- 
nen Ionen in bezug auf das ruhende Anionengitter, und zwar, wie man 
qualitativ leicht iiberlegt, durch die Differenz der Einzeliiberfiihrungs- 
_warmen. Bei den «-Strukturen ergibt dies 


~ 


aes ty Qigt — Oat = (q- Ir)agt — (Wa—4z)cut (9) 


Bei PaeOBs. wo die Kationen iiber Zwischengitterplatze und Locher 
wandern, erhalt man den Ausdruck (7), hier jedoch gebildet aus der 
_ Differenz von 2 Ionen: 


% 
a 
A 

- 


(10) 


q * 1 * | 
aikes 5 Snel T+? Clans i aes eon a ay) Comey 


(B= ; Qigt a } Qout - ey 


_ Dieser Ausdruck zeigt, wie kompliziert jetzt der Zusammenhang zwischen 
den Platzwechselenergien und der Uberfiihrungswarme geworden ist. Wie 
_ man ihn doch noch mit der Erfahrung vergleichen kann und welche ex- 
_ perimentellen Ergebnisse zu diesen verschiedenen Fallen vorliegen, ist 
in I ausfihrlich besprochen. AuBerdem ist noch ein Thermodiffusions- 

Sapiro der gesamten Kationen gegen das Anionengitter zu erwarten. 

aia ist nicht von der Differenz, sondern vom arithmetischen Mittel 


+ (Qigt + Q%,+) bestimmt. Man hatte also im Prinzip die Méglichkeit, 


_ aus je einer Messung des Soretkoeffizienten und des Thermodiffusions- | 
potentials die GréBe Q%,+und Q%,+ einzeln zu bestimmen. 

F . 4. Fliissigkeiten. Bei den eben besprochenen Beispielen fand die Thermo- 
diffusion in einem festen Bezugsgitter statt, das wnverdndert bleiben sollte. 
Bei Flissigkeiten geht dies nicht. Wir betrachten zunachst wieder ver- 
dinnte einkomponentige Lésungen, etwa von Alkohol in Wasser mit 


Sie 


1 Da es sich hier nicht mehr um eine verdiinnte Lésung der wandernden 
_Teilchen handelt, ist unter s der Soretkoeffizient einer Mischung zu verstehen: 


% 
is 
a 
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ae tbapdn, 4 diy 
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E: WO Ay, A, die Molenbriiche und A, + Ag = 1. Fiir 2, < 1 geht sy in s der 
_ Gl. (1) iiber. 


sitschrift fiir Physik. Bd. 124. 32 ee 


-solchen Fallen im slecwieacaid ava ‘dab te - Geléste n seinen Platz 


1aBt, und an diese Stelle ein oder mehrere Lésungsmittelmolekiile n’ treten. 
Die Bilanz des Substanzaustausches in der Wanderungsrichtung x lautet: 
allgemein: 


; » 


PI fa Y. 
Pea: tors . a 
g ist bei konstantem Druck und Volumen der Fliissigkeit gleich dem Ver- + 
haltnis der Teilchenvolumina — a 
v’ _ 
See (Fa 


Um die hierbei transportierte Warme zu erhalten, kann man entweder ~ 
die Aktivierungsenergien des Platzwechsels nur auf das Geléste allein — 
beziehen oder auch die Wanderung des Lésungsmittels explizit mit ein- 
beziehen. Die erste Betrachtung verliefe folgendermaBen: Das geléste 
Teilchen kann nur dann seinen Platz wechseln, wenn ihm in der Ausgangs- _ 
lage eine Energie gy zugefiihrt wird und wenn auBerdem in der neuen — 
Ruhelage ein Loch der Energie g;, vorbereitet ist. Beim Platzwechsel ver-_ : 
schiebt sich gq in Wanderungsrichtung, g; entgegengesetzt. Beide Ener- 
gien werden an den neuen Orten wieder frei. Effektiv ist ihre Differenz — 
Q* = qy— qx iiberfiihrt worden. DaB auch das Lésungsmittel seinen 
Platz gewechselt hat, wird nicht explizit erwahnt; sondern ist durch das 
Wandern der Lochbildungsenergie erfaBt. Man kann aber auch sagen: 
Es miissen gleichzeitig Geléstes und Lésungsmittel den Platz wechseln. — 
Hierzu muB sowohl dem Gelésten als auch der entsprechenden Menge ~~ 
Lésungsmittel in den jeweiligen Ausgangslagen geeignete Energie zu- 
gefiihrt werden, um den Platzwechsel, der etwa in einem Umklappvor- > 
gang besteht, zu erméglichen. Die Differenz der beiden Energien wird 
liberfithrt. Sie wird schlieBlich bestimmt durch die Wechselwirkung des 

* Der Soreteffekt in einer fliissigen Mischung ist im quasikristallinen Modell % 
bei Hisy und Wirvz, l. c. II Gl. (3,1) bis (3,6) abgeleitet worden. Dort wurden 
die Platzwechsel von Geléstem und Lésungsmittel als unabhangige Ereignisse 
behandelt, die spiter durch eine Bedingung i in der Form (11) verkniipft wurden. — 
Dies ist nicht korrekt. Ein Soreteffekt in einer homogenen fliissigen Phase ist nur — 
definiert, wenn die Wanderung der beiden Komponenten von vornherein mit- ‘ 
einander verkniipft ist, so wie es oben geschehen ist. Herr Dr, WALDMANN machte 
mich freundlicherweise auf die Schwierigkeiten in dem genannten Abschnitt 
aufmerksam. Die dort erhaltenen Ergebnisse sind korrekt. 

Fiir Mischungen mit Komponenten m, und #% vergleichbarer Haufigkeit er-— 


fordern die Gl. (11) und (12) eine etwas andere Definition des Soretkoeffizienten 
als fiir den bisher stets betrachteten Fall g = 1 (1.c. I. u. II). Sei a4 = Vy, 


Vg y= Vy, V} ++ Vz= V = Konst, im ganzen System, und sei y, = “e a= yi ; 


“# 


~~ 
a 
j 


Yi + Ye = 1; dann definiert man als Soretkoeffizienten zweckmabig: s = ash Te 
om ie Viva 
tas ah a7» der fiir yy, < Y, wieder in ~ at “Kd 


‘ 


iibergeht. 
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em Ion eine festhaftende Hydrathiille mit, so bestimmt deren Wechsel- 


mi t der Hydrathiille. Daher kommt es, daB so wenig Beziehungen z. B. 
‘ischen Lésungswiirme und Uberfiihrungswiirme bestehen, die man doch 
ee erwarten kénnte. 

5. Zweikomponentige Lésungen. In einer verdiinnten Elektrolytlésung 
bilden die dissoziierten Ionen selbstandige geléste Komponenten, auf die die 
Uberlegungen des Abschnitts 4 je einzeln anzuwenden sind. Im Temperatur- 
.gradienten beginnen sie unabhiangig voneinander zu wandern. Dabei tritt 
im allgemeinen ein Thermodiffusionspotential auf, da sie zundchst nicht 
gleich schnell wandern, sondern erst, wenn sich eine Potentialdifferenz 
ausgebildet hat, die gerade so groB ist, daB sie das gleichschnelle Wandern 
bewirkt. Es sind also drei Effekte zu unterscheiden: 1. Das sich unmittel- 
bar nach Anlegen des Temperaturgradienten ausbildende Thermodiffu- 


ee , das die gleiche ThermodiffusionsgescKwindigkeit 
-_beider Ionen bewirkt. 2. Der darauf sich langsam ausbildende Soreteffekt 
des Salzes ae das Wasser (Soretkoeffizient s). 3. Das Thermodiffusions- 


-sionspotential 


potential das sich nach Ausbildung des Soretgleichgewichts ein- 


is 7 
) ‘gestellt | hat; es ist im allgemeinen von ae verschieden. Sind Q* und Q* 


die Uberfiihrungswarmen der beiden Ionen in Wasser, die unabhangig und | 
_additiv seien, und n, und n, ihre elektrolytischen. ,, Uberfiihrungsverhilt- 


_nisse“‘, so ist 


: dv, .%, Of — 1, OF 

| aRS 22, Pets 

S Charge 3 Qi — @ es (13) 
& ; SY eel ee eet 

hoes oa Zn OF — 2,08 : 

Lass _ (49) k T? 


am Z, sind die Wertigkeiten der Ionen; z,, 2, > 0, bei positiver Ladung, 
4 Bet) bei negativer. wit: oe 2 
; _ Fiir eineinwertige Elektrolyte geht dies ber in | ‘die pia tenahrendee 
- Beziehungen: 


Sam ’ ate 2¢eT 

ee (13) 
stat : pee Gr es 

oes Ae 2kT? 


32* 


klich pater Heeentes ss mit ate epekuts ‘Wandert z. B. Aye 


kung mit dem Wasser die Uberfiihrungswirme und nicht die des Ions ~ 
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der Einzeliiberfiihrungswarme auf, und im Prinzip sollte man di 


Messungen von s und ae einzeln bestimmten kénnen. Bisher ist die 


keinem Fall durchgefiihrt worden. i 

Auch die Uberfiihrungsverhdltnisse m, und tz kann man einfach mit 
Hilfe des Platzwechselmodells ausdriicken. Sie sind unmittelbar durch 
die Wanderungsgeschwindigkeiten p der Ionen gegeben, die mit den Be- 
zeichnungen von Gl. (3) lauten. ; 


. : _.- cm 
Py i. Ps = %_ 2 ant i 
und damit: | (ia 
= Ps 44 » 
n, = ——1— _; 1, = ——_?—_.. 
1° Pi%— Paty? ®t — Pads 


4 
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. meet 
Diese Uberlegungen werden in den folgenden Abschnitten zur Diskussion 


a, 


von Experimenten verwendet. : a 
- 


II. Thermodiffusion und Ionenbeweglichkeit wafriger Elektrolytlisungen. 


6. Uberfithrungswirme und Platzwechselenergie. Aus den Gleichungen 
(13) folgte, daB der Soretkoeffizient eines Elektrolyten der Mittelwert 
aus den Koeffizienten der beiden Ionen ist. Z. B. ist: . “2 
ie 
PRCT Sn ee 


oe 


_ Scat +28o- Oba +208 -. 
3 7 EY ie 


Die Uberfiihrungswirmen hatten wir als Differenzen von Platzwechs 2]. 
energienanteilen gedeutet: Q* = gy — qz,. Daraus folgt, daB bei groBen | 
Soretkoeffizienten die Uberfiihrungswarme Q* von der GréBenordnung 
der Platzwechselenergien g= gy; + qz, selbst sein muB, denn groBes Q? 
bedeutet, daB in der Differenz eine GrdBe stark iiberwiegt, und in diesem 
Fall sollten Summe und Differenz von gleicher GréBenordnung sein 


oI mnlicher_isothermer Wanderungsvorgiinge auf, und 
wat Teton die P Tiserttelissorit bekanntlich (w = Ionenbeweglichkeit): 


=—— = 74. (16) 


D er Temperaturkoeffizient der Beweglichkeit + dT 4, besitzt fiir die meisten 


Tonen in verdiinnter waBriger Lésung Werte ethan 0,021 und 0,025 
: ad; d.h. die Aktivierungsenergien aller Ionen sind von ahnlicher 
Sr6Be (nimlich etwa 4 Keal/Mol). Wir behaupten also, daB die Uber- 
fihrungwarmen von Ionen bzw. ihre Mittelwerte héchstens von der GréBen- 
ordnung g sein kénnen. Diese Priifung ist in der Tabelle 1 vorgenommen. 
‘Sie zeigt das erwartete Resultat. Die Uberfiihrungswarmen schwan- 
ken stark; meist sind sie kleiner als die g- Aber wenn sie grof werden, 
wie bei ZnSO, und K,SO,, dann werden sie etwa von derselben GréBe 
e die zugehérigen g-Werte. In diesen Fallen sind also die Soretkoeffi- 
zienten von der GréBe der Temperaturkoeffizienten der Ionenbeweglich- 


keiten. Bei der groBen Unsicherheit der Messungen der Soretkoeffizienten* 


ist dieses Ergebnis der Theorie befriedigend. 


j T abelle 1. Vergleich der von Hisy und Wirtz bei 323° K gemessenen Uber- 
fiithrungswarmen Q* (Kcal/Mol) nach Gi. (15) mit dem Mittelwert der Platz- 


wechselenergien q — $ (g Kation + g Anion). 


Substanz | Qo | q Kation? | q Anion® qd 
ic 

Bei. Ws. | 0 | 44 3,65 4,0 
acl’... .: pret. 1,14 | 41 3,6 3,9 
ae 1,35 | 3,6 3,6, 3,6 
bere 207 | 4,0 3,6. 3,8 

WE ESS 1,49 | 3,6 3,6, 3,6 
see |’ 0,64 3,6 3,5, 3,6 
m yee | 0,27 | 4,4 3,6 4,0 

Roa at Brat a | 4,4 3,5, 4,0 
Sa | 1,24 | 4,4 3,8 4,1 

erie & 3,5 3,6 ‘wremer: a: 3,7 

ts ae 5,9 | 4,3 3,8 4,0 

at i 0,52 | 4,1 3,6 3,9 


\ ES 
1. Hrey. J. W.u. K. Wintz: Phys. ZS. 41, 77 (1940). 
2 Aus den von KoHLRAUSCH bei 18° C gemessenen Temperaturkoeffizienten 


d a Beweglichkeit fiir unendliche Verdiinnung berechnet nach Gl. (16). 


en. Di} ‘Die’ Bumame: 7 tritt altar ired opti ae 


Ions. Dabei ist aufschluBreich zu sehen, welche Feinheiten zwischenmole- 


daB die Uibersihrideemarnan der Salze so Gace Gace iten, 
(Tab. 1) aufweisen, wahrend die Aktivierungsenergien g sich 80. Loa. a 


fiir die Laat aware Q* dasselbe zu fordern. 
Beschrinken wir uns zunichst auf die Chloride der Alkalien. Hier stei 4a 


die Uberfiihrungswarme Q* der Salze von 0 bei LiCl beginnend mit wach- _ 
sender Atomnummer des Alkali-Ions. Gleichzeitig sinkt die Plane a 
energie der Kationen beginnend mit dem Maximalwert q = 4,4 Keal/Mol 

bei Lithium, der die kleine Beweglichkeit und ihren groBen Temperatur- 
koeffizienten bewirkt. Man kann dies auf zwei verschiedenen Wegen auf 
die Einzeliiberfiihrungswarme der Ionen zuriickzufiihren versuchen. Der 
erste geht aus von unseren Kenntnissen von der Ionenwanderung und 
schlieBt von dort her auf die GréBe der Einzeliiberfiihrungswarme des 


kularer Wechselwirkung den Effekt bewirken miissen. Der andere dase 
die von Popzus? gemessenen Thermodiffusionspotentiale heranzuziehen. 
Diesen besprechen wir zunachst. 


8. Reihenfolge der Einzeliiberfiihrungswarmen der Ionen aus dem Thermo- 
diffusionspotential. Im Prinzip sind die Einzeliiberfiihrungswarmen mit — 
Hilfe des Thermodiffusionspotentials und der Gl. (15), in denen jeweils ihre — 
Summe und ihre Differenz auftritt, direkt bestimmbar. Die Schwierigkeit — 
ist, daB die gemessenen Potentiale auch noch den unbekannten Temperatur- — 
koeffizienten der absoluten Elektrodenpotentiale enthalten. Er ist wahr-— 
scheinlich von derselben GréBenordnung, wenn nicht gréBer als das ge- 
suchte Thermodiffusionspotential, Man kann diese Elektrodeneffekte eli- 
minieren, wenn man zwei solche Ketten gegeneinander schaltet zu einem 
elektrolytischen Thermozellenpaar vom Typ (Popzus): 


sat Pee Tae GRP 8 : 


Elektrode | LésungI | LésungII | LésungI | Elektrode. 
r, Tr, rs T, 


Hier ist die Thermospannung die Differenz der Thermodiffusionspotentiale 
der Lésungen I und II, wobei noch fiir den Temperaturkoeffizienten der 
Diffusionspotentiale an der Grenze der Lésungen zu korrigieren ist. Ent- 
halten die Elektrolyte I und II ein gemeinsames Anion, so riihren die Effekte — 
nur von den verschiedenen Kationen her. Obwohl man wiederum keine 
Méglichkeit hat, aus solchen Messungen direkt auf die Einzelthermo-. 
diffusionspotentiale zu schlieBen, folgt ahnlich wie in Abschnitt 6, daB die 
groBten Werte der Differenzen der Thermospannungen von der GréBen- 
ordnung der Einzelspannungen sein sollten. Damit folgt aus den Messun- 


_——_ ss) ae oN 


erie ea” *~ 


} Popzus, E.: Ann, d, Phys. 27, 859 (1908). 


‘trod Gattcntinde von der Tae aes 5 bis 6.10-4 Volt. Grad-! sein’ 
-miissen, die Thermodiffusionspotentiale aber zwischen 0 und héchstens 
_3.10~ Volt.Grad— liegen, die Uberfithrungswarme also héchstens etwa 
2 Keal/Mol betragen sollte. Wichtiger als dieses ziemlich unsichere Er- 
gebnis ist, da8 man aus dem Vorzeichen der von Popzus gemessenen 
F Dellewpante mit gemeinsamen Anionen und Kationen eine Rethenfolge der 
_ Einzeliiberfithrungswarmen aufstellen kann: 


Kationen: Q§+ > Qk+ > Q%,+ > Q%,+ > Qna,+ > Qft+ 
Anionen: QSo-- 4 Qxor > B- > - > Q5- 


Danach haben Li* und J” die kleinsten Uberfiihrungswarmen. Beziiglich. 
Br und Rb* ist diese Anordnung aus den Messungen an Soretkoeffizienten 
(Abschnitt 12) erginzt. Die Reihenfolge von Cl-, Br~ und J~ entspricht 
nicht der Anordnung im periodischen System. Offen bleibt bei allen Ionen 
die absolute GréBe von Q* und selbst das Vorzeichen. Wir werden spiater 
» sehen (Abschnitt 12), da vielleicht Q$- <0. Hier sprechen die kleinen 
Spannungsdifferenzen der Zellenpaare eher fiir verschwindende Uber- 
fiihrungswarme bei Lit sowie Cl und J-. ge 
9, Hydrodynamische und kinetische Theorie der Ionenwanderung. Es 
gibt zwei Theorien der Elementarvorgiinge bei der Jonenwanderung, die 
: klassische hydrodynamische Theorie, die vom Stokesschen Reibungsgesetz 
ausgeht, und die extreme ,,Platzwechseltheorie“ in der quasikristallinen 
Fliissigkeit, wie sie z. B. von Portssar! vorgeschlagen wurde. Die hydro- 
~  dynamische Theorie ist yon UticH? und Cox u. WoLFENDEN? zu einem 
gewissen Abschlu8 gebracht worden und diirfte den meisten Beobach- 
tungen gerecht werden. Sie fiihrt die Viskositat des Lésungsmittels samt 
_ ihrer exponentiellen Temperaturabhangigkeit als gegeben ein. Die be- 
kannten Beweglichkeitsanomalien werden auf Viskositaétsanomalien zu- 
riickgefiihrt, die das Ion im umgebenden Lésungsmittel hervorruft. (Ande- 
rung der Strukturtemperatur des Wassers, vgl. Abschnitt 10). Die Ionen 
sind mehr oder weniger ,,chemisch‘‘ hydratisiert, d. h. wandern mit fest — 
gebundenen Wassermolekeln. Bei diesen Annahmen sind Einwande, wie 
sie von PoLissar vom Standpunkt der Platzwechseltheorie gegen Anlauf- 
geschwindigkeit und Anlaufweg in der hydrodynamischen Theorie bei 
- Anlegen des Feldes gemacht werden, nicht stichhaltig. Die Platawechsel- 
- theorie diskutiert den Elementarschritt einschlieBlich Uberwindung der 
~ Reibungskrafte, so wie in Abschnitt 1 besprochen, und erkldrt die exponen- 


1 Potissar, M. J.: Journ. Chem. Phys. 6, 833 (1938). 

-2 Uxicu, H.: Hand- und Jahrbuch der chemischen Physik 6/II S. 120; An- 
sew. Chemie 49, 282 (1936); ZS. f. phys. Chem. (A) 168, 141 (1934). ang 
"sa 3 Cox, W. M. u. J. H. WoLFENDEN: Proc. Roy. Soc. (A) 145, 475 (1934). a 
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tielle Temperaturabhingigkeit. ‘Bisher wurde “rage 
wassers ganz offen gelassen. Poxissar vertritt die Auffassung, daf 
Ion haufiger seinen quasikrystallinen ,,Kafig verlaBt, als daB der K | 
als ganzes langsam wandert. Dagegen sprechen die experimentellen Wa ae 
seriiberfiihrungszahlen, doch sind auch diese nicht véllig gesichert (vgl. 
z. B. Uuicn l. c. § 19). Dis bisherige Interpretation der Thermodiffusion 
sprach fiir Platzwechsel mit einer gewissen Hydrathiille, ohne sie zu be 
weisen (Wirtz u. Hiey, |. c. 11 §4B). In Wirklichkeit diirften sich die 
Widerspriiche der hydrodynamischen und der kinetischen Theorie auf. a 
heben, je genauer beide durchgefiihrt werden. Dies gilt besonders fiir” 
die Platzwechseltheorie, bei der bisher die Platzwechselenergien nicht aus — 
molekularen Daten bestimmbar sind. Wir gehen deshalb hier fiir die Dis- 
kussion der Uberfiihrungswarme einmal von der hydrodynamischen 
Theorie aus. | : 
10. BeeinflaBung der Strukturtemperatur des Wassers durch die Ionen nach 
BERNAL u. FowLER, ULIcH, WOLFENDEN. In der Tabelle 2 sind die wahr- — 
scheinlichsten chemischen Hydratationszahlen (Anzahl H,O pro Ion) nach © 
Uuicn (1. c.) sowie die kristallographischen Ionenradien aufgefiihrt. Pro~_ 
Ladung und Oberflicheneinheit des Ions gerechnet ist das Lit am weitaus _ 


¢ 


a 


Tabelle 2. Hydratationszahi (Ulich) und kristallogr. Radius (Goldschmidt) ; 
einiger Lonen. 
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starksten hydratisiert. Mit steigender Atomnummer nimmt die Hydratation — 
ab. Ahnlich ist es bei den Halogenen. Die zweiwertigen Ionen wie Znt+ 
sind zwar absolut genommen stirker hydratisiert, nicht aber pro Ladungs- 
und Oberflacheneinheit. Die Hydratation bewirkt; da8 Lit ein Verhalten — 
zeigt, wie ein sehr groBes Ion, und daB mit steigender Atomnummer die 

Alkalien sich verhalten, als ob sie kleiner wiirden. Dies wird nicht etwa 

aus den bekannten anomalen Ionenradien geschlossen, die aus dem Stokes- 
schen Gesetz folgen, sondern aus dem Volumenanteil der Viskositats- 
iinderung des Wassers durch geldste Ionen (WoLFENDEN, Uicu l.c.). 
Hieraus und aus anderen Wirkungen der Ionen auf Wassereigenschaften 4 
(Ultrarotspektren, Aussalzeffekte, Volumenkontraktion usw.) schlieBt — 
Unicu: 1. Kleine und hochgeladene Ionen iiben auf das Wasser ihrer 
Umgebung einen strukturabbauenden Einflu8 aus. Hierdurch wird die 
Viskositat sowohl der gesamten Lésung als auch der unmittelbaren Ionen- 
umgebung verringert, und die Wanderungsgeschwindigkeit der Ionen 


sind, denn die Hydrathiille schirmt die Tonenladung ab. 
erschreitet das Ion eine gewisse GréBe (die wahrscheinlich durch die 
iktur des Wassers bestimmt ist), so sinkt die depolymerisierende Wir- 
g ebenfalls, z. B. nach Uuicu bei JO3°. 4. Die strukturabbauende 


den Anomalien gehen zuriick. Die Wirkung der Ionen auf die Struktur 
der Umgebung entspricht also einer Erhdhung der Temperatur (BERNAL 
und Fow.er)'. Dies entspricht den Beobachtungen. 

Im Sinne dieser SchluSfolgerungen ist das hydratisierte Lit ein groBes 
Ton, das keine Anderung der Strukturtemperatur bewirkt. Das Stokessche 
Ge setz beschreibt seine Beweglichkeit richtig, wenn man die Viskositat 
des reinen Wassers einsetzt. Auch der Temperaturkoeffizient der Beweg- 
lichkeit ist gleich dem der reziproken Viskositat des Wassers. Die Ionen 
Nat, K* usw. erhéhen bei Zimmertemperatur zunehmend die Struktur- 
temperatur. Dabei nimmt die Viskositaét und ihr Temperaturkoeffizient 
in der Umgebung ab, die Beweglichkeit zu, und das Stokessche Gesetz 
erliert scheinbar seine Giiltigkeit. Nach Uxicu steht dem Lit nahe das 
on JO 3, weniger das Na*, wahrend Cl, K*, Cat* die Struktur stark 
idern. In strukturarmen organischen Lésungsmitteln verhalten auch 


heiBt dies alles, da8-in Wasser mit ungestérter Struktur, also bei Lit, die 
'Platzwechselenergie g hdher als bei anderen Ionen sein muB, wie wir es 
ir Tabelle 1 schon sahen. 

11. Die Einzeliiberfithrungswdérmen von Lit und Cl-. Auf Grund dieser 
Uberlegungen machen wir nun die Hypothese, daB das in jeder Hinsicht 
ausgezeichnete, hydratisierte Li*-Ion sich bei seiner Wanderung im Wasser 
nicht nur beziiglich seiner Reibung und der StrukturbeeinfluBung, sondern 
auch in bezug auf seine Uberfiihrungswarme ganz so verhilt, als ob das 
yon. ihm eingenommene Volumen nur mit Wassermolekeln gefiillt sei. 
Te sei also fiir Lithium die Einzeliiberfiihrungswarme: 


4 } 
Of. =0: | (17) 


* 


1 ‘darf nicht geschlossen werden, da umgekehrt jedes Ion, dessen 
‘Uberfithrungswarme verschwindet, die Strukturtemperatur und die Vis- 

ositat des Wassers unverandert lassen miiBte. Schon bei den kinetischen 
oe hatten wir ja eine Vorstellung davon bekommen, daB 
O* — 0 auf die verschiedenste Weise durch die Wechselwirkung zwischen 
dem bewegten Komplex und der Umgebung bestimmt werden kann. Bei 
Beriicksichtigung dieser Tatsache sieht man, da auch 


ng der onen reicht um so % weniger v weit, je stirker 


Wirkung der Ionen nimmt mit steigender Temperatur ab, die entsprechen- — 


diese Ionen sich normal. In die Sprache der kinetischen Theorie iibersetzt 
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_Uberfiihrungswarmen besitzen. Auch Eastman (l.c.) hat bekanntlich — 


o or = oy veo, . a 5 
richtig sein kann, obwohl ja Cl- zu den Ionen gehort, die die par, 


und die Viscositat des Wassers stark .andern. ((18) folgt aus dn, 
da a Tabelle 1, Abschnitt 6, die mittlere Uberfiihrungswarme yon | 


LiCl: 5 (Oh+ + Q,-) = 0). Dem entspricht, dab bei den Sonica 


enten (Tab. 1) und den Thermodiffusionspotentialen von Popzus aaa 
schnitt 8) manches dafiir spricht, daB die negativen Halogenionen klein : 


Q*,+ = 0 gesetzt. Er begriindete dies jedoch damit, daB Uberfahrunaay 
warmen nicht negativ sein kénnten, was, wie wir sahen, kein alae 
SchluB ist. a 


Man kann sich leicht plausibel machen, wie eine negative Uberfiihrungswarme 
zustande kommt. Sie ist positiv, wenn der wandernde Komplex an seine Umgebung 
fester gebunden ist als das gleiche Volumen Lésungsmittel, das den beim Wande- 
rungsvorgang verlassenen Ort ausfiillt; denn dann wird an jedem Ort, den das 
Teilchen verlaBt, Warme verbraucht, die am neuen Ort wieder frei wird. Sie ist 
negativ, wenn etwa das Ion die Hydrathiille zwar sehr fest mit positiver Warme- 
ténung an sich bindet, die ihr angehdrenden neu geordneten Wassermol: 
aber nicht mehr so fest an die Umgebung gebunden sind wie das dem Kompl 
entsprechende Volumen Wasser. Dann ist zwar die Ldsungswarme des Jos positi 
die des wandernden Komplexes, den man vielleicht nie auBerhalb der Lésung 
reproduzieren kann, negativ — und deshalb auch seine Uberfiihrungswarme. 


12. Absolutwerte der Einzeliiberfiihrungsenergien der Ionen. EASTMAN 
(l.c.) hat aus den Thermodiffusionspotentialen der Doppelzellen unter 
Annahme Q¥,+ = 0 schon Absolutwerte der Einzeliiberfiihrungswarm : 

* 
(baw. dort der Einzeliiberfiithrungsentropien a abgeleitet. Sie ergeben | 


zwar die richtige Reihenfolge, wie wir sie in Abschnitt 8 schon ableiteten, 
doch viel zu niedrige Absolutwerte verglichen mit den Soretkoeffizienten’ 
von Hipy u. Wirtz (Tabelle 1) und anderen Autoren’. Das diirfte an den 
Unsicherheiten liegen, mit denen die Messung der Thermodiffusions-_ 
potentiale behaftet ist. Wir legen die Soretkoeffizienten von Hipy u. WIRTZ 
(1. ¢.) zugrunde. 
Mit Qf+ = 0 und Q&-== 0 ergeben sich aus den in Tabelle 1 an- 


gegebenen mittleren U berfiihrungswarmen Q* der Salze folgende Einzel- 
liberfiihrungswarmen der Ionen: 
So —————— 


Kationen Lit Nat Af VRE WP aS | Bitte | Catt "a 
Q* (Kcal/Mol) ia ee ae re ya eee Bae 1,6 9 
7 

Anionen a 


Q* (Keal/Mol)} — | 0 | oa | -18 | 4,6 / 


} 


1 Vgl. z. B. Tanner, C. C.: Trans. Faraday Soc, 23, 75 (1927). 


dt wie © ri Be 
abel ist ar Eee nen, dab die se any und unabhiingig vom jeweiligen 
Partner sind. Aus den bisherigen Experimenten gewinnt man den Eindruck, 
als wire letzteres nicht immer ganz der Fall. Der Wert von SO7z7 ist ein 
‘Mittelwert aus den Soretkoeffizienten von Li,SO, und K,SO,. Znt++ wurde 
-mittels dieses Mittelwertes aus dem Mittelwert der Soretkoeffizienten von 
ZnSO, (Tabelle 1) berechnet. Alle Zahlen sind nur als vorlaufig zu be- 
werten, bis einmal die Messung von Soretkoeffizienten mit gr6Gerer 
_ Prazision als bisher méglich ist. Bemerkenswert ist das negative Q* von 
_ Jod. Die kinetische Theorie (Wirtz und Hipy |. c. II) legt ja nahe, daB 
bei ganz groBen Teilchen groBe Lochbildungsenergien und deshalb am 
ehesten negative Werte von Q* zu erwarten sind. 


13. Einige andere Effekte der Uberfithrungswarme in kondensierten Phasen. 

Wir haben gesehen, da8 die Uberfiihrungswarme neben Platzwechsel- 

q energie, Weglinge usw. eine charakteristische GréBe fiir einen Diffusions- 

_ -vorgang ist. Das kinetische Modell deutet sie anschaulich, zeigt ihren 

7 Zusammenhang mit der Thermodiffusion und beweist ihr Verschwinden, 
wenn sich das Teilchen in der eigenen Phase bewegt. Die bisherigen Er- | 


_ folge der Theorie liegen darin, Schliisse von anderen Platzwechselvor- 

gangen auf die Uberfiihrungswarme erméglicht und die dabei auftretenden — 

_ Schwierigkeiten gezeigt zu haben. Wir haben uns auf verdiinnte Mi- 

_schungen beschrankt, speziell auf Elektrolytldsungen, da uns _ hier die 

_ kinetischen Begriffe so gelaufig sind und wir auferdem vermeiden 

_. konnten, auf die in Mischungen im allgemeinen auftretenden Volumen- 
effekte naher einzugehen (vgl. hierzu auch C. WaGNnER, I. c.). 


Es gibt in kondensierten Systemen im Temperaturgradienten noch 
andere Effekte, die mit Uberfiihrungswarmen zusammenhangen und 
die man ebenfalls kinetisch interpretieren kann. Erwahnt sei die be- 
kannte Erscheinung der Thermoendosmose}. Hier stellen sich zwischen 
zwei verschieden temperierten Reservoirs einer reinen Fliissigkeit (z. B. 
H,O), die durch eine permeable Membran voneinander getrennt sind, 
Druckunterschiede ein. Es treten zwei Uberfiihrungswarmen auf, eine an 
der Grenzflache Fliissigkeit-Membran und eine bei der Wanderung inner- 
halb der Membran. Eastman (l.c.) behandelte die Thermoendosmose 
thermodynamisch. Ebenfalls hierher gehért der bekannte thermische 


1 Siehe z. B. Lippmann, G.: C. R. 145, 104, 105, (1907); dort wird Thermo- 
-endosmose fiir Fliissigkeiten und Gase beobachtet. Neuerdings wurde sie von 
Rient, N.: ZS. f. Elektrochem. 49, 306 (1943) als ,,Pumpeffekt“ beschrieben, aie, 
offenbar ohne Kenntnis der friiheren Arbeiten. Bemerkt sei, dal die von RinHu ‘o> ee 

in derselben Arbeit angegebene ,,Schnellmethode“ zur Bestimmung von Soret- nat 
_. koeffizienten von Mischungen, bei der das kalte und das warme Reservior durch Play 
- _Membranen getrennt sind, nur dann einwandfreie Resultate liefern kann, wenn 
- beim Durchtritt durch die Membran keine zusatzliche Uberfithrungswarme auf- \ a4 
tritt. 
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 Druckeffekt in pial chins Ir, bei « 

durch eine Membran, sondern durch eine Kapilla 
Er ist eng verwandt mit dem Knudseneffekt im as: Die Uberfiihr 

- warme bei He II ist negativ, d. h. Substanz wandert vom kalten Reser 
zum warmen, wihrend gleichzeitig Warme von warm nach kalt flieBt. Eine 
kinetische Theorie miiBte die Wechselwirkung der He I]-Atome mit 
Wand der Kapillaren betrachten. Die der Thermodiffusion und der Theriot y= 
endosmose entsprechenden Effekte bei Elektronen im Metall sind genauer 
untersucht. Sie bewirken die bekannten Erscheinungen der Thomson-— 
warme, der Peltierwirme und der Thermoelektrizitaét. Die kinetischen 
Vorstellungen der klassischen Elektronentheorien? erméglichten ein 
qualitatives Verstandnis der Effekte; die moderne Theorie stiitzt sich auf 
die Quantenmechanik der ictsMinaen Leitung?. ‘ 


1 KeEesom, W.H.: Helium, Amsterdam 1942, § 6, 10, 82; dort werden a uch 
thermodynamische Theorien erwahnt. esa 

2 Fiir die altere Elektronentheorie vgl. z. B. die Darstellung in MULLER 
Pouillets Lehrbuch der Physik, 10. Aufl. 1914, Band IV/2,3 § 367 und Ha i : 
buch der Physik, Band 13, S, 219 ff. 

8 Handbuch der Physik, Bd. 24/2, S. 356 ff. 
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Die Temperaturabhingigkeit der 
_ Anfangssuszeptibilitat von Nickel unter Zug*, 
Von | | 


+ . W. Dorine in Gottingen. 
Pit Mit 1 Abbildung. 


‘ re *- (Eingegangen am 29. August 1947). 


Die Theorie der Spinwellen in einem Ferromagnetikum wird in einer anschau- 
lich vereinfachten Form auf ein Material unter 4uBerer Zugspannung angewandt. 

_ In &hnlicher Weise, wie man das Biocusche 7*/:-Gesetz fiir die Temperatur- 
abhangigkeit der Sattigungsmagnetisierung ableiten kann, wird die Temperatur- 
abhangigkeit der Anfangssuszeptibilitat von Nickel unter Zug berechnet. 
Es ergibt sich, daB die Suszeptibilitat bei konstanter Spannung mit wachsender 

_ Temperatur umgekehrt proportional zur Sattigungsmagnetisierung ansteigen 

; sollte. 


Einleitung und Ubersicht. 

_ Die meisten Arbeiten iiber die Theorie des Ferromagnetismus benutzen | 
_ das Modell von HetsenBere!, bei dem an jedem Atom ein Elektron in 
einem s-Zustand angenommen wird. Als Wechselwirkung zwischen den | 
_ Elektronen wird nur der Austausch beriicksichtigt. HEISENBERG zeigte, 
_ daB dies Modell bei hohen Temperaturen auf das Curie-WeIsssche Gesetz _ 

fiir die Magnetisierung J fiihrt: : 
¥ 
vu (H+NJ) (1) 


Jaa Jo teh iT 


To= Magnetisierung a am abwbliten Nullpunkt bzw. in unendlich hohen 
_ Feldern). Das Austauschintegral A kommt darin nur implizit in der Kon- 
- stanten JV des WeiBschen inneren Feldes vor. BLocu® bewies, da bei tiefen 
ie _ Temperaturen die Abweichung der Sattigungsmagnetisierung von der 
_absoluten Sattigung J, proportional mit 7** anwachst, im Gegensatz zu 
Formel (1), aus der ein exponentielles Verschwinden dieser Differenz folgt. 
In einer spiteren Arbeit zeigte BLocu?, daf die in dieser Rechnung auf- 
_ tretenden Beepentcn, Sppvercticn auch klassisch behandelt werden kénnen. In ent- 


4 Puc ~ * Richard | Becker zum 60. Geburtstag gewidmet. 
- 1Hersenperc, W.: Zur Theorie des Ferromagnetismus. ZS. f. Phys. 49, 619 
Ut 
2 Biocu, F.: Zur Theorie des Ferromagnetismus. ZS. f. Phys. 61, 206 (1930).- 

3 Biocn, F.: Zur Theorie des Austauschproblems und der Remanenzerschei- 
“nung der Ferromagnetika. ZS. f. Phys. 74, 295 ( 1932). 


tauschwechselwirkung im Magnetfeld die Operatoren der Spinrichtung — 
durch ihre Erwartungswerte, so erhalt man eine Hamiltonfunktion fiir — 
die Bewegung der Spinmomente, aus der sich bei Beschrankung auf kleine — 
Abweichungen zwischen Spin- und Feldrichtung leicht die Frequenzen der — 
Spinwellen klassisch ermitteln lassen. Die naive Quantisierung der Eigen- 
frequenzen nach den Formeln fiir den harmonischen Oszillator fiihrt dann | 
auf das Blochsche Gesetz. Diese Ableitung ist im ersten Teil dieser Arbeit 
enthalten. Abgesehen von der wesentlich einfacheren Durchfiihrung der — 
Rechnung enthalt dieser Teil keine Resultate, die nicht schon in den ge- m 
nannten Arbeiten enthalten waren. 
Die anschauliche Behandlungsweise der Spinwellen erméglicht es, auch 
den EinfluB einer Zugspannung zu beriicksichtigen. In Strenge ist das nicht 
mdoglich, da eine quantenmechanische Theorie der Magnetostriktion bisher s 
nicht existiert. In der anschaulichen Theorie hat man nur zu den Dreh- 
momenten des auBeren Feldes und der Austauschkrafte dasjenige der Zug-_ : 
spannung hinzuzufiigen, genau so wie dies bei der Berechnung der Wand- 
energie einer 180°-Wand? gemacht wird. Wir betrachten hier jedoch nicht 
die Gleichgewichtsverteilung der Spinrichtungen an einer solchen Wand, 
sondern die Spinwellen kieimer Amplitude in einem Gebiet, in welchem — 
im Mittel die Spinrichtung iiberall gleich ist. Quantisiert man diese Spin. 
wellen in gleicher Weise wie im Fall fehlender Zugspannung, so gelangt 
man zu einem Ausdruck fiir die freie Energie des Ferromagnetikums, aus . 
dem sich die Temperaturabhiangigkeit der Suszeptibilitat von Nickel unter 
Zug fiir tiefe Temperaturen entnehmen 1aBt. Diese Berechnung ist im 
zweiten Teil durchgefiihrt. Zum SchluB wird das Ergebnis diskutiert und 
mit den Experimenten verglichen. x 


- 


4 


I. Die klassische Theorie der Spinwellen. 4 
Wir beschreiben die Spinrichtung des Elektrons beim j-ten Atom durch q 


den Einheitsvektor 3; mit den Komponenten s, ;, sy, S,;- Pas magnetische . 
Moment dieses Atoms ist dann 1.8; (u = Bohrsches Magneton). Der me- _ 
chanische Drehimpuls ist A 8;. Fiir die Austauschwechselwirkung beim a 
Atom 7 und k setzen wir, da wir klassisch rechnen, den quantenmecha- ; 
nischen Erwartungswert a 


» Hetier, G. u. H. A. Kramers: Ein klassisches Modell des Ferromagneti- 


4 


kums und seine nachtragliche Quantisierung im Gebiet tiefer Temperaturen, 


; 


* Biocn, F.: l. c. Zitat 3; ferner: Becker, R. u. W. Dorine: Ferromagnetis- 


Kon. Akad. Wetenschappen, Amsterdam. Proc. Vol. 37 (1934). 
mus, Kap. 15, S. 187, Berlin: Springer, 1939. ™% 


eo me O45) SP ne, es ge iat 


r mica Ain das Austauschintegral zwischen den Atomen j und hk. 
e ax-Komponente des Drehmomentes, welches das Atom k durch Aus- 
auschkrifte auf das Atom j ausiibt, erhilt man daraus nach der Formel 

: é Ejr é EBjr Aj k 
. Pan -O8yi Sates. sz; vi _ 2 (Sy; Sz 


mY i): (3a) 


In Vektorschreibweise lautet also das Drehmoment 
, Ajr : “ese 


Fiigt man zu dem Drehmoment der Austauschkrafte das Drehmoment 
[3; H] des 4uBeren Magnetfeldes hinzu, so erhalt man fiir die Anderungs- 
geschwindigkeit des Drehimpulses die klassische Bewegungsgleichung 


AA = Sy Ait ig, 8) + 4 [8; 9) (4) 


— 
2 at = 


Es abt sich leicht zeigen, daB diese anschaulich gewonnene Bewegungs- 
gleichung tatsachlich die klassische Bewegungsgleichung ist, die dem 
Hamiltonoperator der durch Austauschkrafte gekoppelten Elektronen im 


nenten Syj, Syj, $23 VON 9; entsprechenden quantenmechanischen Opera- 


tauschwechselwirkung nach Dirac! unter Hinzufiigung des vom duBeren 


Syn —~ [25 mr) 


; is 
sie Behe a. Ta 5 Poy 
= 


= Diples; Ps ee Fas 52; H,). 
ie, 


(5) 


= tts © 


‘Aus der Schrédingergleichung folgt nun bekanntlich, daB der zeitliche 
‘Differentialquotient eines Erwartungswertes gleich dem 1/f-fachen des 
Erwartungswertes des Kommutators seines Operators mit // ist, also z. B. 
fiir $j 
ae OS8x 5 t 

ee Sa Raga rh 


Ns 


H). (6) 


xj Pf 


‘Unter Verwendung der Vertauschungsrelationen der Paulimatrizen erhalt 
‘man daraus und aus den entsprechenden Gleichungen fiir s, ; und s,; eben- 


falls die Vektorgleichung (4). 
pes Dirac, P. A. M.: Prinzipien der Quantenmechanik 1930, § 66. 


/ 


Magnetfeld entspricht. Bezeichnet man mit 6, ;, Cy;, 0,; die den Kompo- 
toren, also die Pauli- ieeariees. so lautet der Hamiltonoperator fiir die Aus- 


Magnetfeld herriihrenden Termes _ Sate 


oo : 

Wir pesebanivent uns im folgenden ‘auf Te -mperati \ 
Curiepunktes, bei denen sich die Spinrichtung nur langsam wnat : 
andert, Dann kann man die Verteilung des Spins durch ein stetiges 
torfeld beschreiben und die Spinrichtung beim benachbarten Atom k durch 
die Taylorentwicklung dieser Funktion an der Stelle des gc j aus- 
driicken, also z. B. fiir s,, ‘ : 


sn= 5+ (SE #) ey — x) + (52 =) 9) 


+ (52), Ge — 2) +4 (Gal) ta Pt 


Wir brechen diese Entwicklung naherungsweise nach den quadratischen” 
Gliedern ab. Setzen wir ein kubisches Gitter voraus, in welchem die Aus- 
tauschintegrale nur vom Abstand der Atome abhangen, so fallen beim 
Einsetzen dieser Entwicklung in die Summe iiber k in Gl. (4) alle linearen 
Glieder und die meisten quadratischen fort. Man erhalt schlieBlich — 
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Darin bedeutet a die Gitterkonstante. A ist.eine Abkiirzung fiir die Summe 
1 1 
= 5 Dy Ain Oe — 4)? = 2a? D>) Ajn Ya — ¥4)? 
k k 
1 
pans Pa Aj, @ — 


Nimmt man an, da nur das Austauschintegral zwischen nachsten Na h > 
barn von Null verschieden ist, so ist A sowohl beim einfach-kubischen 
Gitter als auch beim kubisch-raumzentrierten und kubisch-flachenzentrier. 


ten Gitter gleich diesem Austauschintegral. ( 
é 


Die Wellengleichung (7) ist exakt identisch mit der entsprechenden 
Gleichung von Brocn', was wegen der komplizierten Ableitung und 
Schreibweise bei BLocn nicht unmittelbar erkennbar ist. Zur Berechnung 
der Spinwellen nehmen wir an, daB § die z-Richtung habe und die a- 1 rd 
y-Komponenten von $ klein sind. Vernachlassigt man alle quadratis nen. 


Glieder in s, und s,, so erhalt man aus der Vektorgleichung (7) die bev on 
skalaren Gletchtaniien 


* Buocu, F.: ZS. f. Phys. 74, 315, (1932). Vgl. Gl. 33. Brocu hat das Glie 
mit { fortgelassen. Die Umformung gelingt durch die Substitution 


Sx = YO*X + OY; Sy=2(bo*—OU*); 5, = o—*— YY, 


(9b) 


Dieses Gleichungssystem hat als Lésung eine ebene Welle der Gestalt 


$, = C cos L(pt) —ott a], 
s, = € sin [(pt) —ot+a]. (10) 


(C, a: Integrationskonstanten). Zwischen der Frequenz w und dem Aus- 
breitungsvektor p ergibt sich der Zusammenhang 


Aw = Aa® p?+ 20H. - (11) 


"Bei einer solchen einzelnen Spinwelle beschreibt also jeder Spinvektor 
einen Kreiskegel um die Feldrichtung als Achse. Der Offnungswinkel des 


_Kegels und die Umlaufsfrequenz sind bei allen Spins gleich, nur die 
_Phasen sind verschieden. Der allgemeinste Bewegungszustand kann bei 


kleinen Amplituden als Superposition vieler solcher Spinwellen mit ver- 
-schiedenen Amplituden C und Phasenkonstanten « dargestellt werden. — 
Zur Abzahlung dieser Wellen betrachten wir ein Normierungsvolumen 
der GréBe V = L3 und verlangen Periodizitat auf der Strecke L. Dann 
miissen die Komponenten von p die Gestalt haben . 


| 2% 2% 2% . 

Bg ey pn cher sy, Oe (12) 
mit drei ganzen Zahlen n,, n, und n,. Die Magnetisierung erhalt man 
‘ 


am einfachsten durch Berechnung der freien Energie. Am absoluten 
- Nullpunkt, wo alle Spins in Feldrichtung stehen, hat die freie Energie den 
- Wert 


Fy=—pH- 22, 443) 


wobei mit z die Zahl der Spins in einer Elementarzelle bezeichnet ist, 
- soweit sie zum Ferromagnetismus beitragen. Bei héheren Temperaturen 
kommt zu diesem Ausdruck fiir jede Eigenschwingung, also fiir jedes 
- Zahientripel (n,, Ny, Nz) ein Summand 


; ae) 14 

. kT m|1—exp (— in) (14) 

fe, ‘ 

hinzu, entsprechend der freien Energie eines quantisierten harmonischen 
- Oszillators, wobei die Nullprakisenergie fortzulassen ist, wie HELLER und 

"Zeitschrift far Physik. Bd. 124. 33 


erhalten wir smeneenele an streng nur 
wie Spins im Normierungsvolumen auftreten sollten. Bei tiefen Tempe 
raturen machen aber die hinzugefiigten, unendlich vielen hohen Freque en- 
ee zen nichts aus. Wegen der GréBe von L kann man die Summation io or 
rue Ny, Ny und n, durch eine Integration ersetzen und erhAlt bei 


i1)| (ee) o?s dey dPe 


-2e 


a 


at 


Px Py, P22 — 


Die Magnetisierung ergibt sich daraus durch die Beziehung 


co 
i eFee es AC Sid a 
BH ae as x jie (16) 
ag SIP ye te % 


Wegen oe = Jy kann man das auch schreiben: 


re) ‘nn 
3 p? dp . 
J=J,|1— 4 [seem Aa p+eeH , |. (17) 


kT 
p=0 


Im Limes H — 0 erhalt man die Sattigungsmagnetisierung J,. Mit der 


Substitution aE = w ergibt sich ; . 


oe I= J, 


kT \*)2 wdu wi. sons ( af = 
aa (Ga ape 7 ‘exp w—1 rin 


Das ist genau das Blochsche eB eo 


II, Die Spinwellen bei Nickel unter Zug. ‘on 


Eine auBere Zugspannung iibt auf die Elektronenspins ein zusatzliches 
Drehmoment aus, welches in Gl. (7) auf der rechten Seite hinzuzufiiger 
ist. Bei Nickel unter einer Zugspannung o in z- -Richtung tritt bei ro 
stellung aller Spins pro Volumeneinheit zur freien Energie der Ante 


3 
g A078; hinzu (Ag: Sattigungsmagnetostriktion am abs. Nullpunkt), also 


hy 
coer. pro Einzelspin 
‘ * 
i a he Oe se 
eS ag Be igure (19) 


si ae . “By oa 
ee TS ey $28, D, = + —— 


3 3 
Don “ 


4 z 


a auch das Feld in z- Richtung, so lautet die Wellengleichung, in 
k pe oonenten ausgeschrieben, 
2 
aie (s, As, — s, As,) + pis; — pea ners 


sein ge oa 


Sind alle Spins untereinander parallel, so erhalt man als Lésung 


3, = sin. sin (@9¢-+y), Sy = snd. cos (@yf+y¥), 
s, = konstant = cos 3, (3, y : Integrationskonstanten) So. 
ecb zur Abkiirzung . 
fitoy = 2H — 52” cos 9 (23) 


-gesetzt ist. Am absoluten Nullpunkt wird sich diese Spinverteilung mit 
einem bestimmten, von H und oc abhangigen Wert von $ einstellen. Dessen 


Bestimmung werden wir nachher vornehmen. Bei héheren Temperaturen — 


werden bei s,, s, und s, kleine, von Ort und Zeit abhangige Abweichungen 
von dieser Lésung auftreten. Mit 2 Funktionen € (r, ¢) und y (tr, t) mache 
ich unter der Voraussetzung <1, 747< 1 den Ansatz 


Pg cos # + & (r,t), 
‘e= Vi-s sin (@)t +7 +7 (t,t)) = sindsin (wy? + y) 
— cotgdsin(w,t+y)-& + sind cos (wjt+y)-7 (24) 
y= Vi-s cos (wt +7 +7 (t,t)) = sin 9 cos (@ t+) 
Pee Coe (ap! = ¥) -€—sindsin (wt+y)-y.- 


= man das in (21) ein und vernachlassigt alle in £ und y quadratischen 
-Glieder, so erhalt man die beiden Gleichungen 


BS = —*S sin? & An, 
h on os A a* Be 3A, oa 2 (25) 
OE ee 2 sin? z % 


33* 


_yergleichbar wird, kann man einige der hier fartuclissdner Glieder x nicht | 
mehr als klein streichen. Der Ansatz 


2 =D, exp [i(pr)—iwt] ; =D, exp [ipt)—tet] (26) 


= , & ; 
liefert fiir D, und D, ein lineares homogenes Gleichungssystem. Aus ¢ 5; 
Bedingung, dab dessen Determinante verschwinden muB, erhalt man ft 
die Frequenz einer elementaren Spinwelle mit dem Aushreitongevckiial 7 


a 
\ 


fio = Vf Arat pt + 52 sin? 9+ Aa?p?. (2 


Den allgemeinsten Bewegungszustand der Spins bei gegebenem Mittelwe 

cos } der z-Komponente der Spinvektoren und kleinen Abweichungen: a 
der Lésung (22) mit iiberall gleicher Spinrichtung erhalt man wi 
durch Superposition vieler solcher Spinwellen mit verschiedenen Am 
tuden und Phasen, wobei die Ausbreitungsvektoren denselben Pecigdel 
tatsbedingungen (12) geniigen miissen wie im Fall fehlender Zugspannun 


Um nun zu berechnen, welchen Wert die mittlere z-Komponente =a 
cos } bei gegebenem H, c und T annimmt, bestimme ich das thermos 
mische Potential. Bei Parallelstellung aller Spins betragt dieses 


‘ ae es ©, =V (8/24)6 cos® S—H J, cos 9). 


ae 


Beim Auftreten von Spinwellen kommt, genau wie bei Gl. (15), . eine | 
Summe iiber die Beitrage der einzelnen Eigenfrequenzen hinzu. 


®=V (2, c008° 9-H, wnt) cer [ff] [1-exp (- Ae \(=)° dp,dp,t 


Px Py Pz =— 00 4 
s&s 


Fir @ als Funktion von p ist hier der Ausdruck (27) einzusetzen, in demi 
Ned nochmals vorkommt. Daher wird der Gleichgewichtswert von%, der © 7 
A Tes Minimum macht, von der Temperatur abhangig. Man erhalt fiir ihn die 
ik Gleichung 


fy» 

e- 1 @@ 

c a a9 =0= = —sin }(3A,o cos 3—HJ,) +° Shes cin cosa fA, Ee 
bs } te 

% ort ’ F Aa? p? 

Br Substituiert man im Integral wieder - a = u?, so folgt 
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: * exp w—1 
m nit der ene . 
me So STREDT KE | 
W= Vw + oA sin? du’. (31a) 


Abgesehen von unerreichbar tiefen Temperaturen ist bei technisch zu 


629 oa? 
kT 


verwirklichenden Spannungen 


man daher unter der Wurzel den zweiten Summanden neben dem ersten 

vernachliassigen, denn er ist nur bei sehr kleinen w wesentlich in einem 
-schmalen Bereich der Integrationsvariablen, welches wenig zum Gesamt- 
integral beitragt. Man erhalt daher 


HJ, 1 
. age 1 1 jet ia) rs wdu 
"gx ( A J exp u?—1 
Setzt man diesen Gleichgewichtswert fiir cos 9 in den Ausdruck fiir ® ein, 
so erhalt man die freie Energie als Funktion von H und 7, aus welcher © 


sich dann die Magnetisierung, genau wie im Fall ohne Zugspannung, 
durch Differentiation nach H ergibt. Man erhalt, wie zu erwarten 


cos 9 = (32) 


J = J, cos 3 


a daher die Anfangssuszeptibilitat 


a 88) 
Says 1 (kT \hs adie ss 
ze Ca J exp u?—1 


Der viedraick 3 im Nenner stimmt genau iiberein mit dem vorn erhaltenen | 
Verhaltnis J,/Jo. Bei konstanter Zugspannung sollte demnach die An- 
-fangssuszeptibilitat von Nickel unter Zug mit wachsender Temperatur 
-“umgekehrt proportional mit der Sattigungsmagnetisierung ansteigen. 


OO LS ee 
— 
| 


bes ape Jy ey 
: Mae 3g o ‘ Jie : (34) 


II. Diskussion und Vergleich mit dem Experiment. 


=. Spa Resultat des vorigen Abschnittes 14Bt sich in viel einfacherer Weise 
ableiten, wenn man von der BECKER- Kerstenschen Theorie der Magne- 
tisierungskurve unter Zug ausgeht. Bei dieser Theorie wird bei einer 
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bestimmten Temperatur die Sine gne tisie erung und d eS: 
magnetostriktion A, als eine physikalisch gegebene GroBe ange 
Durch Berechnung des Minimums der freien Energie erhalt man die 
Richtung der spontanen Magnetisierung bei gegebenem Feld und ons Ss 
die Formel* : 


Rees 
p lamar 5 Wa 


Bei der obigen Rechnung wird dagegen von einem bestimmten Mode fi 
des Ferromagnetikums ausgegangen, aus dem die Temperaturabha gig- 
keit sowohl von J, als auch von x abgeleitet wird. Das Ergebnis (34) folg gt 
aber auch aus (35), wenn man zeigen kann, daB das Verhaltnis der dritten 
Potenz der Sattigungsmagnetisierung zur Sattigungsmagnetostriktion von” 
der Temperatur unabhangig gleich dem Wert am absoluten Nullpunk 
ist, also 


Diese Beziehung l4Bt sich fiir tiefe Temperaturen in folgender Weise 
begriinden: Nach der Theorie der Spinwellen kommt das Absinken der 
Sattigungsmagnetisierung mit wachsender Temperatur nicht dadurch zu- 


sondern dadurch, daB bei der Gesamtheit aller Spins kleine, zeitlich 
értlich schwankende Abweichungen von der mittleren Magnetisie 
richtung auftreten. In einem viele Atome umfassenden Bereich, dessen 
Ausdehnung aber noch sehr klein gegen die Wellenlange der kiirzesten, | 
merklich angeregten Spinwellenlange ist, sind auch bei héheren Tempe-— 
raturen noch alle Spins unter sich streng parallel. In einem solchen Bereic 
ist die Magnetisierung dem Betrage nach immer noch gleich J, aber 
ihre Richtung wechselt. Unter der spontanen Magnetisierung ist das zeit- 
liche Mittel dieser Magnetisierung zu verstehen, oder, was dasselbe ist, 
das raumliche Mittel itiber einen Bereich, der gro ist gegen die kleinste 

merklich angeregte Spinwellenlinge Aj,jg. Dieser Bereich muB dabei noch 
immer klein gegen einen Weifschen Bezirk bleiben, d. h. die durch Kristall- 
energie, Spannung und Feld bedingten Vorzugsrichiungen miissen in ihm 
konstant sein und die mittlere Magnetisierungsrichtung darf in ihm nicht 
von einer Vorzugsrichtung in die andere iibergehen. Diese Bedingungen 
sind tatsichlich erfiillbar. Denn nach den friiheren Rechnungen sind im 
wesentlichen nur diejenigen Spinwellen angeregt, bei denen Aw <kT ist. 
Also folgt groBenordnungsmabig 


1 BECKER, R. u. M. Kersten: Die Magnetisierung von Nickeldraht unter 
starkem Zug, ZS. f. Phys. 64, 660 (1930). —- Becker, R. u. W. Donte: Ferro- 
magnetismus, Kap. 11. Berlin 1939. 
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oder wegen A~kO a= Frisian peratae als rohe Abechteonet | it 


c ; nin ~~ 2e0 |/ 2 —* (88) Rei: 


Das ist bei Temperaturen weit unterhalb des Curiepunktes groB gegen 

die Gitterkonstante a, aber doch noch immer klein gegen die Ausdehnung 

eines WeiBschen Bezirkes, wenn man von extrem tiefen, technisch nicht 

zu verwirklichenden ‘Temperaturen absieht. 3 

; Ist a der zeitlich und raumlich schwankende Winkel der Spineaiaine , 
m it der m'ttleren- “Spinrichtung, so ist also = 


i | A, = dg COE es (9) 


Fur die Sattigungsmagnetostriktion folgt entsprechend unter Verwendung 
§ des bekannten Zusammenhanges zwischen Dehnung und Magnetisierungs- 
chtung bei isotroper ee 


+ 


n. 
. F 


hy = */2%o (cos —1/,). RR ENC'I) | 


‘Bei tiefen Temperaturen ist cos x wenig von 1 verschieden. Schreibt man 
2: : cosa = 1—«, - (At) 
so folgt wegen e< 1 . 
a co?a—1—2e« (42). % 
und daher 

= 8/5 A» (2/g3—22) = Ay (1—38) = Ay (1—z)? =A COSG® = —(43) 


- oder 
a ee} ea)" a4 f(th 
vig ( i) : tes 

“ uy 

Diese formal viel einfachere Ableitung erscheint jedoch weniger beweis- 

_ kraftig als die kompliziertere Rechnung des vorigen Abschnittes, weil 
namlich die obigen Uberlegungen es zweifelhaft erscheinen lassen, ob die _ 

Bk: Kerstensche Formel (35) bei hdheren Temperaturen noch Giil- 

tigkeit beanspruchen kann. Das Anwachsen der Suszeptibilitat mit stei- 

gender Temperatur ist ja nach obigen Berechnungen darin begriindet, 

pedas nach (27) die Peguay der Spinwellen beim Hereindrehen der Ma- 


% Oy Becker, R..und W. Doénrine: Ferromagnetismus, Kap, 21. Berlin 1939. 


gnetisierung in die Feldrichtung abnimmt, 
héheren Temperaturen der von der Anregung der 
Anteil der freien Energie mit abnehmendem Winkel 3 abnimmt. Da d 


ra 


Anteil mit steigender Temperatur wachst, wird also der Magnetisierun, 


vorgang mehr und mehr erleichtert. Andrerseits hat es aber auch zur 


. . Sa wa 
Folge, daB sich die GréBe der spontanen Magnetisierung und der Satti- 


" gungsmagnetostriktion dabei andert. Zwar werden diese Anderungen weit — 
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Abb. 1. Das dreifache Produkt aus Suszeptibilitat und Zugspannung in Abhangigkeit von 2 
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der Temperatur fiir Nickeldraht unter starkem Zug. 
— O ————. 0 — Gemessener Verlauf nach G,. SCHARFF* 
Theoretischer Veriauf nach G1. (34). 


r 
—— . —— . ——.. Verlauf von —~ nach W. D6RING*. 


4, 

? 

unterhalb des Curiepunktes so klein sein, daB sie sich der direkten MeB-— 

barkeit entziehen, aber die damit verbundene Anderung der freien Energie 

ist mit der Spannungsenergie vergleichbar und darf nicht vernachlassigt — 
werden. Wenn solche Effekte wesentlich werden, verliert die bishetion’ 
Theorie der Magnetisierungskurve ihre Grundlage. Aus der Uberein-_ 
stimmung der beiden Ableitungen der Temperaturabhangigkeit der 


 Suszeptibilitét von Nickel unter Zug in Abschnitt 2 und 3 wird 


vielleicht schlieBen kénnen, daB solche Effekte keine Rolle spielen, solange 


q 


' Scuanrr, G.: Uber die Giitigkeit der Beckrrschen Beziehung fiir die An- 


fangspermeabilitat von stark gezogenem Nickeldraht ZS. f. Phys. 97, 73 (1935). 


* Dorine, W.: Uber die Temperaturabhangigkeit der Magnetostriktion von 
Nickel. ZS. f. Phys. 103, 560 (1936). ) . 


Anniaheru Paitin Gurishonke nicht mehr. Den beobachteten Anstieg der . 
Sesepsibie bei konstanter Spannung gibt Formel (34) jedenfalls besser ron Se 
wieder als Formel (35) bei. Verwendung der gemessenen Werte vonJ, 
ad A, (vgl. Abb. 1). Aor 
Dieses Ergebnis mu8 man jedoch noch mit groBer Vorsicht bewerten. op 
Denn einerseits enthalt die Ableitung von (34) im vorigen Abschnitt zahl- 
reiche Naherungsannahmen, die nur bei tiefen Temperaturen berechtigt 
sind und eine Anwendung dieser Formel auf den in der Abbildung dar- 
gestellten Temperaturbereich eigentlich verbieten. Das Biocusche 7%/:- 
Gesetz, welches dieselben Voraussetzungen benutzt, gilt in diesem Bereich , 
auch nicht mehr genau. Andrerseits sind auch die Messungen sowohl der 
Sattigungsmagnetostriktion als auch der Suszeptibilitat von Nickel unter 
Zug nicht sehr genau. Wahrend das Biocusche 7°/:-Gesetz fiir die Satti- x 
gungsmagnetisierung durch die Messungen von Fatior® bis herab zur 
_Temperatur des fliissigen Wasserstoffs gepriift und bestatigt wurde, liegen ~ 
fiir die Suszeptibilitat von Nickel unter Zug keine Messungen unterhalb 
Zimmertemperatur vor. Wahrscheinlich sind diese auch gar nicht einwand- 

frei durchfiihrbar, weil wegen des starken Anwachsens der Kristallenergie 
von Nickel unterhalb Zimmertemperatur die Bedingung einer gegen die rs 
Kristallenergie groBen Spannungsenergie nicht mehr erfiillbar wird. - 4 : op 


3 Siehe Weiss, P.: C. R. Acad. Sci. Paris 198, 1893 (1934). 
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Das Barlowsche Rad aus supraleitendem _ 
Material*. 


Von 
W. HEISENBERG und M.v.LAUE. 


(Eingegangen am 1. September 1947.) 


Im Anschlu8 an einen Vortrag, in dem der eine von uns eine mode I 
maBige Deutung der Londonschen Spannungen vorgeschlagen hatte’, 
wurde von Herrn Pout die Frage aufgeworfen, ob das sogenannte Barlow-_ 
sche Rad auch dann funktionieren wiirde, wenn es aus einem Supraleite 
besteht. Es handelt sich um den bekannten Vorlesungsversuch: ein Rad, 

*; welchem durch die Achse Strom zugefiihrt und an der Peripherie, etwa_ 

Fe durch einen Quecksilberkontakt, irgendwo abgefiihrt wird und das in 

einem Magnetfeld in Drehung gerat. Dabei soll das Magnetfeld als ho-_ 

mogen und zur Achse parallel angenommen werden. Die Diskussion der. 
gestellten Frage beleuchtet in interessanter Weise gewisse Ziige der durch 

Arbeiten von Becker, HELLER, SAUTER?, von LonpoN und von y. Lauvg? 

entwickelten phanomenologischen Theorie, aber auch der modellmaBigen — 

Elektronentheorie der Supraleitung, die den Londonschen Spannungen 

einen anschaulichen Inhalt gibt. A; 

Beim Normalleiter ist das Drehmoment D, wenn wir unter J die Strom- 
starke im Rad, unter H = §, die auBere Feldstarke, unter c die Licht- 
geschwindigkeit und unter R den Radius des Rades verstehen, : 


q 
te 


ae ee 2 
D=— 3 J.H.R. ( 


» 
a 
Benutzt man Zylinderkoordinaten r, 9, z, die in dieser Reihenfolge ein. 
ont Rechtssystem bilden, und hat H die Richtung der positiven z-Achse, so. 

hat D die Richtung des abnehmenden 9, worauf das negative Vorzeichen 
hinweist. 


* Richard Becker zum 60. Geburtstag gewidmet. 

" HEISENBERG, W.: Die Ubertragung elektromagnetischer Krafte im Supr. 

leiter, Gottinger Nachr., Sitz. v.13. Juni 1947 und ZS. f. Naturforsch. 2a, 18 

: (1947). 

ee * Becker, R,, G. Hevier u, F, Sauter: ZS.f. Phys. 85, 772 (1933). 
* Wir zitieren diese nach M. vy. Lave: Theorie der Supraleitung, Berlin und 


Gottingen 1947, wofiir wir in den folgenden Anmerkungen einfach das Zeic 
S‘* setzen. 
» 
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. 1inomenc nologischen Theorie b ittoen, | mi aie folmen tea Ziige: : 
4. Im etn ain aa Fall, der uns allein beschiiftigen soll, besteht im 


schicht von der Dicke ¢ VA langs der Oberflache, und das Innere bleibt 
stromfrei, sofern der Kérper dick genug ist, solche Schutzschichten aus- 
zubilden, A ist die nur noch von der Temperatur abhingige Supraleitungs- 
konstante. Auch ein auBeres Magnetfeld dringt nur so tief ein. Die Kraft- 
linien umgehen zum gréBten Teil den Kérper. Wenn der diuBere Raum um 
das Rad nicht supraleitend ist, so bewirkt diese Feldverzerrung eine Ver- 
starkung des Magnetfeldes an der Peripherie des Rades!. Hitte das Rad 


Achse R, so wire, falls R >>d, die Feldstarke an der Peripherie 


‘In den Schutzschichten ruft ein solches Magnetfeld Suprastréme hervor, 
die das tiefere Eindringen verhindern. An jedem Punkt der Oberflache 
bilden Stromdichte, Magnetfeld und innere Normale ein Rechtssystem 
zueinander senkrechter Vektoren; der Betrag der Stromdichte berechnet 
sich aus der Feldstarke H nach der Formel 


? 


a 
wv 


A 

i ps (3) 
2. Ist aber der Supraleiter zu diinn fiir die Ausbildung von Schutz- 
-schichten, so verteilt sich ein hindurchgesandter Strom umso mehr nach 
den Gesetzen der Ohmschen Strémung, je diinner der K6rper ist, und umso 

ungestérter durchdringt ihn ein 4uBeres Magnetfeld?. Unter den obigen 
- Voraussetzungen bildet sich dann innerhalb des Rades ungefahr dasselbe 
- Magnetfeld §, wie auBen, und nach der einen der Londonschen Glei- 
_chungen ¢ rot (4 i) = — § entspricht dem eine ‘Strémung 


3. Mit der Suprastroémung sind nach der Londonschen Theorie Span- 
-nungen verkniipft, und zwar herrscht langs den Stromlinien ein Druck, 


by G, ; 
_senkrecht dazu ein Zug vom Betrage 5 1’. Den Tensor dieser Spannungen 


-beschreiben die Gleichungen:* 
m cae : 
Lancia (2i;i, — 3;, 7). (5) 


1'S.'§ Ta AS Sulit 3S. § 13. 


S upraleiter kein aa Feld. Ein Strom flieBt nur in einer Schutz- a 


einen ellipsoidischen Querschnitt mit der kleinen Achse d und der groBen _ 


. ee =H 7 (142 aE (2), 


ee eT ee ed: : (4) | 
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Diese Scaneenged treten zu tea Pec: $ Breed im In 
des Supraleiters jede Kraftwirkung genau auf, welche diese auf den ‘st s. 
leitungsmechanismus ausiiben. Die Londonschen Spannungen iibertrz ren, 
also die Maxwellschen Krifte bis zam Ende der Suprastromlinien. 1 \n 
der Grenze zwischen Suprastrom und Normalstrom, an der die London- 
schen Spannungen zusammen mit dem Suprastrom unstetig verschwinden, ~ 
ergeben sie eine Kraft auf den K6rper, die gleich dem Integral der Normal-_ 
komponente des Tensors iiber die Grenzflache ist. Fir das Drehmoment ~ 
dieser Krifte ist also maBgebend die Komponente T,,, die offenbar nur 
an den Stellen von Null verschieden ist, wo die Grenzflache zwischeaa 


Supraleiter und Normalleiter von Strom durchsetzt wird. 


Besonders anschaulich sind diese Zusammenhange, wenn die Strom 
abnahme beim Barlowschen Rad durch einen vdllig axialsymmetrischen — “ 
Mechanismus erfolgt. Die Stromdichte des Stromes J, der durch die Achse x 


zugeleitet wird, betragt dann: ; 2 
: y Fi ‘ ‘ 2 

Ee eee o > i=i.=9, Ch 

N 


was zusammen mit der Stromdichte von Gl. (4) zu spiralfé6rmigen a 
linien der Form 


d nHd . 
Pekan te ee ~ — const = ——— 3 
rdo lp 2Jcr e. 


Anla®B gibt. Man erkennt unmittelbar, wie der Druck langs dieser a 
und der Zug senkrecht dazu die am Strom angreifenden Drehkrifte des 
Magnetfeldes nach auBen iibertragt. Dies gilt fiir das gegen cya x donee 
Rad. 

Um die zu Anfang aufgeworfene Frage zu entscheiden, ist es nun nota 
wendig, festzustellen, wo die Suprastréme ihr Ende finden; und diese Frage” : 
ist durch die Londonsche Theorie allein nicht zu entscheiden. Wir betrach- — 
ten nun verschiedene Faille. 


a 

-1. Das Metall, durch das Strom yom Barlowschen Rad nach aufen ab- > 

gefiihrt wird, ist ebenfalls ein Supraleiter. In diesem Fall hangt das Ergeb-- 4 

nis davon ab, ob der Strom die Grenzfliche zwischen Rad und Strom- — 
abnehmer als Suprastrom, d.h. ohne Widerstand, durchquert. Wenn es 
gelingt, einen so engen Kontakt herzustellen, daB kein Widerstand ent- 
steht, so geht die fiir das Drehmoment maBgebende Komponente Tg des 
Spannungstensors stetig durch die Grenze, denn sowohl i, wie At, miissen 
an der Grenze stetig sein'. Dann tritt also an der Grenze zwischen Rad und 

Stromabnehmer keine Kraft auf; das ganze Drehmoment, das vom Magnet- — * 


o~ 


feld auf den Strom ausgetibt wird, muB durch die Londonschen Spans 


AV LACE ied Ann. d. Phys. 42, 65 (1942) und S. 18 Gleichung (3. 5). 
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lon ent. t bei der hier betrachteten axial-symmetrischen Stromabnahme 
erst dort an, wo der supraleitende Teil des Abnehmers an einen normal- 
leitenden grenzt. Das Rad erfahrt hier also keinerlei bapa und 
gerat nicht in Bewegung. 

~ Wenn man, im Sinne der erwahnten Elektronentheorie des Supraleiters 
die Londonschen Spannungen als elastische Spannungen der Elektronen- 
gitter deutet, die den Suprastrom ausmachen, so bedeutet dieses Ergebnis, 
daB dann, wenn die Elektronengitter die Grenze zwischen Rad und Strom- 
abnehmer ungehindert iiberqueren kénnen, diese Elektronengitter ver- 
_moge ihres Druckes das ganze vom Magnetfeld ausgetibte Drehmoment 
auf den Stromabnehmer iibertragen. 

Wenn j doch der Kontakt zwischen Rad und Stromabnehmer so geartet 
ist, daB dieser Kontakt nur von Normalstrom iiberquert werden kann, 
- wenn also dort ein Widerstand auftritt, so endigen die Supraleitungsstrom- 


Kontakt raumlich so wenig ausgedehnt ist, daB schon durch die hohe 


Stromdichte an dieser Stelle die Supraleitung aufgehoben wird. In diesem 


-Falle wird auf das Rad das Drehmoment 
De Ara ogitis (7) 


zu integrieren iiber die Grenze zwischen Suprastrom- und Normalstrom- 


_ gebiet, iibertragen. Fiir das sehr diinne Rad ergibt sich, da die Grenze 


in der Nahe der Radperipherie liegen wird, nach (4) und (6): 


’ R H . 
3 D=—R.J. at (8) 
-DaB D genau den gleichen Wert hat wie beim Normalleiter, ergibt sich auch 
-daraus, daB die Feldverteilung in diesen beiden Fallen genau die gleiche ist. 

Beim dicken Rad jedoch ist wegen der geringen Eindringtiefe des Feldes 
das Drehmoment ceteris paribus viel kleiner. Denn nach (3) ist 
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_ Eindringtiefe c VX angenommen. Daran Andert auch die Feldverstarkung 
‘an der Peripherie nicht viel. Benutzt man zur Abschatzung von H" die 
fiir ein abgeplattetes Rotationsellipsoid giiltige Gleichung (2), so findet 

_ man ‘namlich 
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is in cc Re Recrite werden! Jedoch ba aes 


linien noch im Rade. Dies ist besonders auch dann der Fall, wenn der 


und wir haben R, die gréBte Ausdehnung des Rades, als groB gegen die 
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: 
selbst die halbe Dicke d des Rades muB Be cs youn ung g gros 
gegen c/Asein. Dies liegt natiirlich daran, daB das Magnetfeld 
dicken Rade iiberhaupt nur auf die Peripherie wirkt. An anderen Ste 
hat es wegen der Ablenkung der Kraftlinien iiberhaupt keine in Betracl HS 
kommende Starke. 

2. Wenn jedoch das Metall, durch das der Strom vom Rade abgeftih ce 
wird, normalleitend ist, so kénnen die Suprastromlinien jedenfalls nicht 
weit in den Stromabnehmer hineinreichen. Auch dann hangt aber das 
Ergebnis davon ab, ob die Grenzflache noch vom Normalstrom oder vom 
Suprastrom durchflossen wird. Bei lockerem oder raumlich sehr eng be- 
grenztem Kontakt wird die Grenzflache vom Normalstrom durchquert und — 
das ganze Drehmoment auf das Rad iibertragen. Wenn der Kontakt sehr 
eng ist, wie etwa beim normalen Vorlesungsversuch, bei dem das Rad 
meist in ein Quecksilberschalchen eingetaucht wird —allerdings gibt es im 
Temperaturgebiet der Supraleitung einstweilen keine fliissigen Metalle! — 
so miiBte man annehmen, daB der Ausgang des Versuches von der ae 
tung des Stroms abhangt. Wenn namlich die Elektronen vom Rad in 
Stromabnehmer austreten, so werden sie bei engem Kontakt als Elektron 
gitter austreten und erst im Normalleiter ,,schmelzen‘‘; in diesem Falle 
wird auf das Rad kein Drehmoment iibertragen. Wenn jedoch die 
Elektronen vom Stromabnehmer in das Rad iibergehen, so werden si 
stets Im Rad zu Elektronengittern kondensieren; das ganze oe 


wird hier auf das Rad iibertragen. 


Zusammenfassend kann man also feststellen: i 

Die Frage, ob das supraleitende Rad ein Drehmoment erfahrt, hing 
allein davon ab, ob der Stromiibergang vom Rad in den Stromabnehmer 
durch Suprastrom oder Normalstrom (d. h. im Sinne der erwahnten Elek-— 
tronentheorie als Elektronengitter oder durch einzelne Elektronen) erfolgt.— ‘ 
Uber diese Frage kann die Londonsche Theorie ihrem Wesen nach nichts — 
aussagen. Erst eine vollstandig durchgearbeitete Elektronentheorie der 
Supraleitung und eine Theorie des betreffenden Kontakts kann hier ent- 
scheiden. Wenn der Ubergang durch Suprastrom erfolgt, so erhalt das 
Rad kein Drehmoment; wenn er auf andere Art erfolgt, wird das Dreh- 
moment auf das Rad aber teapen: Es ist im Augenblick wohl mehr ein 
technische Frage, ob es gelingt einen Kontakt so eng zu machen, daB 
Suprastrom tibergehen kann, ohne da® dabei die Reibung zu groB wird. 
Wenn es etwa spiter méglich sein sollte, Stoffe herzustellen, die bei so 
hohen Temperaturen supraleitend sind, daB man wie tiblich flieBendes — 
Quecksilber als Stromabnehmer benutzen kann, so wiirde der Kontakt 
wohl eng genug sein. 


Gottingen, Max Planck-Institut fiir Physik, August 1947, 


_ ON MAGNETIC REMANENCE’. 
Von 
R. M. Bozorra in New York, USA. 


Mit 4 Abbildungen. 
(Eingegangen am 1. September 1947.) 


as ad 
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The magnetic retentivity of many materials is about half of the magnetization 
al saturation, a fact accounted for by simple domain theory. In some materials, 
however, the retentivity is only a small fraction of saturation, sometimes less 
than 10 per cent. The explanation of this fact is discussed. It 1s suggested that 
in materials with almost zero magnetic anisotropy the Bloch walls between do- 
mains increase in thickness until they envelope the whole specimen and the do- 
. main structure disappears. 


a ‘It is well known that in weak fields the residual induction, Bp, is pro- 
portional to. the square of the maximum field strength, H;,, and that in 
strong fields it approaches a limiting or saturation value called the reten- 


; : Pf Ae O a1 a2 a3 04 as 06 : 
Be Maximum field strength ly Oersted a 


Fig. 1. Magnetization curve (Bm vs Hm) and residual induction curve (Br vs Hm) for a wy 4 
a ‘specimen of permalloy (79% Ni, 4% Mo, rest Fe). Br is induction remaining after removal 
of field Hm. 


E tivity, Brg: The course of the whole Bp, H,, curve resembles somewhat the 
normal magnetization curve, as shown by data for 4-79 permalloy plotted 
in Fig. 1. The residual induction curve differs from the magnetization curve 
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more rapidly. ie 
Experimentally, it is convenient to jercertnowe ratio Sune the resi- 

dual induction divided by the maximum induction during the cycle of 

magnetization, and to plot this against the maximum induction. Ce 


obtained for several materials are shown in Fig. 2, and are seen to pa 


+ 


72000 
Maximum induction B_,—= 


Fig. 2. Ratio Br/Bm passes through a maximum before arriving at its final value. Thi 

should be 2/, according to simple theory, for material with random distribution of cryst: 

axes and microstresses. Materials are soft iron, 4-79 Permalloy, carbon steel and KS 

steel. Data for last two materials are from SANFORD and CHENEY, Sci. Pap. 
: Stand, 16, 291 (1920). 


through a maximum before approaching their final limits from which oe 
retentivities are determined. 


The retentivity varies over wide limits depending on a number of factors, 
among which may be mentioned composition, fabrication, heat treatment, 
stress and temperature. In the first part of Table 1 are shown some relevant 


a data for materials that may be classified as ,,normal‘. It is apparent that 
ee; the ratio of retentivity to saturation induction, Bps/Bsg, for these materia 
es oe hea does not vary too much from the value 41/2. , 
ere." In the lower part of the table, on the contrary, are listed some materials. 
i. and treatments that show extreme values of this ratio; 65 permalloy is 
eae is. chosen as an example of a material showing unusual variation and fo 
ae Bit it the limiting values 0 and 1 are approached closely. A variation in th e 
Bee rate of cooling of this material during the heat treatment was sufficient to 
Rak, change the ratio of Brg/Bg from 0,41 to 0,07. Heat treating in a magneti c 
SSS ie ‘ 


Peinteed'a. in the ratio 0,90 or 0,04 dae on whether this field was 


parallel or at right angles to the field applied during measurement. The 
effect of tension was to-give the extreme ratio of 0,98, and presumably 
a axial pressure would result in a low ratio. 


: Permalloy 


* Isoperm treatment: cold rolled 98,5%, annealed 1000° C, 


TABLE I 


Retentivity of Various Materials 


Treatment 


Cold drawn 
Annealed 
Annealed 


\Fast cool 


Annealed, tension 
applied 

Isoperm (a)* 

Isoperm (b)* 

Hard 

Quenched 

‘Fast cool 


Slow cool 
Baked 


Hydrogen treated 
Baked 


Under tension 


|Annealed in longi- 
tudinal field 


Annealed in trans- 
verse field 


|Hot rolled, annealed 
Cold rolled, annealed 


Brs 


9000 to 12.000 
6 000 to 14000 
2000 to 4000 


5000 

12000 
3500 to 5500 
4500 to 6500 


540 


Bs 


21600 
21600 
6 100 
19700 
20 300 
8700 
8700 


6 100 
15 000 


15000) 


13 600 
13 600 
13 600 
13 600 
13 600 


13 600 
13 600 


| 13 600 


13600 


ec 
Brs/ Bs cal 
J Brs/Bs 
0,4 to 0,5 0,5 
0,3 to 0,7 0,5 
0,3 to 0,7 0,5 
0,3 0,5 
0,6 a 
0,4 to 0,65 0,5 
0,5 to 0,75 0,5 
0,004 
0,13 
0,80 1,0 
0,40 0,5 
0,41 0,5 
0,31 — 
0,11 RINGIET: 
0,07 0 
0,00 
0,98 1,0 
0,90 — 1,0 
0,04 0 


cold rolled 50%, 


neasured (a) parallel or (b) at 90° to direction of rolling. According to DAHL 
nd PawLeK, ZS. Metallk. 28, 230 (1936). 


Simple interpretation by domain theory. It has been pointed out by 
BEcKER and his students! that domain theory may be applied in a quali- 
tative way to explain values of Bpg/Bg of 0,5 for ordinary isotropic materials 


1 Summarized in Becker, R., and W. Dérine: Ferromagnetismus, Berlin 


(1939). 


‘Zeitschrift fiir Physik. Bd. 124. 
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and 1,0 or 0 for materials having prefered domain ee 
i, stress or other means. The initial or demagnetized state of the domain 
i Bact distribution may be represented by a series of unit vectors emanating from 
a a point, the direction of each vector representing the direction of the do- 
mains so magnetized. If there is no preferred direction of magnetizat on 
A in the specimen as a whole the ends of the vectors will be uniformly distri- 
. buted over the surface of a sphere as indicated in (A) of Fig. 3 (a). Ina 
“ay unannealed material having high internal strains oriented at Piet 
high field will cause saturation (B) and upon reduction of the field to ze ro 
the domains will assume orientations determined by the directions of th a 
local strains, and will lie parallel or antiparallel to their original directions. 
As shown at (C) they will all have a component of magnetization pasliele to t 
the direction in which the specimen was saturated. Under these conditions 
the retentivity will be half of saturation: 


4 


f' 
Fis = | an ia oa ed ee 
2% . we 


Bs 


as is well known. Here © is the angle between the local magnetization 
and the field. ‘ 

In the usual annealed material having random crystal orientation the 
same vector diagrams of Fig. 3 (a) are appropriate; the stable positi 
are now determined by crystal anisotropy. 

When tension is applied to a material having positive magnetostrictio : 
(and low anisotropy) the domains are oriented parallel and antiparallel 
to the magnetic field as shown in (A) of Fig. 3 (b). After magnetization (B) 
and reduction of the field strength to zero (c) the retentivity is equal to” 
saturation in the ideal case, and by experiment values of Brg/Bg of 0,99 
or more have been observed?, These diagrams apply when tension is 
applied to the permalloys containing 60 to 80 per cent nickel; to nickel 
and the high nickel permalloys under compression; and to wiays heat 
treated in a longitudinal magnetic field. . 

In nickel under tension, and in permalloy heat treated in a transyitaal 
field, domains are oriented originally at right angles to the applied field. 


* and are changed by the applied field as indicated in Fig. 3 (c). Here the 
ia Te retentivity approaches zero as a limit, values of Bps/Bg as low as 0,004 
se having been observed*. A similar orientation of domains occurs in the 
: a isoperms made by special treatment of certain iron-nickel or iron- -nickel- 
aes. copper alloys. In the iron-nickel isoperm the domains are oriented in = 
ae 
$ ' ( 
Bat 2 Kr RSTEN, M.:; Phys. ZS. 39, 860 (1938) : 
ae 3 BECKER, 5, yee M. Kersten, ZS. f. Phys. 64, 660 (1930). 


slling plane of the sheet at Ee eictes to the direction of rele in the © 
ron-r rickel-copper i isoperms they are perpendicular to the rolling plane?. _ 


- When a magnetostrictively negative specimen of strainsensitive material 
is stressed by bending, the part unter compression will be represented iy as 
by (b) of Fig. 3, the part under tension by (©), the specimen as Ber. 
a whole by (d). At remanence a ( 
the domains are oriented so that A B C ae) ay 
approximately half are parallel B=0 B-8 8-8, Sp i Ne : 
and half at 90° to the direction Ms oe 
‘in which the field had been ove C3 CB eae 

applied. A ratio Bys/Bg of 1/2 2 me La 
has been observed in bent nickel’. ) ce 


A similar behavior may be 
expected in materials having 
positive magnetostriction. Strain 
sensitive materials when twisted 
generally have a stable domain 
orientation inclined to the axis 
of the specimen and may be 
_ represented by Fig. 3 (e). Brs/Bs 
_ may be expected to approximate 
0,7 when © = 45°. 
_ Interpretation of low remanence. 
In material having low crystal 
or strain anisotropy, the retenti- 
vity is sometimes much lower 
than the theoretical value, Bs/2, 
characteristic of any ,,normal“ 
isotropic material. Three ways 
will be considered in which the 
low retentivity might be ex- 
plained. It is believed that the 
true explanation of alloys like 
65 permalloy and the perminvars, 
lies in the last mechanism to be 
_ described. 


“ 


Th 


lo) i~ 2 

: s 

= Y ee nds 

a sy yng 
eee. OS PA fis ae 

era i 

= 
hs %. sy 


i 
SS age | a 
ea *) ty 
{Tm : 
gS (368 a ? ‘ 
2 


Fig. 3. Schematic representation of domain 
distributions in various stages of magneti- 


zation, for various types of materials. Kee 


The first way of interpreting a low retentivity is purely formal, and no 


mechanism corresponding to it has been suggested. According to this there | 


1 Snoek, J. L.: Physica 2, 403 (1935). 
2 Kersten, M.: ZS. f. techn. Physik 15, 249 (1934). 
3 Forrer, R.: Journ. de physique (6) 7, 109 (1926); Kersten, M.: ZS.f. 


Phys. 71, 553 (1931). 
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are stable configurations i ae to ie of : igor 
as shown in (C) of Fig. 3 (f). Then the ratio Bps/Bgis 


8n 


2x sin® cosO dO 
Brg __ i hie 1+ cos O,, = 
“Bs 9m 2 - 
i 2x sin® dO 4 
d o, 


(in which ©,, represents the maximum value of ©) and may vary from 1/, 
to 0 as O,, varies from 90° to 180°. Values of ©,, greater than 90° may be: 
expected hen the domains are subjected to a definwdekieee field or other 
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= Fig. 4. Domain distributions proposed for materials having low retentivity. | 


that domains can be so oriented in a closed magnetic circuit and therefore 
at residual induction. 
The second possible way to account for values of Bps/Bg of less than 
ae 1/2 involves the moving boundary as an important step in the change in 
ain magnetization from saturation to remanence as well as from the demagne. 
tized state to saturation. In the upper part of Fig. 4 are diagrams for two 
Rw domains in a material, such as 65 permalloy, having a stable orientation 
te fixed, for example, by the angle © = 60°. The directions of magnetization 
ae in these domains are originally oppositely directed as shown in (A) and are 


Upon application of a field in the direction @ = 0 a second axis becomes 
more stable and both domains assume the orientation (B) by movement 


_of 90° boundaries. A stronger field causes saturation (C) and reduction 
of the field results in condition (D), the same as (B). When the field strength 


is reduced to zero the stable position is again parallel to the first axis, and 
since both directions along this axis are equally stable and are both incli- 


_ ned 90° to the direction shown in (D), the domains will go half one way 


and half the other by displacement of 90° boundaries. As pictured in (E) 
the retentivity is zero. 


On the contrary if © is small, say 30°, the same argument leads to 


Brs= Bs cos @: the transition from (A) to (B) takes place by displace- 


E - 

oe 

a 
as s 


ment of a 180° boundary between the two domains. 

There is a lower limit to the ratio Bps/Bg for the mechanism just de- 
scribed. For the calculation of this limit let © be the angle between the 
magnetic field and the nearest cubic axis of the crystal in which the do- 
main lies, and determine the average value of cos © over all possible 


_values of ©. For each orientation of the field with respect to the crystal 


axis there are three possible directions for the local stress, one for each 
of the axes, and for two of these orientations the retentivity will be zero 
as explained in the upper diagrams of Fig. 4. Then the quantity to be 
evaluated is (cos @)/3, with the averaging to be done over that portion of 
the surface of a unit sphere that lies between the crystallographic direc- 
tions [100], [110] and [111]. This average is 


a 
4 etn 1cos® 


f f sin® cos®@ dO d® Z 3/2 


cos @ = 2° — = tan V2 
ff sno ado Pos” 


and is approximately 0,834. Bps/Bg is then 0,834/3 = 0,278. Although 
this is considerably lower than 1/2 it is still not nearly low enough to account 
for the value 0,07 observed for 65 permalloy heat treated for a long time 
at 450° C. 

The third method by which retentivity may be reduced in theory below 
the value 1/2 takes into account the ease with which a 180° boundary may 
be moved when strain and crystal anisotropy are small. In any single 
‘domain there will be a demagnetizing field that will tend to decrease the 
magnetization in it, and to cause a part of the domain to reverse by the 
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a a 180° boundary. This tendency is opposed by the stability of the do 
of boundary, the energy of which ist 


1=2V Chey) +EB VRO/a 


ergs per cm? of boundary; here A, is the saturation magnetostriction x 
o the stress acting on the material, K the magnetic anisotropy constant, — 
ue k Boltzmann’s constant, © the Curie temperature on the absolute scale, — 
é . , and a the distance between neighboring atoms. This expression shows _ 
ae that when o and K are small the energy in the boundary and its change 
1 with displacement, dy/da, are also small. Under these conditions the force 
opposing the demagnetization approaches zero and a domain demagnetizes _ 
itself, and thus Bpg/Bg approaches zero. One may even say that when 
o and K are small enough the domain disappears, the boundaries or ~ 
transition regions between domains spreading out until they engulf 
whole magnetic structure. 

This view is supported by a calculation of the thickness of the Bloch wall 
for these alloys. The approximate expression for this thickness is 


2kO@ \"ss 
3= (soa) ‘ 


In the iron-nickel alloys containing about 70 per cent nickel, we have very 
small anisotropy, and residual strain may be assumed to be due to magneto- 
striction”. As an example® we may take K=0, A,=10 X 10, c= 2, E= 
= 30 x 108 dynes/em?, a= 3,55 x 10-° cm, Giz 900, A= 1,38 x “10-8 
and so § = 10-4 cm. Such thicknesses are known to be as great as the & 
thickness of a whole domain. 

It is significant that low retentivity is possessed by those iron-nickel 
alloys that have very small crystal anisotropy and have been heated for — 
a long time at a low temperature (450° C) to minimize internal strains. 
Low anisotropy is also known* to exist in the iron-rich iron-silicon alloys, — 
and unpublished data of O. lL. Boorupy and H. J. Wrtttams show that — 
an abnormally low retentivity is possessed by an alloy containing 6,5 per — 
cent silicon, cooled slowly from 1100° C. The ratio Bpg/Bg= 2000/18500 = 
0,11, and is in contrast to the higher retentivity obtained when the same 


: ae specimen is heat treated in a longitudinal field. ; 
Nat L Brocn, Fi!) ZS. f. Phys. 74, 329 (1932); Kersten, M.: Probleme der tech- d 
cota nischen Magnetisierungskurve 43, Berlin: Springer, 1938. " 
" Summarized in Becker, R. and W. Dérine: Ferromag netismus, Berlin _ 
i (1939). 7 
i ° E is Young’s modulus, a the lattice parameter. 
Be. * Tarasov, L. P.: Phys. Rev. 56, 1231 (1939). P 
Aa i ‘ 
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d isappekee ees crystal anisotropy is coer Mie te 

3 ABE powder patterns will then become indistinct or fe 
‘AL J. WituiaMs has failed to observe such patterns on specimens of 
permalloy containing 65 per cent nickel, after annealing in the usual way. 
[ > absence of lines is not as convincing a proof of the absence of domain 
boundaries as one would like. However, boundaries have been observed in 
material of this kind (76 permalloy) heat-treated in a magnetic field, and 
are then aligned parallel to the preferred direction, as theory predicts. 
this case the anisotropy is enhanced by the term A, o, and it is axial in 
symmetry, so that conditions are more favorable for boundary formation 
han they are in material heat treated in the absence of a field. 
The idea that Bloch walls may become so large as to destroy domain 
structure appears to be a reasonable working hypothesis. It is hoped that 
direct evidence bearing on its validity may be forthcoming. 


_ Bell Telephone Laboratories 
: Murray Hill, New Jersey 
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oo (Mitteilung aus dem Institut fiir Elektrische Nachrichtentechnik - 
2 Bye an der Technischen Hochschule Stuttgart). i 
op uigt 
z a Mit 9 Abbildungen. t 
ie ; 
Bis * (Eingegangen am 6. September 1947). 
as | 
*) ey Die Gleichungen von RayLeicH fiir die Hystereseschleifen werden so erwei- 
aaa tert, daB der bei sehr kleinen Feldstarken beobachtete nichtlineare Zusammen- 
er}, hang zwischen Permeabilitat und Feldstarke sowie zwischen Klirrfaktor re 
Bea's ; Feldstarke durch diese Gleichungen ebenfalls dargestellt wird. Die Aste d 
Sy Li Hystereseschleife bleiben auch dann noch Parabeln, aber die RayetcH-Kon- 
Ne a stante v muB durch eine Funktion der Maximalfeldstarke ersetzt werden. Da i 
is bas ist von besonderer Bedeutung, daB die komplexe Permeabilitaét in A ig 
Bias keit von der Maximalfeldstarke immer eine Gerade als Ortskurve durchlai 
ps. Einleitung. ‘ 
@ ih Gy Zur Untersuchung der Hysterese ferromagnetischer Werkstoffe bei 
Be kleinen Feldstarken hat H. JoRDAN vor mehr als 20 Jahren durch seine 
ey): bekannten Arbeiten Wechselstrommessungen eingefiihrt. Sie sind bequem 
Bro", und genau. Man mift den Scheinwiderstand § einer Spule, die einen Kern 
wh aus dem zu untersuchenden Material enthalt, bei verschiedenen Feldstarken 
} cae) in einer dafiir geeigneten Wechselstrom-MeBbriicke nach Realteil und 
Ba Imaginarteil und berechnet aus ihm die komplexe Permeabilitat %, indem 
ots. man vom Scheinwiderstand f den Gleichstromwiderstand Rg abzieht und 
ae ihn dann mit der Meffrequenz @, der Windungszahl w, dem Kernquer- 
2H schnitt / und der mittleren Kraftlinienlange / normiert: ; 
y ies ; 
‘ a -_ KR > Re ' 
L oy Sal U = % 1 
n ye jow ul ( ) 
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AuBerdem miBt man den Klirrfaktor der Spulenspannung bei verschiede- 
nen Amplituden sinusformiger Stréme und somit bei sinusférmiger Feld- 
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1 eee bei denen man die Wirbelstrome vernachlissigen kann, kann 
an.leicht genaue Riickschliisse auf die Gestalt der Hystereseschleifen ziehen. 
“Bs handelt sich dabei nicht nur darum, die Werte der in den Gleichungen 
von RaYLeiGu! fiir die beiden Aste der Hystereseschleife 


. 


B= (u,+2vH,,) H + v(H?—H?) (2) ie 


vorkommenden GréSen 4 und v zu bestimmen, sondern vielmehr erst a4 
einmal zu priifen, ob die Induktion B von der Feldstirke H und von der bei fe i 
einer Schleife erreichten Maximalfeldstarke H,, entsprechend der Gl. (2) 
abhangt, in der u4 und vy von der Maximalfeldstarke unabhangig sein : 
und somit fii- verschieden groBe Schleifen stets dieselben Werte haben sol- nal 
len. Findet man, da8 die komplexe Permeabilitat und der Klirrfaktor in 
anderer Weise von der Feldstirke abhingen, als diese Rayleighschen 
Gleichungen erwarten lassen, so soll man den MeBergebnissen entnehmen ae 
koénnen, wie diese Gleichungen abzuandern sind. mat 
Bereits RAYLEIGH und JorDAN haben angegeben, wie die Tennis hae 
Permeabilitat und der Klirrfaktor von der Maximalfeldstarke abhangen 
miissen, wenn die Gl. (2) gilt. ; 
_ Fiihrt man in die Gl. (2) eine sich mit der Zeit sinusformige andernde 
-Feldstarke 


H = H cos wt (3) sa ee 
ein, so erhalt man fiir die Induktion die bekannte Fourier-Reihe 


= (uw, + 2v A) A coswt + — 8 A? (J sino t— pesindot—.. i (4) 

Aus ihr folgt die komplexe Permeabilitét als Verhaltnis der komplexen 

Amplitude der Grundschwingung der Induktion zur Amplitude der Feld- 
paparke 


= = A e 8 A 
@ = trre—J) tre = ta + 2vH—j gv (5) 

und ~ unter erlaubter Verwendung von 1; p an Stelle von | p | — der Klirr- 
q faktor der Spulenspannung als Verhiltnis der Spannung’ mit der Fre- 
- quenz 3 zur Spannung mit der Frequenz 
4 x 
- Fl 
S U 8 vH 
- k, = — = ———, 6) 
is 8 U; 51% Ut, + 2vH ( 


GL (5) und (6) liefern die bekannte Beziehung 
1 Rayxercu, Lord: Phil. Mag. 23, 225 (1887); Jorpan, H.: ENT. 1, 9 (1924). 
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zwischen dem Klirrfaktor k, und den Komponenten upp und Ure der 
komplexen Permeabilitat. 

Leider kénnen wir nicht unmittelbar durch Messungen feststellen, ¢ ob 
die komplexe Permeabilitat der Gl. (5) gehorcht, denn die Wirbelstré sme 
vergréBern auch bei den tiefsten Frequenzen, bei denen wir den Schein 
widerstand einer Spule geniigend genau messen kénnen, die imagindre 


Komponente upp. Wollen wir ferromagnetische Werkstoffe in Form von — 


- mA x Y 
handelsiiblichen Kernen bis herab zu Feldstarken von etwa 1 = unter-_ 


suchen, so wird die MeBunsicherheit der Mefbriicke und des Klirrfaktor-_ 
messers etwa bei 50 bis 100 Hz die zulassige Grenze iiberschreiten. Wir mi is- 
sen deshalb immer aus den bei endlichen Frequenzen gemessenen Werten 
auf die Werte bei w = 0 extrapolieren. Hierbei miissen wir uns von Uber) 
legungen leiten lassen, die wir aus der Theorie der Wirbelstr6me gewinnen. — 
W. Worman! hat die komplexe Permeabilitéat unter dem EinfluB der 
Wirbelstréme fiir verschwindende Feldstarke berechnet. Seine Rechnung ~ 


liefert 
&e V/ i2 = 
EC <ageneea 
8 
= 9 a 
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die Grenzfrequenz der Wirbelstréme bedeutet, die durch den spezi 
Widerstand px des ferromagnetischen Materials, seine Anfangspermeabili- 
tat 4 und seine Blechdicke dy, bestimmt wird. ; 
Wir haben in einer friiheren Arbeit® gezeigt, wie man mit einem 
konvergierenden Niherungsverfahren die komplexe Permeabilitat be 
gleichzeitigem Einflu8 von Hysterese und Wirbelstrom, also fiir endliche - 
Frequenzen und endliche Feldstirken, bestimmen kann, wenn man den 
: Einflu8 der Hysterese allein auf die komplexe Permeabilitat bereits kent. 
Das Verfahren beruht darauf, daB man das einzelne Kernblech in Schich- 
ten einteilt und annimmt, daB die Wechselfeldstarke infolge der Wirbel 
K stréme nicht stetig von der Blechoberfliche zum Blechinnern abnimmt, 
: sondern sprunghaft von Schicht zu Schicht. Die Héhe der Feldstiark 
spriinge bestimmen die Wirbelstréme, die wir in Hauten zwischen 

Schichten flieBend denken. a 


* Woman, W.: ZS. f. techn. Phys, 10, 595 (1929). ‘ 
2 FELDTKELLER, R. u. H. Witpe: Elektrot. u. Masch. 61, 317 (1943). 
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haben, liefert dieses Naherungsverfahren die Gl. (8) fiir den Einflu8 der 
Wirbelstréme auf die komplexe Permeabilitit. Der groBe Vorteil der 
Zinteilung des Bleches in Schichten beruht aber darin, da8 man diesen 


Schichten voneinander verschiedene Eigenschaften geben kann, ohne daf or is 
ierdurch die Bestimmung der komplexen Permeabilitiit wesentlich er- i gtr, 
schwert wird. So kann man den einzelnen Schichten selbst komplexe Per- a. 
neabilitaten statt der reellen Anfangspermeabilitat geben, und kann diese | Hy: ie 
complexen Permeabilitaéten irgendwie von der in der betreffenden Schicht my ig . 


or rschenden Feldstarke abhangig machen. So kann man den EinfluB 
ler Hysterese auf die Wirbelstréme bestimmen und damit den gleichzeitigen 
Einflu8 von Wirbelstrémen und Hysterese auf die komplexe Permeabilitiit 
des Spulenkerucs. a 

Wir beginnen mit der Annahme, daB im ganzen Blech die Gleichungen ee 
2) von RayLeicu fiir die Aste der Hystereseschleife gelten, und legen der yr 
Berechnung der komplexen Permeabilitat die Gl. (5) zugrunde. 

Nach Gl. (5) liegt ohne Wirbelstréme die komplexe Permeabilitaét 2 
auf einer Geraden, die bei 1 = 4 beginnt, mit der reellen Achse den 
Winkel 


a = arctg =: == 280." (10) . ec . 


bildet und eine durch die Rayleigh-Konstante v festgelegte lineare Feld- 
keskala tragt. Als allgemein verwendbare Einheit der Feldstarke be- 
nutzen wir die Verdopplungsfeldstarke 


. ' 


Ppa es (11) 


bei der die Komponente yz, der komplexen Permeabilitaét durch die 
Hysterese auf den Wert 2,4 der doppelten Anfangspermeabilitat an- 
iegen ist, und schreiben statt (Gl. 5) 
z aie AS IT 
g 1— jai) =. 12 
u a oh a ( J 3x} Hp ( ) 


Als Einheit der Frequenz benutzen wir die Grenzfrequenz wy der Wirbel- 
strome. Abb. 1 zeigt die Kurven konstanter Feldstarke und konstanter 
Frequenz, die unter diesen Voraussetzungen berechnet wurden. Ihre un- 
regelmaBige Gestalt muf uns vor einer Extrapolation der komplexen Per- 
meabilitat bei verschwindender Frequenz aus MeBwerten, die bei endlichen 
Frequenzen gewonnen wurden, eindringlich warnen. Schon bei sehr tiefer 
Frequenz hingt die Wirkung der Wirbelstréme von der Feldstarke merk- 
lich ab. Weder die Kurven konstanter Frequenz noch die Kurven kon- 
anter Feldstarke laufen im Gebiet tiefer Frequenzen zueinander parallel. 
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viel besser ‘eignen, 1 


Wir finden Kurven, die sich fiir unsere Zwecke viel 


wir den Kehrwert der komplexen Permeabilitat darstellen. Abb. 2 zeig 


e aed U-RP a . 
die Kurven konstanter Frequenz und die Kurven konstanter Feldstar! ce. 
Die Gestalt dieser Kurven ist viel regelmaBiger als die Gestalt der Kurven 
der Abb. 1. Besonders die Kurven konstanter Frequenz, fiir die wir ns 
zur Extrapolation der MeBwerte auf die Frequenz o = 0 besonders interes- 
sieren, verlaufen fast parallel zuein- 
ander. Noch besser als die Kurve 

fiir konstante Feldstarke wurde 


sich die Kurven des Kehrwe e 


Abb. 1. Berechnete Werte Abb. 2. Berechnete Kehrwerte = 
der komplexen Permeabilitat. der komplexen Permeabilitat. SS 
der komplexen Permeabilitat fiir konstante Induktion eignen, da sie mit 
wachsender Frequenz ihren Abstand voneinander noch besser beibehalten 
als die in Abb. 2 dargestellten Kurven konstanter Feldstarke. Doch ist der 
Unterschied bei tiefen Frequenzen nicht sehr gro8 und wir kénnen auch mit 
den Kurven konstanter Feldstarke ausreichend genau extrapolieren. Die 
Kurven konstanter Feldstarke verwenden wir aber deshalb lieber, weil man 
in den Hysteresegleichungen einfacher die Induktion in Abhangigkeit von 
der Feldstirke darstellen kann als die Feldstarke in Abhangigkeit von 
Induktion, und weil deshalb auch die Zusammenhange zwischen den 
Hysteresegleichungen, der komplexen Permeabilitat und dem Klirrfakton 
einfacher werden, wenn man von der Feldstarke ausgeht und nicht 7 
der Induktion!. : 


1 Micke, G.: ENT 18, 121 (1941). 
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I. Die Giiltigkeit der Rayleighschen Hystereseformein 
bet Permenorm 3601. 


_ Zur Veranschaulichung der im Tonfrequenzgebiet und bei kleinen 
Wechselfeldstirken vorkommenden Werte zeigt Abb.3 MeBwerte der 
komplexen Permeabilitét 4 einer Eisen-Nickel-Legierung Permenorm 
3601 (Heraeus), die etwa 36% 
Nickel und 64% Eisen enthilt. Sie 
de in Blechen von etwa 0,35 mm 
Starke untersucht. Um die Uber- 
‘sichtlichkeit der Abbildung nicht 
st6ren, ist nur ein Teil der MeB- 
punkte eingetragen. Die MeBfre- 
quenzen sind neben die Kurven 
geschrieben, mit denen die MeB- 
punkte verbunden wurden. Auf 
diesen Kurven wurden die Punkte 


fiir die Feldstarken 0 =o 50 me 
cm cm 


<- 
. foe 


100 a und 150 ae durch ein- 
fache Interpolation bestimmt und 
zur Orientierung markiert. Die zu 
den einzelnen MeBpunkten ge- 
hérenden Feldstarkewerte konnten 
aus Platzmangel nicht eingetragen 
werden. 

Abb. 4 zeigt die entsprechenden 
MeBwerte der reziproken kom- 
plexen Permeabilitat. Um die Ex- 
trapolation der Werte auf wm = 0 
‘noch zu erleichtern, wurden die 
-theoretischen Kurven der Abb. 2 are 
“in die Abb. 4 so tbertragen, dat ADB, 2-,Gemessene komplex: FermenDiitat 
sie sich den MeBwerten bei den 
mittleren f'requenzen, denen eine besonders groBe Genauigkeit zukommt, 
-anpassen. Weil die Ubereinstimmung der berechneten und der gemessenen 
Kurven so gut ist, darf man mit hoher Sicherheit schlieBen, daB im unter- 

-suchten Permenorm 3601 die Hystereseschleifen den einfachen Gleichungen 
yon RAYLEIGH und die Wirbelstréme bei sehr kleinen Feldstarken der 

_ Formel von Woiman gehorchen. 

Die nun leicht auszufiihrende Extrapolation auf w = 0 liefert riickwarts 

Pac allein durch die Hysterese bestimmte komplexe Permeabilitat, die wir 


hail 
- 


0 200 400 600 800 {1000 


Or OBS 2 fi 


Ws 


in Abb. 3 eingezeichnet haben. Aus dieser Kurve pe 

Einzelheiten: , . + ae 
Die Ortskurve der komplexen Permeabilitat beginnt mit der 4 

permeabilitat 4 = 1710 y» auf der Ordinatenachse. 


Die Extrapolation der MeBwerte bei sehr kleinen Wechselfeldstarken und 
bei Frequenzen oberhalb 130 Hz auf verschwindende Frequenz zeigt keine 


endlichen Anfangswert ppp (w= 9, H = 0) von upp, der die MeBunsicher 


¥ 


8 
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Abb. 4. Gemessene Kehrwerte der komplexen Permeabilitat 
von Permenorm 3601. 


heit von einigen Promille iiberschreitet. Ein solcher Anfangswert 
zu einem Wirkwiderstand 


gehéren, in dem Jorpan eine Wirkung der magnetischen Nachwir 
sehen wiirde. Offenbar verliuft bei dem untersuchten Werkstoff Permen 
3601 die magnetische Nachwirkung so langsam, daB sie auf den Schein 
widerstand der Spule bei Frequenzen oberhalb 130 Hz keinen merkbaret 
BinfluB hat. 4 
Die Ortskurve der komplexen Permeabilitat ist fiir verschwinde 
Frequenz eine Gerade, die mit der Ordinatenachse sehr genau den Winke 
23° = are tg 0,43 einschlieBt. Bei diesem Werkstoff ist deshalb die Ex 
weiterung der Rayleighschen Gleichungen durch zwei Konstante Yn uni 


Dee ae 
ni dc de em Klir fat bo: | 635 o 0 , , 


i Wilh 
7 


einen. oe GL. © inv 6)j je oa 4 forbes taees Kon- | 
tev, wie H. Jorpan? und E. Pererson? -vorgeschlagen haben, un- 


[Die Drskurve a komplexen Permeabilitat trigt eine Feldstarkeskala, 
» bis etwa 100 = — A die Permeabilitat upp linear mit der Feldstiirke zu- 
ne ehmen und erst Ao starker ansteigen laBt. Die Permeabilitat.upp ay 
von 4 = 1710 wo auf upp = 2010 uy an, wenn die Feldstarke auf 100 — 
v vachst. Daraus folgen die beiden Werte 


*) 


(14) 


a = 570 =. (15) 


Die Giiltigkeit der Gl. (2) kann man weiter nach Gl. (6) durch Ver- Des 
gleich des gemessenen Klirrfaktors der Spulenspannung mit den Kom- fas 
Di ponenten der komplexen Permeabilitat priifen. Der Klirrfaktor wurde mit Beals 7 
einer KlirrfaktormeBbriicke ge- *y 
messen. Abb. 5 zeigt die auf a 
= 0 extrapolierten MeBwerte. 
m Vergleich sind die mitden — qo 
Werten der Abb. 3 nach Gl. (6) 
echneten Werte eingetragen. 
Die gute Ubereinstimmung t 
stiitzt unseren Befund daB das 
untersuchte Permenorm 3601 40 
es zu etc err. von 


100 


die ses sehr genau aus Parabeln 
ba sammensetzen, und daB Gl. 
(2) nicht als Naherung ange- ie hen 
sehen werden mu, die durch Abb. 5. Klirrfaktor von Permenorm 3601. 
Fortlassen yon Gliedern mit 

‘hdheren Potenzen der Feldstirke entstanden ist. Ob der etwas steilere An- 
tieg des gemessenen Klirrfaktors ankiindigt, daB solche Glieder bei Feld- 


A Hystereseschleifen hat, gor 


A : a 
starken von 100 ~ wirksam werden, darf aus den dargestellten Mes- 


gen wohl noch nicht gefolgert werden. 


1 Jorpan, H.: ZS. techn. Physik 11, 2 (1930). 
‘ 2 Peterson, E.: Bell. Syst. Techn. Journ. 7, 762 (1928). 
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Der Abb. 4 kann man als Pe ce der Wirbelstréme leicht _ det 
genauen Wert 


fo = 3,34 kHz a 


entnehmen. Hieraus folgt die Leitfahigkeit des untersuchten Permenc orn 
3601 nach Gl. (9) aus der Wolmanschen Theorie der Wirbelstréme mi 
der genauen Blechdicke dg = 0,37 mm zu 


nt -s 
‘a , on= = Ow TO eg 75 pQ em. d 
Mi i. “a 
was Es darf nicht verschwiegen werden, daB eine so gute Ubereinstimmu n 
Byte. der MeBergebnisse mit den Folgerungen aus den Rayleighschen Hyste 
Sie gleichungen nicht bei allen Lieferungen von Permenorm 3601 und von 
jae Legierungen ahnlicher Zusammensetzung gefunden wurde. Die eee 
a teten Abweichungen gingen in der Richtung, die wir im nachsten A 
ue fiir andere Legierungen beschreiben wollen. an 
Dee 2. Die Erweiterung der Rayleighschen Hystereseformein fiir andere 4 
4 ‘is 5S ferromagnetische Werkstoffe. 
ye me ; Als Beispiele von Eisen-Silizium-Legierungen gibt Abb. 6 die Perme. 
Se abilitét von Trafoperm 25 N 4 (2,5% Si, Herarvs), einer besonders bie 
: ? eB behandelten Legierung, und 
Roe Abb. 7 die Permeabilitat von 
° 3 handelsiiblichem = Dynamo- 
as blech IV (4 % Si). 
oe Wie bei Permenorm wurde 
Beas. der Scheinwiderstand bei Fre- 
“a x quenzen von 100 Hz und dar- 
ag liber gemessen. Aus ihm 
ae wurde der Kehrwert der kom- 
e plexen Permeabilitit berech- 
seh) net und auf verschwindende 
t i Frequenz extrapoliert. Die 
ee komplexen Permeabilitiaten, 


der Anfangspermeabilitat be- 


- die so gewonnen wurden, 2 i 
mys liegen wieder auf Geraden, die 
aa auf der Ordinatenachse mit J : 


ae Rs 

* 4 . . * od 
ah ginnen. Die Extrapolation der —_ app. 6. Permeabilitat yon Trafoperm 25 N 1. 
M4 MeBwerte auf die Frequenz : 
ath | Null zeigt demnach auch bei Eisen-Silizium-Legierungen keine die Mel 

: a unsicherheit von einigen Promille tibersteigende Jordansche Nachwirk 

tee 
ey 


die | magnetisché Regma ae omits Perme- 


it auch hier nur bei F requenzen unterhalb 100 Hz. 


den Eisen-Silizium-Legierungen bildet aber die Ortskurve der. 


plexen Permeabilitat mit der Ordinatenachse nicht immer den Winkel 
23°. Man beobachtet Winkel bis herunter zu etwa 10°. Es bereitet 
‘eine Schwierigkeiten, zur Extrapolation - aie Kurven der komplexen 
P ermeabilitit Abb. 1 oder ihres Kehrwertes Abb. 2 auch fiir den Fall zu 
rechnen, daB die Werte fiir verschwindende Frequenz auf einer Geraden 
legen, die mit der Ordinaten- 


. Man wird die 

. 2 durch entsprechende. 
rven etwa fiir Winkel von 

° und 15° ergiinzen. Zwischen 

‘ lies en 3 Kurvenblattern kann. 
nan linear interpolieren. Das 
erhaltnis des Imaginfrteiles 
pp der komplexen Permeabili- 
tat der Eisen-Silizium-Legie- 
ru ingen zum feldstarkeabhangi- 
en Anteil uy p — by des Real- 
ist zwar unabhangig von 

ler omer aber nicht im- 


mer gleich =" - == @ 43 wie nach 


1. (5), tats es kann Werte 
z Brcches 0,2 und 0,43 an- 
ne Be ven. Es ist deshalb erfor- 
erlich, statt der einen Rayleigh- Peas: Ow 
Konstanten v mit H. Jorpan? F 50 oe 
L Hind ©. PETERSON? zwei verschie- 
Rene GroBen einzufiihren. Die Abb. 7. Permeabilitat von Dynamoblech IV. 
in Abb. 6 und 7 dargestellten 
Messungen verlangen aber noch eine zweite Erweiterung der Gleichungen 
von RayLeicu. Die Feldstarkeskala, die die Ortskurve der komplexen 
Permeabilitat trigt, ist im Anfangsbereich nicht mehr linear. Die beiden 
x6Ben, die wir an Stelle der Rayleigh-Konstanten v einfiihren miissen, 
nd nicht mehr unabhangig vom Scheitelwert H der Wechselfeldstirke, 
idern selbst Funktionen davon. Wir miissen oN die Gl. (5) in 


2 =Ppr—I Pax == py + 2fr ( (H) at: = Sr (i) (15) 


be jordan, tie Lt. a bp. 
_® Peterson, {See et Diy Tic 


: schrift fiir Physik. Bd. 124. 


verallgemeinern, indem aie im zweite n Summa: 

statt vH und im dritten Summanden kee att s 

aber die Ortskurve der komplexen Permeabilitat irotstetheer eine Ger j. 
ist, muB die Funktion fp (1) im Imaginarteil von ji der Funktion fr “ 
im Realteil proportional sem. Wir fiihren zwischen ihnen den von. a 
Maximalfeldstarke HM nicht abhangenden Proportionalitatsfaktor 7 
und schreiben statt Gl. (18) 


@ = ws + 2f,(A)—7 72h, (A), 


indem wir 
8 n ry 
Sa fr (H) — % 2h, (1) 


einsetzen. Dieser Proportionalitatsfaktor 7 ist der tangens des Win els, 
den die Ortsgerade der komplexen Permeabilitat mit der Ordinate nachs 
bildet. Er hatte fiir Permenorm 3601 mit aa 


, a 


fp (A) =f, (H) =v (oa 


nach Abb. 3 den Wert 
x= 0,43 


und liegt fiir Eisen-Silizium-Legierungen, wie schon erwahnt, zwi: 
den Grenzen 


0.2<7~<0,43. 


_ Wir wollen ihn den Hysteresequotienten nennen, weil er mit 


angibt, in welchem Verhaltnis die Wirkung der Hysterese auf den Imagi 
teil Upp, d.h. auf den Verlustwiderstand, zur Wirkung auf den Rea 
rr, d. h. auf die Induktivitat, steht. Uber die Funktion f, (A) fiir Tra 


perm 25 N 1 gibt uns Abb. 6 Auskunft. Sie zeigt den Realteil eri coil 
plexen Permeabilitat 


Urr= us + 2f, (A) 


iiber dem Scheitelwert 7 der Wechselfeldstarke aufgetragen. Wir sehen 


daf die Permeabilitat von der Anfangspermeabilitat w4-aus mit einem na ich 
unten offenen Bogen in einen linearen Anstieg iibergeht. Diesen Verlat 
kann man gut durch den einfachen Ansatz 


Hysteresegleichungen aus der komplexen Permeabilitiit und dem Klirrfaktor. 539 


A 


. 2f, (2) = 2 , a Se 
? fy (H) YE a + 2 by eit (26) 
darstellen. 2 v; A liefert den linearen Anstieg mit der Wechselfeldstirke, 
2 wy ist der Wert, um den sich die linear extrapolierte Anfangspermeabili- 
_ tat von der wirklichen Anfangspermeabilitét u4 unterscheidet, und Hp, 
_ ist die Feldstirke im Bogen der Kurve, bei der der zweite Summand der 

Gl. (26) den Wert wy , also den halben Grenzwert fiir groBe Wechselfeld- 
' starken, angenommen hat. 

Wir hier an die Stelle der Gl. (5) fiir die komplexe Permeabilitat die 
Gl. (19) tritt, so tritt an die Stelle der Gleichung (2) yon RAYLEIGH 
_ fiir die Aste der Hystereseschleifen die Beziehung 


~* ee 
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B= (uy +2f, (Hy) HEP xh, Hm) = (PHB), (27) 
_ wovon man sich durch die Berechnung der Fourier-Reihe fiir die Induktion 
: bei sinusférmiger Feldstarke aus Gl. (27) leicht iiberzeugt. Damit bleiben 
: die Aste der Hystereseschleifen zwar Parabeln, aber die Koeffizienten dieser 
_ Parabeln sind nicht mehr von der Maximalfeldstarke unabhangig wie bei 
: RAYLEIGH, sondern hangen von ihr nach Gl. (26) und (27) ab. 
Dieser SchluB von der komplexen Permeabilitaét auf die Gestalt der 
Hystereseschleife kann durch Vergleich des Klirrfaktors mit den Kompo- 
| nenten der komplexen Permeabilitét nachgepriift werden. Fiir eine sinus- 
férmige Feldstirke mit dem Scheitelwert H ergibt die aus Gl. (27) berech- 
| nete Fourierreihe der Spulenspannung, daB wieder 


k Se 3 URR (28) 


sein muB, auch wenn upp und wyp nicht mehr durch die zwei Konstanten 
u4 und vy von RaYLeiGcu, sondern durch die drei Groen wa, fr (H) und x 
' bestimmt werden und damit keine einfachen Funktionen der Feldstarke 
sind! Hiermit wird der Klirrfaktor eine verwickeltere Funktion der Feld- 
stiirke und bekommt einen der Funktion f,;, (MH) ahnlichen Verlauf mit 
einem Anfangsbogen und einem daran ansetzenden linearen Anstieg. 
Abb. 8 zeigt die Werte des Klirrfaktors, die aus den Messungen an Trafo- 
perm 25 N 1 mit der KlirrfaktormeBbriicke durch Extrapolation auf ver- 
schwindende Frequenz gewonnen wurde. Sie steigen in der Tat erst in 
einem Bogen, dann linear an. Abb. 8 enthalt auch die aus der gemessenen 
komplexen Permeabilitat nach Gl. (28) errechneten Vergleichswerte. Die 
gute Ubereinstimmung beider Kurven bestatigt die Gl. (27), die auch 
bei dieser Legierung nicht als Naherung aufgefaBt werden darf, welche 
durch Fortlassen von Gliedern mit héheren Potenzen der Feldstarke ent- 
standen ist. 
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Wir sind bh 8 erechtigt, die Gl. 19) 
und erhalten als geschlossenen Ausdruck | 
faktors von der Wechselfeldstarke — y 
ee Z 
. 2u, H+ 2p, fips 


3 . 
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A it 7 
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~ Diese figintial gilt-etwa bis zur Verdopplungsfeldstiirke. Dann beginnt det 
EinfluB der Sattigung aut die nichtlinearen Verzerrungen, und der K 


Abb. 8. Klirrfaktor von Trafoperm 25 N 4. 


faktor nimmt gréBere Werte an, als Gl. (29) angibt. ; 
Der Abb. 7 entnimmt man fiir Trafoperm 25 N 1 die GréBen 


Anfangspermeabilitit LA = 


a ital 
Die Abhingigkeit der Permeabilitat von ‘der Wechselfeldstarke lief 
ein MaB fiir die Giite des Bleches. Je weniger die Permeabilitat von | 
Wechselfeldstirke abhangt, um so weniger hangt auch die Indukti i 
einer Spule mit einem solchen Blechkern von der Stromstarke ab, und t um 
so geringer sind die nichtlinearen Verzerrungen. Abb. 6 zeigt, daB Per 


norm bei sehr kleinen Feldstirken von der Gré8e p Viel schlechteri ist 


Baan fiir ¢ eine mane Reihe’ von Werkstoffen at ei er kommt . 


ch bei Eisen-Nickel- -Legierungen vort. he 
Neben diesem Kurvenverlauf findet man bei anderen Werkstoffen, daB eS * 
Blech bei sehr kleinen Feldstirken besser ist als bei grdBeren Feld- 
stiirken. Man erkennt das sehr deutlich an der Abb. 7, die die Permeabili- 
at upp von handelsiiblichem Dynamoblech IV zeigt. ; ) 
“Die Kurve fiangt nahezu horizontal in einem nach oben offenen Bogen 1 aan 
an. Der sich an diesen noe anschlieBende lineare Bereich ist sehr klein, 


el die Kurve bei etwa 30” — in einem nach unten offenen Bogen zueinem | 


eder flacheren Anstieg iibergeht. Bei Eisen-Silizium-Legierungen anderer B rt 
| : mebehaudlung kann aber dieser zweite Bogen fortfallen, und der an Hele 
den ersten Bogen anschlieBende lineare Bereich, in dem die Permeabilitat ne ea 
. m it der Wechselfeldstarke steil ansteigt, dehnt sich dann viel weiter ausals 
in Abb. 7. | 
- Obwohl die Permeabilitatskurven in Abb. 6 und Abb.7 voneinander 
o verschieden sind, kann man beide doch durch die Gl. (26) darstellen. 
Nur wird fiir Dynamoblech IV nach Abb. 7 wz negativ und etwa halb so ae 
eroB wie die Anfangspermeabilitat 14, so daB die Asymptote, der sichdie = = = 
‘Kurve zunichst zu nahern scheint, etwa durch den Nullpunkt geht. In eBlig! | 
Abb. 7 ist der nach Gl. (25) und (26) berechnete Verlauf der Permeabilitat’ | 
upp punktiert eingetragen, wobei folgende Werte der dabei vorkommenden ay 
GréBen benutzt wurden: i. 4 


; Anfangspermeabilitat 


TAD eu fuk 
em it ae 
wieder. Bei héheren Feldstarken treten offenbar andere Gesetze fiir den ae 
-Zasammenhang zwischen Permeabilitat und Feldstarke in Kraft, wie wir 
an Klirrfaktorverlauf genauer sehen werden. ! “ 

_ Abb. 9 zeigt die Werte des Klirrfaktors, die aus den Messungen an_ Boers: >: 
Dynamoblech IV mit der KlirrfaktormeBbriicke durch Extrapolation ee 
uf verschwindende Frequenz gewonnen wurden. Auch sie zeigen den nach 
: ol en offenen Anfangsbogen bei sehr kleinen Wechselfeldstarken, der yoll- se 
kommen dem Anfangsbogen der Permeabilitat in Abb. 7 entspricht. Die 


Diese Kurve gibt die MeBwerte bis etwa zu Feldstirken von 20 


a H.: ZS. f. Phys. 121, 100 (1943). 
oa 
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sat Gl. wes a hes 
Die gute tibereinseasatnabe padee Kurven 
bestatigt die Giiltigkeit der Gl. (25) bis ge auch h fi “das unte 


Abb. 9. Klirrfaktor von Dynamoblech IV. 


ee IV. Pie a dieser Feldstarken ee der Klirrfaktor k caun 


; oe 
schlieBen, daB hier die Gl. (27) durch Glieder mit héheren Potenzen de 
Feldstarke erweitert werden muB. 


3. Die Form der Hystereseschleife bei kleinen Feldstdrken. 


Die Gl. (27), die die Induktion B als Funktion der Feldstarke pat. de 
Maximalfeldstiirke H,, als Parameter darstellt, gibt uns tiber die Gestal 


der Hystereseschleife im Bereich der untersuchten kleinen Feldstarken 
nahere Auskunft. - 


Wir berechnen zunichst die Kommutierungskurve, auf der die Spitzer 
der Hystereseschleifen liegen. Mit H = H,, finden wir aus Gl. Q7 
die Maximalinduktion 


By = pe He + 3h, (Hed: Be 
und mit Gl. (26) 


H;, 
B,, = b, A, + 2v;, H* + tS Rt, 


teresegleichungen aus der komplexen Permeabilitiit und demKlirrfaktor, 543 


Becabel ab, da der dritte Summand fiir Feldstiirken unter H p nahezu 
quadratisch, fiir Feldstiirken oberhalb 7 p nahezu linear mit der kommu- 
‘tierten Feldstairke 1, anwiichst. 

Der Peskicrace@uotinat xy ist auf die Kommutierungskurve ohne EinfluB. 
Dagegen bestimmt er die remanente Induktion B, entscheidend, die wir 


aus Gl. (27) mit H = 0 berechnen. Wir erhalten 


lee s 
B, ‘aid = ala (H,,.) ; Bi, (32) 
oder 
. $i Ee x 
B, a Lae x ( ph “tr r Hon) (33) 


Man kann auch mit Gl. (30) und (32) die remanente Induktion als lineare 


Funktion der Maximalinduktion B,, und der Maximalfeldstirke H,, 


_ darstellen: 


1 38nx 
B SS gn ae Ng Be HDi (34) 


r 


"weil nach Gl. (19) Realteil und Imaginfrteil der komplexen Permeabilitat 


durch dieselbe Funktion f,; (1) bestimmt werden und weil dasselbe auch 


fiir den linearen und den quadratischen Anteil der Induktion in Gl. (27) 
gilt. So geht die Gl. (34) darauf zuriick, da® die Ortskurve der komplexen 


- Permeabilitat eine Gerade ist. 


Nach Gl. (30) und Gl. (25) stimmt das Verhaltnis von Maximalinduktion 
B,, zur Maximalfeldstarke H,, mit der Permeabilitat yp tiberein: 


B,, 1S 
a Ba + Aft (Am) = Por: (35) 


Wir kénnen damit der Gl. (34) die Form 


1 3x UA ae 
yet oie f ¥ ts.) B, (36) 
geben, aus der wir das Verhiltnis der remanenten zur maximalen Induk- 
tion 
B 1 3x P 
— = —- fo te (S71) 
Bp, 2 4 - ( ULR 


gewinnen, das uns anschaulich den Grad der Offnung der Hystereseschleife 


beschreiben lat. Fiir kleine Feldstairken ist ze = ( und erreicht bei der 


Verdopplungsfeldstarke mit upp—= 24 den Wert 


, My * a a ha te ‘ - * eee 
also je nach der GréBe des Hysteresequotienten y-Werte zwischen e und 


Vom Hysteresequotienten 7 hangt auch die Steigung ab, mit dena 
rae Hystereseschleife den Kommutierungspunkt aufsteigend erreicht nee nit | 
te, ps der sie ihn absteigend verlaBt. Aus Gl. (27) folgt fiir die poe 


mein 


= — wat 2p, (4 


und hieraus erhalten wir mit 1 Pan fiir den oberen Kommutie 


a punkt — 
cts oF = pat 2h la sre Shee 


A 
Hat der Hysteresequotient 7 den Wert 7 = ~—, der aus dem aaa vor 


RAYLEIGH folgt, so wird die Steigung, mit oe die Schleife “ absteigent gs d 
oberen Kommutierungspunkt verlaBt, 
vee dB wes 

: Fic = Uy . | 


unabhangig von der Maximalfeldstarke gleich der Anfangspermeabilitit. 
Bildet die Ortsgerade der komplexen Permeabilitét mit der Ordinaten- 
_ achse einen anderen Winkel als 23°, so gilt statt dessen nach Gl. (40) 


3 = wy + 2fp (Ay, ) (1-3 x). (42) 


Hat der Hysteresequotient y die Hilfte des Wertes, den der Anspte : ) 
RAYLEIGH erwarten ]aBt, so wird 


ff 


=p,+é, (Hy) = 


und die betrachtete Steigung ist bis zur Verdopplungsfeldstarke auf 3 


gestiegen, die Hystereseschieife in iste reg mit Gl. (38) 
sprec hend spitzer geworden. 


’ Ich habe den Herrn Dipl.-Ing. E. Steemerer, H. KAMMERER und 
Beas! Unvernau fiir die sorgfiltige Messung der komplexen Permeabilitat 


und der Klirrfaktoren und fiir die gemeinsame Diskusssion der M 
ergebnisse zu danken. 


: A 5 . ae 
‘© oy = NG A ; iy 
on e + - ‘ 


a Zur Analyse der in der Theorie des. in Oa 
_ Ferromagnetismus vorkommenden Gr6Be o;.* ese: 


_ Von 
Bs ss WERNER KOsTER in Stuttgart. 

4 _ (Aus dem Kaiser Wilhelm-Institut fiir Metallforschung, Stuttgart.) 
Mit 11 Abbildungen. 


(Eingegangen am 8. September: 1947.) 


Inhaltsangabe. Sue 


n den von der Spannungstheorie fiir verschiedene ferromagnetische Eigen-_ 
schaften aufgestellten Beziehungen tritt ein Proportionalitatsfaktor, o; genannt, 
wischen den stérungsunempfindlichen GréBen J; und As und den stérungsempfind- 
lichen Eigenschaften auf. Die Zustandsfelder der oj-Temperatur wurden durch 
eine Grenzkurve in zwei Bereiche zerlegt. In dem zu héheren Temperaturen hin 
elegenen Gebiet riihrt oj allein von der Richtkraft der Spannungsenergie her; 
em zu tieferer Temperatur hin” gelegenen Gebiet kann daneben ein Span-  ~ 

g aquivalent der Krystallenergie in o; enthalten sein. In diesem Gebiet 
ist o; nicht einsinnig. Fiir verschiedene Eigenschaften wird die Bedeutung von 
yj an Hand experimenteller Unterlagen analytisch festgelegt und der Wirkanteil 
der beiden Energiedichten K und 3/,46 bestimmt. Unter Benutzung eines von © « _ 
der Fremdkérpertheorie gebotenen Temperaturmafstabes, / K /2o, laBt sich die — 
Temperaturabhangigkeit der Faktoren o; und damit der zugehérigen Eigen- 
schaften anschreiben. Die Abhangigkeit der wirkenden Richtkrafte vom Tem- 
peratur- und Werkstoffzustand wird in einem einfachen Kérper zusammen- 
gefaBt, der als geometrische Darstellung des Inhaltes der von der Spannungs- 
= theorie eres Beziehungen anzusprechen ist. ° 


<i od 


us eine Anzahl von Eigenschaften ferromagnetischer Stoffe, die auf" 
die Anderung der Richtungsverteilung der spontanen Magnetisierung zu- 
e iickgehen, so den Verlauf der Magnetisierungskurve bei auBerst schwachen 
I Feldern und in der Nahe der Einmiindung in die Sattigung, die Remanenz- 
nd die Widerstandsanderung unter einer kleinen von auBen angelegten 
Zugspannung, die gegeniiber dem paramagnetischen Zustand beobachtete 
iedrigung des Elastizitatsmoduls und Erhéhung der Dampfung, sind 
iehungen aufgestellt worden, in denen neben der Sattigungsmagneti- 
g und. der Magnetostriktion die GréBe o; vorkommt!. Sie ist von 
,BECKER® von den inneren Spannungen hergeleitet worden, die in einem 


Ul. 
s 
a 
q 


q * Richard Becker zum 60. Geburtstag gewidmet. 
4 1 Becker, R. u. W. Dorine: Ferromagnetismus. Berlin: i: piinace 1939. 
2 Becker, R.: ZS. f. Phys. 62, 253 (1930). 
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Werkstoff als Eigenspannungen vorhanden sind. Sie wird als ein Maf fiir 
die Richtkraft angesehen, mit der die Magnetisierungsvektoren in den 
durch die Eigenspannungen bedingten Vorzugslagen festgehalten werden, 
gegen die somit zu deren Einstellung in die Richtung des magnetischen 
Feldes oder des auBeren Zuges Arbeit geleistet werden muB. Die Be- 
ziehungen sind abgeleitet fiir groBe innere Spannungen, denen gegentiber 
die von der Krystallenergie herriihrende Richtkraft zu vernachlassigen ist. 

Dieser ,,Spannungstheorie‘‘ hat M. Kersten? eine ,,Fremdkorper- 
theorie‘ zur Seite gestellt, die bisher fiir Koerzitivkraft, Hysteresearbeit 
und Anfangspermeabilitat? erprobt worden ist. Ihr zufolge werden diese 
Eigenschaften aus der GréBe, Gestalt und raumlichen Dichte heterogener 
Einlagerungen im ferromagnetischen Grundkrystall abgeleitet und auf 
die krystallographische Anisotropie der Magnetisierungsarbeit zuriick- 
gefiihrt, der gegentiber der Einflu8 der Spannungsanisotropie auBer acht 
gelassen wird. 

Fiir das dazwischen gelegene Gebiet, in dem die Richtkrafte der Krystall- 
energie und Spannungsenergie von gleicher GréBenordnung sind, fehlt es 
dagegen bis jetzt an einem befriedigenden Ansatz, der die Erscheinungen 
richtig zu beschreiben gestattet. Hier greift die vorliegende Abhandlung 
ein. Sie zeigt, daB die gemaB der Spannungstheorie aufgestellten Ausdriicke 
giiltig sind, wenn die GrdBe o; in den verschiedenen Beziehungen die 
Bedeutung gegeben wird, die eine auf Erfahrung gegriindete Analyse 
liefert. Es wird sich erweisen, daB der Proportionalitatsfaktor o; nicht 
einsinnig ist, sobald die Krystallenergie als mitbestimmender Faktor in 
Erscheinung tritt. Sie zeigt des weiteren, daB zur Darstellung der Tempe- 
raturabhangigkeit der Erscheinungen in dem genannten Bereich vorteil- 
haft ein von der Fremdkérpertheorie gebotener Parameter beniitzt werden 
kann. Damit wird nahegelegt, daS Fremdkérper- und Spannungstheorie 
sich gegenseitig nicht ausschlieBen, sondern bestens erganzen. Beide 
Theorien fithren, wenn auch von anscheinend so verschiedenen Ausgangs- 
' punkten her abgeleitet, zu Beziehungen, die die von beiden Anisotropie- 
kraften ausgeiibte Gesamtrichtspannung enthalten, 


AE-Effekt. 

Angeregt durch die Beobachtung des starken GréBenunterschiedes de: 
AE-Effektes von Nickel in verschiedenen Werkstoffzustanden, also Zustan- 
den verschiedener innerer Spannung, wurde der Versuch unternommen, 
die Abhingigkeit des AZ-Effektes yon der Temperatur und vom Werk. 


stoffzustand mit der von der Theorie des Ferromagnetismus her bekannter 
Beziehung: 


‘Kersten, M.: Grundlagen einer Theorie der ferromagnetischen Hysteres: 
und der Koerzitivkraft. Leipzig: S. Hirzel 1943. 
* Kersten, M.: ZS. f. Phys. 44, 63 (1943). 


se der in der Theorie des Ferromagnetismus vorkommenden Gréfe o.. 547 
v 


1 22 dg 

s()-23 " 
zu beschreiben!. Dabei ergab sich als erste Feststellung, da8 die o;-Werte 
jeweils zwischen der Curietemperatur und der Temperatur des Tiefstwertes 
‘des Elastizitatsmoduls konstant sind und von da ab mit sinkender Tem- 
peratur stark ansteigen. Der erste Teil der Aussage entspricht, der zweite 
‘Teil widerspricht der metallkundlichen Erfahrung, derzufolge die Héhe 
‘der inneren mechanischen Verspannungen bei hinreichend tiefen ‘Tempe- 
raturen von der Temperatur praktisch unabhangig ist. Damit wurde der 
. berechtigte Zweifel erweckt, ob die GréBe o; in ihrem ganzen Temperatur- 
_verlauf als von den Eigenspannungen herriihrend betrachtet werden diirfe. 

Es wurde der Vermutung Raum gegeben, daB unterhalb der Temperatur 
‘des maximalen AE-Wertes zusitzliche Krafte wirksam werden, die sich 
‘der Ausrichtung der Magnetisierungsvektoren widersetzen und der Ab- 
'nahme des Elastizitatsmoduls entgegenwirken. Aus naheliegenden Griin- 
den wurde dabei an die Auswirkung der Krystallenergie.gedacht, zumal 
“ai Krystallenergie von Nickel mit sinkender Temperatur stark ansteigt. 
' Demzufolge wurde der Ansatz gemacht, daB die GroBe 6; aus zwei Teilen 
besteht: 


6, = 6, + G- (2). 


G, ist die auf die Spannungsenergie, o, die auf die Krystallenergie entfal- 
lende Richtkraft. o, stellt eine mechanische Spannung dar, wahrend o,, 
—so mége die magnetomechanisch wirksame Gesamtspannung bezeichnet 
werden — und o, zwar die Dimension, aber nicht die physikalische Bedeu- 
tung einer mechanischen Spannung zukommt. 

Um den Anteil, den die beiden Energien zur Gesamtrichtspannung 
beitragen, erfassen zu kénnen, wurde weiter die Annahme gemacht, dab 
der von der Spannungsenergie her bestimmte Anteil o, gleich dem o,-Wert 
ist, der unmittelbar unterhalb der Curietemperatur gemessen wird: 


EE 


05, = Sg - (3) 
c, gibt also dieser Auffassung zufolge den Betrag der Eigenspannungen 
eines Werkstoffes im iiblichen Sinne an und soll erforderlichenfalls mit 
dem Index W versehen werden, um anzudeuten, daB o,y, eine Konstante 
des Werkstoffzustandes ist. Aus der anfanglichen Konstanz von oa, folgt 
gemaB (1), daB der AZ-Effekt bis zur Temperatur seines Maximums pro- 
portional der Magnetostriktion zunimmt. o, bestimmt seinen Anstieg bis 


1 Koster, W.: ZS. f. Metallkde. 35, 57 (1943). 


cae ene ibe in “Abb. ef; gescl eS 

striktion aufgetragen wird. Bliebe die 

so wiirde der AEL-Effekt bis zum absoluten rated weiterhin line 

der Magnetostriktion ansteigen, entsprechend der Geraden a-b-c. In. 

_ lichkeit folgt er der Linie a-b-d, 
deren Punkte durch den Verle a 
der Gesamtrichtspannung 6,, ge- 
geben sind. Die Abnahme de 
AE-Effektes von den angenom- 
menen Werten b-c auf die g 

_messenen b-d wird der rk- 
> samkeit der Krystallenergie zu- 
its geschrieben. Der Bruchteil, um 

Abb. 1. 4 (1) in Abhangigkeit von ,. den A (=) auf Grund ‘des Span- 


nungsiquivalentes o, der Kry- 
stallenergie erniedrigt wird, soll mit x bezeichnet werden. x ist gleich dem 
Anteil der von der Krystallenergie her bestimmten Richtspannung Gp 2 
der Gesainerichtspaaaiits, ee 


W= const 


4 


ot =a. oe (4) 


Gx/6m ist bei der Temperatur des Hoéchstwertes des AP-Effektes 

Null und nahert sich mit sinkender Temperatur dem Wert 1. Das Ver- 
haltnis der von der Spannungsenergie herriihrenden Richtspannung zw 
Gesamtspannung erginzte den-Bruch o,/6,, zu 1: 


—=1i—a,. 


Berechnet man « aus den Kurven der Temperaturabhingigkeit des 


Elastizitiittsmoduls von Nickel in verschiedenen Zustanden der Warthas 
behandlung, trigt die Werte dieses Verhaltnisses in Abhangigkeit von 6 

auf und verbindet die zu gle:ichen Temperaturen gehdrigen MeBpunkte, s 
liegen sie auf Geraden, die durch den Koordinatenanfangspunkt. gehen 
(Abb, 2). Es gilt: 


i Gy 
1—a=>—_—=ac 
o 


m 


m-* 


Bei konstanter Temperatur nimmt somit der Bruchteil der Richtspanmy ng 
der Spannungsenergie an der Gesamtrichtspannung proportional 6,, zu, 
bis er bei einem von der Temperatur abhiingigen Wert gleich 1 wird, Es. 
gibt also temperaturbedingte Mindestwerte der Eigenspannung ret 


Sy a erk  s 
<5 wy “ E. 
Mpls 3 Fs ig, Se Oe 


‘id thraft Pe ‘eommltcaigieg eran ae ‘ir ae o ne 
en sie mit dem Inde xT, ogp, wenn es darauf ankommt, anzudeuten, dak er: 
r fiir eine bestimmte’T emperatur charakteristische Grenzwert vono, 


int ist. Die Werte von o,p sind experimentell gewonnene Eigenschafts- — 
ae gaben fiir einen ferromagnetischen Stoff. Sie bestimmen die Neigung der ~ 


0 On—> ; 


’ 


a 


Abb. 2. ¢,/6,, in A hobeineig tats von G,,. Abb. 3. o, in Abhingigkeit von om 


eeriden in Abb. 2, denn die vom Werkstoffzustand unabhangige ont Di 
eae a in Gl. (5) kann durch o,7 ausgedriickt werden: [ 


a=—, | (6) 


: Sor 


Sa 


= Die Zerlegung der Richtspannung G,, in die beiden Festhaltekrafte wird 
-iibersichtlicher, wenn man von der Betrachtung ihres Verhiltnisses zur 
Darstellung ihres wirklichen Betrages tibergeht. GemaB Gl. (5) gilt: 
‘ Se 5, ==as7,. (Oc 35 irs) 2 (7): 
Die zusammengehorigen o,- und o,,-Werte liegen, wie Abb. 3 zeigt, auf 
-Parabelasten, deren Parameter a= 1/o,, temperaturabhangige Konstan- 
ten sind. Die Aste beginnen im Nullpunkt und enden bei den Punkten, 
bei denen o, den Grenzwert 6,7 annimmt. Die Strecken von der Abszisse 
‘bis zum Parabelbogen geben den Betrag von o,, die zwischen ihm und 
_der Geraden o, = c,, liegenden den Betrag von a, an. Oberhalb des Span- 
-nungsbetrages 6, = Ss7 = Gm ist die Krystallenergie am Richtwiderstand 
“unbeteiligt. 

Aus diesen Bitiadied ist fiir alte Betrachtung der Temperaturabhingig- - 
seit der Richtkrafte die Folgerung zu zichen, daf zwei Gebiete zu unter- 
a scheiden sind, die, ” wie in Abb. 4 veranschaulicht, durch eine Grenzkurve 


S25) nee Sy. Pale: Se ae 
x Fi 5 
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Kurve gelten die von der Spannungstheorie aufgestellten Beziehungen, — 
denn es ist c; gleich dem tatsachlichen Eigenspannungswert oy des Werk- — 
stoffes. Der AE-Effekt andert sich deshalb bei konstantem Wasserstoff- — 
zustand mit der Temperatur proportional zum Betrag der wahren mecha- ~ 
nischen Eigenspannung der untersuchten Proben. Unterhalb der Kurve 
tritt zur Eigenspannung ogy des Werkstoffzustandes, wie in Abb. 4 an- 
gedeutet, ein Spannungsaquivalent 6, der Krystallenergie hinzu, so daB 
der AE-Effekt derart beeinfluBt wird, als ob Eigenspannungen vom wirk- 
samen Durchschnittsbetrag o,, vorhanden waren. Da die Indizes T und W 
nur zwei definierte Werte der- 
selben temperaturabhangigen 
Zustandsgr6Be kennzeichnen, 
seien die o;-Werte der Grenz- 
kurve allgemein o,, genannt. 
Es ware erwiinscht, o; seiner 
Herkunft nach auf die Richt- 
kraft der Krystallenergie als 
Ma8B fiir die Temperatur zu be- 
ziehen. Dieser Bestrebung ist 
Erfolg beschieden, wenn die zu- 
sammengehérenden Werte von 
Abb, 4. o, und o, in Abhangigkeit von yk/2,. K und 2, in der Verkniipfung 
) 4/2, als Temperaturskala be- 
niitzt werden. Dieser Ausdruck ist einer Anregung von M. Kersten? 
folgend der von ihm entwickelten Fremdkérpertheorie entnommen. o), iiber 
V K/h, aufgetragen gibt Gerade, die von der Temperatur ausgehen, von 
der ab die Krystallenergie wirksam zu werden beginnt; sie sei mit V Ko/A 
bezeichnet. Es gilt somit: 
= 6 (UE VR), bs 


a, Fe 


Die Geraden schneiden sich, wenn o,, als Ordinate benutzt wird wie in 
Abb. 4, im Koordinatenanfangspunkt. Es ist demzufolge 


VK 
on = b ae ' (9) 
und 
a 
Go. = bt. (10) 


Die fir den AF-Effekt maBgebliche Richtkraft andert sich also mit der 
Temperatur folgendermafen: von der Curietemperatur abwarts bis zur_ 


1 Kersten, M: 1. c. 
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Be rcaciernpatstur V Ko/Ag ist o; konstant gleich Osy, von da ab ist o;= o,, 
‘und steigt linear mit Y K/A, an. Auf diese Weise lassen sich die Tersucliae 
ergebnisse in ausgezeichneter Niherung beschreiben. 
6 ist ein vom Werkstoffzustand abhiingiger Proportionalititsfaktor. Be- 
trachtet man die Abhangigkeit von b mit der Temperatur, indem man die 
-Konstante den Temperaturen des Ausgangspunktes der Geraden V Ko/ro 
zuordnet, so ergibt sich die Beziehung: 


4 b= Co | Ko : (11) 
Co ist ein Faktor, der von —180 bis 20° allmiahlich von 0,41 auf 0,44, dann 
aber starker auf etwa 0,7 bei 200° ansteigt. Gl. (11) ist von Bedeutung, 
als damit einu.al der Forderung, die von seiten der Dimensionsbetrachtung 
der Gln. (8), (9) und (10) her gestellt wird, daB namlicheh von derselben 
Dimension wie ) K sein muB, Geniige geleistet wird. Sie lit zum andern 
-erstmals erkennen, wie in einem an sich quadratischen Ausdruck den 
-einzelnen Faktoren verschiedenes Gewicht zukommt. Das Spannungs- 
_ Aquivalent der Krystallenergie A/A, wirkt nicht in voller Héhe, sondern mit 
einem Mittelwert von K = ) K,K. Im Grenzfall wird K= K,, es gilt dann 
durch Verbindung von (10) mit (11) 


. 


a 2. Me, (12) 


Die Richtkraft der Spannungsenergie wirkt durch eine enge Kopplung mit 
der der Krystallenergie auch in das Gebiet unterhalb der Grenzkurve hin- 
ein, indem der vom Werkstoffzustand gegebene Wert ) Ky als konstanter 
Faktor neben dem temperaturabhangigen Faktor / K auftritt. Die Richt- 
kraft der Spannungsenergie liefert ein additives Glied o, zur magneto- 
mechanischen Gesamtspannung o,,,, sie ist aber auch in dem Glied oy als 
regelnder Faktor enthalten. 
Der Verlauf der Grenzkurve wird, in den MaBstaben der Koordinaten 
angeschrieben, durch die Gleichung 
fa X\2 3 
5, = aoe ly As (4) (13) 


0 
hs s 


wiedergegeben. Da die Grenzkurve aus mathematischen Griinden, wie 
friiher! dargelegt worden ist, eine Parabel sein muBb, so mu das Produkt 
CAs, Wie es auch tatsachlich der Fall ist, eine Konstante sein: 


oh = ae A, = konst. = C. (14) 


Mit anderen Worten heift das, das Produkt des Grenzverhiltnisses der 
Spannungsenergie zur Krystallenergie, nach dessen Unterschreitung bet 


1 Koster, W.: ZS. f. Metallkde. 35, 66 (1943). 


_ einer bestimmten* vom  WerkatStiractaiid'a 

stallenergie wirksam zu werden ceiamuiten ae pee zur gleiche 

~ gchorigen Magnetostriktion ist konstant. Die Krystallenergie wird an 
Richtkraft maBgebend beteiligt, sobald sie als Schwellenwert den Betrag Ky 
iiberschritten hat. Aus (12) folgt mit cy = 0,4 bis 0,7, daB Ky= ah bi 
3/. Ags, ist. Die Wirkung von K kann danach schon vernachlassigt | 
werden, wenn die Richtkraft der Spannungsenergie der der Krystallenerg ie 

-gleichkommt (3/5 4,0 >0, 6 bis A 0 K), und nicht erst, wie es bei der 
Ableitung der Formeln nach der Spannungstheorie vorausgesetzt wird, | 
wenn sie dieser gegeniiber sehr groB ist (?/,4,0 >> K). i 

Die vorstehenden Beziehungen lassen sich bemerkenswert einfach raum- 

lich darstellen. Die zusammengehorigen Punkte der Richtkraft o,,, bzw. ie 
des Verhiltnisses der Richtspannungen o,'c,, = 1-x und der Tempera 
liegen auf-einer Regelflache, deren Gleichung lautet: ree 


Gy, aah 1M rips (1 — Zs : LPS 4 (15) 


wobei fiir 7 V K/A, zu setzen ist. Schnitte konstanter Temperatur dw 
diese Flache sind Gerade (Abb. 2), Schnitte konstanten Richtspannungs- 
verhaltnisses Parabeln (Abb. 4) und Schnitte konstanter Richtspannung 
Kurven dritten Grades. Schnitte konstanten Werkstoffzustandes stehen 
senkrecht auf Strahlen, die in der Ebene Temperatur-Richtspannung durch 
den Koordinatenanfangspunkt gehen (Abb. 4); sie sind Hyperbeln. In der 
bereits angezogenen Arbeit’ sind die Gleichungen der Schnittkurven und ~ 
die Verkniipfungen der Beziehungen untereinander Ubessichtlich zu 
sammengestellt. . 

Eine unmittelbarere Tisirsceficatie der expattientlted Befunde bringt 4 
Abb. 5, in dem an Stelle des Verhaltnisses der Richtspannungen in der — 
dritten Achse die Richtkraft o, selbst aufgetragen ist. Die Achsen der 
Grundebene sind o,, und die Temperatur in der ) K/2,-Skala. Der ab- 
gebildete Korper ist die raumliche Zusammenfassung der Abb. 3 und 4. 
Vom Nullpunkt der Temperaturachse aus steigt eine Fliche unter 45° zur — 
-"Gm- und o,-Achse an, auf der also o,, = G, ist. Sie ist begrenzt durch die — 
mehrfach erwihnte parabolische Grenzkurve. Von der Temperaturachse — 
lauft auf diese Parabel als Kante eine konkav gekriimmte Flache zu, deren — 
Schnitte bei konstanter Temperatur Parabelaste (Abb. 3), deren Schnitt = 
bei konstantem o,, also konstantem Werkstoffzustand, Gerade (Abb. 4 7 
sind. Die Gleichung der parabolischen Regelflachen lautet: 


o, = CI a, (T =7/ Kya : (16) 

Es kann noch die Frage gestellt werden, ob o, wahrhaft von den inneren | 
Seep im Werkstoff herriihrt. ¢, darf dann als mechanische GroBe — 
Kosten, Ww. Le C. 5 '66: et 
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im Gegensatz zu den magnetischen GréBen A, und KA bei der Curie- 
temperatur nicht Null werden. Fiir 4 = 0 ist gemiB der Beziehune c,.i.— C 
1 ee es % i oe : z 3 = ied | A | Ye 
zu schreiben: Co= Ag 6,,/K = 00. Fiir K = 0 wird 4,0,= 0co und= 0, 

weil A, = 0 ist. Mithin wird 
O fir T 
CO. = —— . F| 
O.. O a iow dea (17) 
o, kann also bei der Curietemperatur 7’, jeden beliebigen dem Werkstoff- 


zustand eigenen Wert haben. Die inneren Spannungen bestehen ebenso- 


Abb. 5. Raumliche Darstellung der Beziehungen zwischen o,,,¢, und 
m s 


wohl oberhalb wie unterhalb der Curietemperatur; o, tritt nicht etwa erst 
zusammen mit der spontanen Magnetisierung auf. Unterhalb 7’, kann o, 


aber magnetisch gemessen werden. 


Anfangssuszeptibilitat. 
Anfangssuszeptibilitat und AZ-Effekt sind einander proportional, wenn 
sie an ein und derselben Probe gemessen werden. Die Gleichung fiir die 
Anfangssuszeptibilitat lautet: 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 124. 
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{pe (18) © 

ha ES 9 hs OT : : 
s, darf also als KopplungsgréBe zwischen den Beziehungen (1) und (18) 
verwendet werden!. Es kann der anhand der Betrachtungen des AE-Effek- 
tes gewonnene Ausdruck fiir o; in (18) eingefiihrt werden: 


Mi 1 


eee ante eee (19) 
's 6, +b (V K/2,—V Ko/do) 


_. 2 
Kis a 


~ 


Abb. 6 zeigt die danach berechnete Temperaturabhangigkeit der Anfangs- 
suszeptibilitat. Fiir ihren Verlauf gilt sinngema® iibertragen alles, was 
iiber die Temperaturabhangigkeit des AE-Effektes und die Aufteilung der 
Richtspannung in die beiden Anteile o, und o, gesagt worden ist. Die 
Anfangssuszeptibilitat steigt mit der - 
Temperatur an bis zur Grenze, bei 
der 6,, = 6s, wird. Von da ab bleibt 
sie konstant, weil J;/A, ein von der 
Temperatur unabhangiger Quotient 
ist. Ahnlich wie in Bild 1 ist in Abb. 6 
der Bruchteil x, um den die An- 
fangssuszeptibilitat durch den Ein- 
as fluB der Richtkraft herabgesetzt 
Abb. 6. %q in Abhangigkeit von 4,. wird vermerkt. Der berechnete Kur- 
venverlauf stimmt mit dem Experi- 
ment gut tiberein bis auf die starke Zunahme vor der Curietemperatur, 
die auf andere Vorginge zuriickzufiihren ist als die, die bei Aufstellung 
der Beziehung (18) beriicksichtigt worden ist. M. Kersten® hat gezeigt, 
daf die Anfangspermeabilitit von Eisen sich gut nach seiner Theorie 
durch einen Ausdruck e+ /;/V K darstellen laBt. Bei Eisen iiberwiegt die 
Krystallenergie die Spannungsenergie bei weitem, so da die Voraus- 
setzungen dafiir besonders giinstig sind. 


W=const. 


Dampfung. 

In enger Beziehung zum AE-Effekt steht die magnetomechanische 
Dimpfung ferromagnetischer Stoffe, wie abgesehen von Uberlegungen 
liber ihre Ursache experimentell daraus folgt, daB die Dampfung fiir jeden 
Werkstoffzustand im ganzen Temperaturbereich unterhalb der Curie- 
temperatur proportional dem AZ-Effekt ist®, Die Temperaturkurve der 
Dampfung geht aber aus der des AZ-Effektes durch Multiplikation mit 
einer Konstanten hervor, die mit dem Werkstoffzustand wechselt. Der 

‘ Kosten, W.: ZS. f, Metallkde 35, 68 (1943). 


2 KERSTEN, M.: ZS f. Phys. 44, 63 (1943). 
* Koster, W.: ZS. f. Metallkde 35, 246 (1943). 
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Umwandlungsfaktor ist nun gerade umgekehrt proportional dem Betrag 
der wahren inneren mechanischen Spannung c,yy der untersuchten Probe. 
Fir die magnetomechanische Dampfung gilt danach die Beziehung 
a 
f= 32 —— = 32 3 


o a 
t s m 


(20) 


Die Dampfung ist umgekehrt proportional zum Quadrat der GréBe o;, das 

_unterhalb der Grenze o, = o,, die Form o, - o,, annimmt. Der Wert von o; 
ist in diesem Bereich also das geometrische Mittel o,6,, der Eigen- und 
der Gesamtspannung, er liegt zwischen den Werten von o, und o,,, d. h. 
der Anteil der Krystallenergie an der fiir die Dampfung maBgeblichen 
Richtkraft 1st geringer als an der fiir den AE-Effekt. Im iibrigen kénnen 
die Aussagen tiber die Abhangigkeit des AE-Effektes von der Temperatur 
und vom Werkstoffzustand ohne weiteres auf die Dampfung iibertragen 
werden. Die Werte der Richtspannung der Dampfung liegen iiber V K/A, 
aufgetragen ebenfalls auf Geraden, die auf den Nullpunkt zulaufen und 
bei den Abszissenwerten ) K,/A, auf einer Grenzkurve enden Es ist 


2 VK 
co? = OW Om => Osw b BEE, . (21) 


s 


Die Grenzkurve, die die Zustandsflache wie in Abb. 4 in zwei Gebiete 
teilt, hat dann die mit (13) identische Gleichung 


eae (4 J. (22) 


Remanenzdnderung unter Zug. 


Eine ganz andere Bedeutung hat die Gréfe o; in der Formel fir die 
Remanenzanderung infolge eines kleinen von auBen angelegten Zuges, die 


da lautet: ; 
(=), sayled a (23) 
dc /,_.9 4G; 


Messungen der Remanenzanderung unter Zug und der Anfangssuszepti- 
pilitat an ein und derselben Probe fiihrten zu der Erkenntnis, daB die 
nach (18) und (23) berechneten o;-Werte fiir weiches Nickel nicht tber- 
einstimmen. Die o;-Werte nach (23) sind kleiner als die nach (18); sie 
stimmen, Eiraeids iiberein mit den den Werkstoffzustand kennzeichnen- 
den o,y-Werten. In dem Ausdruck fiir die Remanenzanderung unter Zug 
ist also o; = Ogw, die Festhaltekraft wird allein von der Spannungsenergie 
her bestritten!. 


1 Koster, W.: ZS f. Metallkde 35, 68 (1943). 
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Mit Riicksicht auf die feckseauies angigke annungel 
sollte a; gemessen aus der Remancusandentig unter Zug. are Betrag 
wahren inneren mechanischen Spannung unabhangig von der Temperatur 
sein. Das Experiment steht mit dieser F orderung im Einklang. Nach Ver 
suchen des Verfassers? wurde dieser SchluB im Bereiche von +- 100 bis 
— 60° bestatigt. Des weiteren liegt eine MeBreihe von G. THIESSEN® vor 
der die Remanenzanderung unter Zug zwischen 25 und 350° also bis zu 
Curietemperatur hinauf gemessen hat. Abgesehen von zwei Werten liege 
die nach (23) beréchneten.o;-Werte konstant zwischen 1,56 und 1,70 arma 
Sie stimmen nicht im entferntesten mit den aus der Andiagssusteptibiles 
errechneten o;-Werten, die an derselben Probe gewonnen wurden, tiber- — 
ein. Diese nehmen von 2,8 kg/mm? bei 20° allmahlich auf 0,37 kg/mm? b 
350° ab. Zu dem o,-Wert von im Mittel 1,6 kg/mm? gehort ein o,,-Wert 
von 3,4 kg/mm? und ein y,,-Wert von 5,4. Der von G. THIESSEN gemessene 
Wert 6,5 diirfte, wie es bei Angaben der Anfangssuszeptibilitat haufig der 
Fall ist, etwas zu hoch sein. ~ 


Da die aus der Messung der Remanenzanderung unter Zug abgeleitete 
GréBe o; weder ihrem Betrage noch ihrer Temperaturabhangigkeit nach 
‘mit der aus der Messung des AE-Effektes oder der Anfangssuszeptibilitat 
sich ergebenden GréBe o; iibereinstimmt, ist es nicht statthaft, die fiir sie 
bestehenden Ausdriicke miteinander durch Elimination von 6; zu verbin- 
den. Diese Forderung ist infolgedessen offensichtlich auf die Zustande 
beschrankt, in denen o, nicht gleich a,, ist. Sie gilt nur in dem Bereich, 
in dem die Krystallenergie einen merklichen Beitrag zm Richtspannung 
liefert, also in dem Temperaturgebiet unterhalb der Grenzkurve in Abb. 4. 
In dem Temperaturgebiet oberhalb der Grenzkurve, wenn co; = G,, ist 
bestehen die Verkniipfungen als Grenzfalle umfassenderer Aus driicke, in 
denen auf die additive Zusammensetzung von o,, aus ¢, und o, Riicksicht 
genommen wird, zu Recht. 7 


Widerstandsdnderung unter Zug. 


Eine zweite Eigenschaft, in deren Ausdruck 6; die Bedeutung von o, 
hat, ist die relative Widerstandsinderung unter aa Zugbeanspruchung. 
Fiir sie besteht die Beziehung 


‘ Bei der Beschreibung der Versuche (ZS. f. Metallkde. 35 70 :1943)) ist e 
Versehen unterlaufen. Es muB heiBen, daS 16, berechnet aus d/,,/do” und nh 
daB ,,d/,/d@ o” unabhingig von der Temperatut ist. Der irrtiimliche Ausdruck 
ist darauf zuriickzufithren, wie aus der dortigen FuBnote!) hervorgeht, daB sich 
zwischen —60 und 100° praktisch wegen der geringen Anderung von te auch 
d/,/d@o nicht andert. 

* Ann. d. Phys. [5] 38, 153 (1940). 
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d () & 1 
= ade Re — ee) 24 
Bol Wd 5 45 5, (24) 
f . 
D ist ein zu J, proportionaler Faktor, der von Fall zu Fall zu bestimmen 
‘ist. G. TaigsseNn® hat die Widerstandsinderung an einem Nickeldraht 
zwischen Raum- und Curietemperatur gemessen, Der aus seinen Beobach- 


tungen nach Gl. (24) berechnete Wert von o; schwankt zwischen 3,4 bis 


4,1 kg/mm?, der Mittelwert ist 3,8 kg/mm. Er ist also praktisch konstant: 


_und folgt in keiner Weise den o;-Werten, die sich aus den an derselben 
~ Probe vorgenommenen Messungen der Anfangssuszeptibilitit ergeben. Sie 


* 


»nehmen von 4,1 kg/mm? bei 20° auf 1,0 kg/mm? bei 348° ab. Infolgedessen 


_ ist die unbesehene Verkniipfung der Widerstandsinderung unter Zug mit 


der Anfangssuszeptibilitat in der Beziehung 


i me 
ie, th ip D Ya (ey 


- nicht zulassig. Die Abweichungen zwischen den gemessenen und den nach 
- (18) berechneten Werten der Anfangssuszeptibilitaét liegen in genau der- 


selben Richtung wie bei der Remanenzanderung unter Zug. Man wird 
deshalb nicht fehl gehen mit dem SchluB, daB oc; in der Beziehung fiir die 
Widerstandsanderung unter Zug ebenfalls die Bedeutung von o,y hat. 
Dafiir spricht hier wie dort die Konstanz von o; zwischen 20 und 350°. 
Zu dem o,-Wert von 3,8 kg/mm? gehort ein o,,-Wert von 5,25 kg/mm? und 
ae 3,0 bet 20°. Den von G. THIESSEN angegebenen Wert fiir x, = 4,4 
wird man umso eher als etwas zu hoch ansprechen, als die gleichen Ver- 
haltnisse beim Vergleich der von ihm gemessenen zusammengehérenden 
Werte der Remanenzanderung unter Zug und der Anfangssuszeptibilitat 
vorliegen. 


Die Konstante A des Einmiindungsgesetzes. 


In dem Gesetz, nach dem die Magnetisierung in die technische Sattigung 


einmiindet, 
dJ 


Sr Oe pe kg +X (26) 
kommen die Konstanten A und B vor, die zur Sattigungsmagnetisierung, 
Magnetostriktion und Krystallenergie in Beziehung gebracht worden sind. 
Fiir A soll nach R. Becker und H. Potitey*® unter der Voraussetzung 
wieder, daB die inneren Spannungen sehr gro’ gegeniiber der Richtkraft 
der Krystallenergie sind, gelten: 


2 Guntach, We: Phys. ZS. 33, 953 (1932). 


2 Ann. d. Phys. [5] 38, 153 (1940). 
3 Ann. d. Phys. [5] 37, 534 (1940). 
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A F (27) 
135° xe 


Fihren wir aus (18) o; an Stelle vony, ein, so lautet die zu analysierende 
Beziehung fiir A: 


6 As 5 


ee 


. 


Um Verwechslungen vorzubeugen, wollen wir den Proportionalitatsfaktor 
in der Beziehung fiir A mit dem Index A versehen. A ist mithin proportional 
zu o°,. Der einfacheren Darstellung halber ist in Abb.7 V A gegen o,4 auf- 
getragen. Fiir Raumtemperatur gilt mit J, = 490 und A, = 2,95- 10-° : 
:V A=1,46 6,4. Die-aus den von R. Becker und H. PoLtey gemessenen 
A-Werte fiir verschiedene Gliihzustande von Nickel errechneten o 4-Werte 
liegen gut auf der Geraden. Berechnet man dagegen o; aus den gleich- 
zeitig gemessenen y,-Werten, so fallen die Punkte bei hohen o;-Werten 
sehr nahe mit den aus A erhaltenen o4-Werten zusammen (Abb. 8), bei 


As (28) 


12 


10) 
hy 
V4-107 
6 
z 2 
~YA =7,46-10°- 
. a 
0 2 4 6 ¢ 0 2 ¥ CAE ot 
Om 4 — kg/mm ; On — kg/mm? 
Abb. 7. ain Abhangigkeit von o,,. Abb. 8. o, in Abhangigkeit von o,,. 


niedrigen sind sie aber wesentlich geringer als die o 4-Werte aus (28). Die 
Grenze zwischen beiden Bereichen liegt bei dem o;-Wert oberhalb dessen 
bei den schon betrachteten Erscheinungen o,, und 6, zusammen- und un- 
terhalb dessen sie auseinanderfallen, Es ist der Wert 6,7= 7,3 kg/mm? fiir 
20°. Diese iiberraschende Ubereinstimmung bei der Auswertung der Ver- 
suche verschiedener Autoren darf als Zeichen gewertet werden, daB die 
der Analyse zugrunde liegende Aufteilung der GréBe o; physikalisch ge- 
rechtfertigt ist. Im Bereiche unterhalb der Grenzkurve setzt sich o 4 somit 
aus 6,, und einem zusiitzlichen Spannungsbetrag o,, zusammen, wie auch 
Abb. 8 entnommen werden kann, in der o, tiber o,, aufgetragen ist. Der 
Verlauf der Kurve kann durch die Abhangigkeit der Differenz zwischen 
dem Betrage o4 undo,; in Abhangigkeit vono,, dargestellt werden gemaB: 
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6,4 =—06,—Ac=o, ( _ Saal ‘ (29) 


6 ist ein temperaturbestimmter, vom Werkstoffzustand unabhingiger 
Koeffizient. Die ausgezogenen Kurven in Abb.7 und 8 sind nach (28) 
_berechnet worden. Gl. (27) ist wieder eine allgemein nicht zulissige Ver- 
kniipfung zweier Zustandsgr6éBen durch den nur scheinbar einsinnigen 
Faktor o;. 

Nach N.S. Axutoy! und R. Gans? ist die Konstante A, die mit sin- 
kender Temperatur stark zunimmt und in erster Linie auf Drehprozesse 
gegen die Krystallenergie zuriickgefiihrt wird, mit-dieser verbunden durch 
die Gleichung 

16 KA 

Ais 105 J. (30) 
Demzufolge miiBte A einen eindeutig temperaturbestimmten Wert haben, 
fir Raumtemperatur mit K = ~-4,8-104 und J, = 490: A = 72-104. 
Nach R. Becker und H. Poitey ist A aber sehr stark vom Werkstoff- 
zustand abhangig, aus ihren Messungen (A = 500 bis 42) ergibt sich ein 
Streubereich von —12,6 bis —3,7 - 104 fiir K bei 20°. Somit sind.K-Werte 
die aus Messungen von A nach (30) errechnet worden sind, nicht zuver- 
lassig. Diese Kritik ist an der Auswertung der Messungen von H. PoLLEyY®, 
der die Temperaturabhangigkeit von A an einer Nickelprobe gemessen 
hat, grundsatzlich zu iiben. Zufalligerweise befand sich aber seine bei 1000° 
gegliihte Probe in einem Gefiigezustand, der gerade A = 70 - 104 lieferte. 
In Abb.7 ist die Lage seiner Probe eingetragen, o4 = 5,7 kg/mm%, 
Gm = 1,5 kg/mm?, 7, = 12,1. Diese Daten entsprechen ungefahr denen 
des vom Verfasser untersuchten, ebenfalls bei 1000° gegliihten Nickel- 
stabes# - 5. 

Gleichwohl ist es zweifelhaft, ob die diesem Zustand eigentiimlichen 
A-Werte auch bei anderen, vor allem bei tiefen Temperaturen die wirk- 
lichen K-Werte liefern. Man kénnte daran denken, daB diese erhalten 
werden, wenn co, einen konstanten Bruchteil der Grenzspannung o,, be- 
tragt, etwa co, ~ 0,8 6,,, entsprechend dem Befund bei Raumtemperatur. 
In diesem Falle kénnen die von H. Potitey berechneten K-Werte nicht 
zutreffend sein, weil namlich das Verhiltnis o4/o,, mit steigender Tem- 
peratur zunimmt. Berechnet man K mit o, = 0,8 6,,, dann erhalt man 
Werte, die den von N. L. Brukuatov und L. V. Kirensky® aus Messun- 


1 ZS. f. Phys. 69, 822 (1931). 

2 Ann. d. Phys. [5] 15, 28 (1932). 

3 Ann. d. Phys. [5] 36, 625 (1939). 

4 Koster, W.: ZS. f. Metallkde 35, 57 (1943). 
5 Koster, W.: ZS. f. Metallkde 35, 68 (1943). 
6 ZS. f. Phys. Sowjet 12, 602 (1937). 


gen an Brae Roni. ‘bestimmten, ¢ die d der | ‘ 
des Verfassers zugrunde liegen, recht gut eens 
ist sicherlich die Bea der GI..(42)"  * 4, 


hs Ca 


Co 


‘ K = > 
die sich bei der Analyse. des A/-Effektes axbebelt hat, die aber ebenso 
aus den Beziehungen fiir A folgt. Aus der Gleichsetzung! von (28) mit (30) 
ergibt sich die Gleichung K = 2,84, 64, die wiederum nur fiir ein bestimm- 
tes o4 giiltig ist. Setzen wir fiir Raumtemperatur 6.4 ~0,86,, so gibt das 
K = 2,24 4,64, = 2,0,/€o- Denn es ist 1/2,24 = 0,44 gleich dem oben 
schon erwahnten Propbrisonalititatetctor Cy. Da dieser mit der Temperatu 

ansteigt, so ist der fiir K maBgebliche « -Wert nicht stets ~ 0. 8o,, son- 

_dern er nimmt von~ 0,85 bei — 180° auf ~ 0,5 5,, bei 200° ab. a 

Zur Formulierung der Temperaturabhangigkeit von o4 ‘steht die Mef 

reihe von H. Po.tey? zur Verfitgung. Ordnet man ihr die = Weta 
die eine Nickelprobe in dem schon gekennzeichneten Zustand in Abhangig- 
keit von der Temperatur gemaB (5) zu eigen sein sollten, und tragt sie in’ 
Abhangigkeit von Inc = In (6, —s 4) auf, so kann man den Koeffi- 
zienten & im Exponenten von (29) fiir die verschiedenen Temperaturen 
bestimmen. Der Temperaturgang von 8 mahnt an den yon / in (9). Ist 
b=C \ K/),, so 1atB sich fiir 8 schreiben a 


>\5/ a 
g=C wy ; (31). 

Damit gilt fiir die Temperaturabhingigkeit von a, nach (13), (29) und (Gt) 
‘ : 


5 Somes cr} 


(T = VK/A,)- 


Mit diesem Ausdruck liBt sich der Verlauf von A mit der Temperatur 
durchaus befriedigend wiedergében. “ 
Um eine Vorstellung von dem o4-Verlauf in Abhangigkeit von Om bei 
verschiedenen Temperaturen zu haben, ist er in Abb. 9 fiir einige Tem- , 
peraturen angedeutet. Diese Kurven sind Schnitte bei konstanter Tempe- 
ratur durch eine Fliche, die von der Temperaturachse aus zur paraboli-_ 
schen Grenzkurve auf der unter 45° geneigten Flache C,, = 6, hin ansteigt. 


a Dis additive Zusammenfassung von (27) und (29), wie sie von BECKER, . 
u. H. Pottry angefiihrt wird, scheint nicht zulassig zu sein, weil die Wirkanteile 
der Spannungs- und Krystallenergie i ino, enthalten sind. ; 

* POLLEY, Hi ACG, 
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AbD. 9. og, ¢,,, &g und 6, in Abhangigkeit von o,, fir verschiedene Temperaturen. 
diese Bedingung erfiillen, stehen wieder senkrecht auf Strahlen, ae durch 
den Koordinatenanfangspunkt gehen. Die Beziehung (32) ist zugleich die 

Gleichung der F lache, auf der die o;-Werte der Konstante A legen. 


é . \ 
Die Konstante B des Einmiindungsgesetzes. 


~ In, Abb. 10 und 11 ist die MeBreihe von R. Becker und H: Potieyt 
hinsichtlich der Konstanten B ausgewertet. Abb. 10 zeigt den Verlauf der 
Konstanten A und B in Abhingigkeit yon o4, errechnet nach (27) und 
NV ON ims errechnet aus den. gleichzeitig gemessenen Werten der Anfangs- 
suszeptibilitat Abb. 11, in dem die A- und B-Werte gegeneinander auf- 
getragen sind, ist zu entnehmen, daB B proportional A ist, wobei der 
Proportionalitatsfaktor fiir den o,,-Ast von dem der o4-Kurve verschieden _ 
ist. Es gilt fiir die betrachtete MeBreihe: E ee 
Sa B= 38- 10-4 A — 1500 fiir o4 
und | | (33) 
Be , ; gee 


"1 Ann. d. Phys. (5) 37, 534 (1940). 


Posner sist nee $2 mn 
fiir A im Punkte a (Abb. 10) der Fall i ist, ‘ier beic Schivee nt iiber de 
zugehorigen Punkt b der o 4-Parabel. Der Ausgangspunkt beider B-Kurven 
liegt bei demselben negativen Wert. 

Das Ubersetzungsverhaltnis von A zu B muB sich mit der Temperatu ar 
stark aindern, weil B praktisch temperaturunabhangig ist. 


Be B=53,4 Of -1500 


iy OG; teem A—= 
Abb. 10. Aund B in Abhangigkeit von s,, und ¢;. Abb. 11. Bin Abhangigkeit von A. ‘ 


Zusammenfassung. 


In Tabelle 1 sind die Beziehungen fiir die hier betrachteten Eigenschaften 
und die Bedeutung, die in ihnen dem Proportionalitatsfaktor 6; zukommt, — 
zusammengestellt. 

Die aus o, und o, additiv rusemniniengesetzte Richtkraft 6,, ist als Be- 
zugsgroBe gewahlt worden, weil die Beziehungen auf diese Art am einfach- 
sten formuliert werden kénnen. AuBerdem ist o,, eine maBgebende GroBe — 
fiir den Anfangs- und Endverlauf der Magnetisierung. Der Ausdruck fit 
das Verhaltnis der wirksamen Richtspannung o; zur Richtkraft o,, ist in— 
Tabelle 1 Spalte 4 wiedergegeben. Die Angaben in Spalte 3 und 4 der 
Tabelle gelten fiir o,,-Werte zwischen Null und o,,, d.h. unterhalb des 
Spannungsbetrages, bei dem 6, = 6,, wird. Sie beschreiben die Vorginge _ 
bei geringeren Spannungen und niedereren Temperaturen, als durch die 
parabolische Grenzkurve in Abb. 4 festgel. rt sind. 


Die fiir Anfangssuszeptibilitat und AZL-Effekt maBgebliche pene F 
setzt sich additiv aus den von der Spannungs- und der Krystallenergie 
herruhrenden Anteilen o, und o, zusammen mit der MaBgabe, daB der 
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Tabelle 1. Bedeutung von 5. fiir verschiedene Eigenschaften. 
sss 


Beziehung zu cA eco ae | 
Eigenschaft : ORS ©; ausgedriickt in oF [Sm 
Se : Gm> Ss. OK T = const. 
2 en Gemma ee 
PE ewe "3 
x tes Geo pet T OK =f 
1 : 9 1 ? } <> 
: ee : ee ok. 
A(x) 5 A, > me Om = Sgyr + OK = 1 
i 
(" JR Sar 1 
rae = G = o 
do ‘eo 4 s 3; svi O57 m 
d (Aw 4 1 1 
7 ey None bee ede ets 
o «+0 Gj sil 
1 | ow y/ 1 
9 32d a|/ 26 2/4 
A, e V Ssw Om I=V <. Gap Om 
c on on 
Gaa, am 5] o ma 5] 
A eg ME - eras ether CeTists 
Rae eect ee ieee aes 


Bruchteil von o, ano,, linear mit o,, von 0 bis 1 ansteigt, indessen der 
Bruchteil von o, ano,, linear mit c,, von 0 bis 4 abfallt (o;/c,, ist gleich 1). 
Bei der Remanenz- und Widerstandsanderung unter Zug ist nur die von 
der Spannungsenergie her bestimmte Richtkraft co, wirksam. o; unter- 
scheidet sich von c,, um den Anteil c;. Der Bruchteil von 6; ano,, wachst 
linear mit o,, an, 6;/6, = = Be Die fiir die Dampfung maBgebliche 
sT 
Richtspannung ist kleiner als c,, und gr6Ber als o, nach MaBgabe der Be- 
ziehung o; = Vo; - G,,- Das Quadrat des Verhiltnisses o;/c,, wachst linear 
mit c,, von 0 bis 1, (6;/6,,)? = pie. Gn: Im Vergleich zum A L-Effekt wirkt 
oS 
sT 
das Spannungsaquivalent der Krystallenergie auf die Dampfung in ge- 
ringerem Mae als das der Spannungsenergie ein; es ist der quadratische 
Ausdruck 6, Gj, = 6; +6, Gp statt 6; + 26, 5, +o, bei Gleichwertigkeit 
beider Anteile. Die Richtkraft, die der Drehung der Magnetisierungs- 
vektoren bei der Einmiindung in die Sattigung entgegenwirkt und in 
der Konstante A des Einmiindungsgesetzes zum Ausdruck kommt, ist 
erheblich gréBer als o,,. Die Differenz zwischen o; und dem Grenzwert 
Om = Os, Nimmt exponentiell mit o,, von o,7 auf 0 ab. Es ist danach 
Ly 
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Die o,-Werte fiir die verschiedenen Eigenschaften lassen sich alle -in- 
einem Raummodell mit den Achsen 6;, 6, und T darstellen. Sie liegen 
auf Flachen, die von der Temperaturachse aus auf die parabolische Grenz- 
kurve hin zulaufen. Die Gleichungen der Flachen und der Schnitte durch _ 
sie fiir konstante Temperatur und konstanten Werkstoffzustand sind in 
Tabelle 2 zusammengestellt. Schnitte konstanten Werkstofizustandes stehen 
senkrecht auf den durch den Koordinatenanfangspunkt in der Ebene 
Temperatur —o,, gezogenen Geraden. In Abb. 5 wurde die Flache fiir og 
riumlich. dargestellt; in Abb.9 sind fiir verschiedene Temperaturen 
Schnitte durch die Flachen auch fiir o;-Werte anderer Beziehungen ein- 
gezeichnet. Die Flache fiir 6, ist parabolisch; o, ist unabhangig von der 
Temperatur. Die Flache fiir o,, steigt unter 45° von der Temperaturachse 
aus an und erganzt so die Flache c,, = 6, in dem Teil links der Grenz- 
kurve, in dem sie in Abb. 5 fehlt; c,, steigt mit der Temperatur linear an. 
Zwischen diesen beiden Flachen liegt diejenige fiir og, wobeicg den o;-Wert 
fiir die Dampfung bezeichnen soll. Der Verlauf von oy ist in Abb. 9 ge- 
strichelt dargestellt. cg nimmt mit der Wurzel aus der Temperatur zu. 
SchlieBlich folgt die oberhalb der 45°-Ebene gelegene Flache fiir o,, 
die durch eine exponentielle Funktion wiedergegeben werden kann. 
Die Abhangigkeit der GréBe co; von der Temperatur steigt somit in 


; * 
folgenden Potenzstufen von T an: co, — T°, gg — T*;c,, — T* und 
1 


Sys 1 (, —e rr), Die auf den ersten Blick iiberraschende Ver- 
flechtung der Beziehungen untereinander ist eine Folge des einfachen 
geometrischen Aufbaues des o;-K6rpers, der offenbar Ausdruck sinn- 
voller physikalischer Notwendigkeiten ist. 


s 


Es ist verstandlich, daB die Abhanigkeit der hier behandelten Erschei- 
nungen von der Temperatur- und vom Werkstoffzustand in dem Zustands- 
gebiet, in dem die Krystallenergie unwirksam ist, mit den Beziehungen be- * 
schrieben werden kann, die unter der Voraussetzung starker Eigenspan- 


nungen entwickelt worden sind. Es ist dies der Bereich, in dem oe te el 


ist. Inihm kommt 9; in.allen Formeln dieselbe Bedeutung zu, namlich die 
der wahren mechanischen Eigenspannung, so daB die Formeln unterein- 
ander zu Recht verkniipft werden kénnen. Es ist ungeklart, warum die 
fiir den Fall, daB die Krystallenergie sehr groB gegeniiber der Spannungs- 
energie ist, abgeleiteten Formeln nicht geeignet sind, die Wirklichkeit zu 
beschreiben, Es ist sehr beachtenswert, daB die erstgenannten, teilweise 
unter vereinfachten Annahmen aufgestellten Beziehungen weitgehend zur 
quantitativen Beschreibung der Verhaltnisse auch in dem Zustandsgebiet, 
in dem die Krystallenergie wirksam ist, ausreichen. Die der Spannungs- 
theorie zugrunde liegenden Vorstellungen scheinen danach die Folgen 
verschiedener Anisotropiekriifte fiir die Magnetisierungsvorgange gemei- 


+; ist de ae ti nde SpannungsAquivalent (der Inter 
irkung miteinand peielocl enh Energiedichten K und 4/, A, 6. Wea" 
Firkanteil ene beiden Energiedichten im Einzelfall zeigt die carstehen: 3 
Analyse der GréBe o; auf. Die Fremdkorpertheorie fiihrt zu einer zutreffen-  ~ 
den zahlenmaBigen Beschreibung der Vorgiinge, weil sie ihrerseits im- 
plicite einen Wirkanteil der Spannungsenergie enthilt. Die physikalische 
Grundlage beider Theorien ist so geartet, daB nicht ausschlieBlich die eine ' 
oder die andere Anisotropiespannung erfaBt wird, sondern immer ihre * 
Resultante. So schlieBen sich die beiden Vorstellungen nicht aus. Sie gehen 
ineinander iiber nach MaBgabe der relativen Wirksamkeit der Aniso- 
tropiekrafte, die in der vorliegenden Analyse der GréBe o; dargestellt Hie: 


abelle 2. Gleichiung der o;-Flachen und der Schnitte gleicherLemperatur und 
idinlicls Werkstoffzustandes. 


_ Flichengleichung ) T = const. 


W = const. 
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Curietemperatur und allseitiger Druck’. 


Von 
Max KoRNETZKI. 


Mitteilung aus dem Labor fiir magnetische Werkstoffe 
der Siemens & Halske AG. 


(Eingegangen am 11. September 1947). 


Die Anderung der Curietemperatur durch hydrostatischen Druck wird aus 
verschiedenen Versuchsergebnissen zu weniger als 10-4°/Atm. gefolgert, wah- 
rend theoretische Abschatzungen sowohl wie andersartige Auslegungen der 
Versuchsergebnisse fiir Eisen und Eisen mit 30% Nickel auf mehr als den zehn- 
fachen Wert fiihren und nur fiir Nickel oder Nickel mit 30% Kupfer einen ge- 
ringen Wert ergeben. Zur Klarung dieser Frage werden bekannte Versuchsergeb- 
nisse uber die Abhangigkeit der Curietemperatur einiger Halogenide der eisen- 
nahen Metalle und einiger Manganverbindungen von dem Verhiltnis der Gitter- 
konstante zum Radius der unabgeschlossenen 3d-Schale herangezogen, Diffe- 
rentiation dieser Kurven liefert die Abhangigkeit der Curietemperatur von der 
Gitterkonstante bei festgehaltenem Schalenradius. Rechnet man die Differential- 
quotienten um im Verhaltnis der in den betreffenden Systemen vorhandenen 
héchsten Curietemperaturen, so ergibt sich fiir Eisen eine Abhangigkeit der 
Curietemperatur von der Gitterkonstante, die mit dem friiher theoretisch ge- 
schatzten Wert ungefahr ibereinstimmt. 


Die Frage nach der Veranderung der Curietemperatur eines ferro- 
magnetischen Stoffes durch hydrostatischen Druck hat seit den Unter- 
suchungen von H. Epert und A. KussMANn[1], die insbesondere die Eisen- 
Nickellegierungen betreffen, und den Arbeiten von A. MicHELS und 
J. STRISLAND [2] tiber Nickel-Kupfer keine experimentelle Férderung mehr 
erfahren. Die genannten Autoren schlieSen aus ihren MeBergebnissen, 
daB die Curietemperatur durch allseitigen Druck nur geringfiigig be- 
einfluBt wird, und zwar um weniger als 10-4 Grad/Atm. Dementgegen 
steht bisher nur das Versuchsergebnis von R. L. STEINBERGER [3], dem es 
gelang, eine Legierung von Eisen mit 30°, Nickel durch einen Druck von 
104 Atm paramagnetisch zu machen. 

Die Schwierigkeiten der Untersuchungen liegen offenbar darin, daB 
besonders saubere MeBergebnisse wenigstens bei nicht allzu hohen Druk- 
ken nur an ferromagnetischen Stoffen mit auf der Kurve der spontanen 
Magnetisierung sehr scharf ausgepragter Curietemperatur zu erwarten 
sind, also besonders bei unlegierten Metallen. Leider liegen aber die Curie- 
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temperaturen von Eisen, Nickel und Kobalt so hoch, daB Messungen. bei 
hohen Drucken kaum durchfiihrbar sind. Bei den Versuchen wurden daher 
magnetische Legierungen verwendet, deren Curietemperatur in der Niihe 
der Zimmertemperatur liegt, also insbesondere Eisen-Nickel und Nickel- 
Kupfer-Legierungen. Leider zeigen aber gerade die Eisen-Nickel-Legie- 
Yrungen mit niedriger Curietemperatur einen sehr flachen Abfall der spon- 
tanen Magnetisierung mit der Temperatur, wihrend bei Ni-Cu aus Griin- 
den, die bereits friiher diskutiert wurden [4], an sich nur ein besonders 
kleiner Effekt zu erwarten ist. Auffallende Ergebnisse sind also bei Ni-Cu 
‘nicht, bei Fe-Ni nur bei sehr hohen Drucken, wie sie STEINBERGER [3] ver- 
wendet hat, zu erwarten. 

Statt nach der Abhingigkeit der Curietemperatur vom hydrostatischen 
Druck kann man auch nach der Abhingigkeit von der Gitterkonstante 
fragen. Wenn man bedenkt, daB die Curietemperatur unmittelbar durch 
den Wert der Austauschenergie [5] bestimmt wird, riickt damit die Frage 
in das Gebiet des Zusammenhanges zwischen Magnetismus und Kon- 
‘stitution. Auf dieser Grundlage wurden schon Versuche unternommen, 
den experimentell noch ungeklarten Zusammenhang theoretisch zu er- 
mitteln. Versuche zur Berechnung aus der Volumenmagnetostriktion im 
Gebiet der magnetischen Sattigung [4, 6] oder aus der Volumenanderung 
in der Umgebung der Curietemperatur [7] fiihrten fiir Eisen und Eisen- 


Nickel auf sehr hohe Werte fiir die Beeinflussung der Curietemperatur durch 
allseitigen Druck. Die GréBe faa (© = Curietemperatur, «% = Gitter- 
-konstante) ergab sich zu 35 bzw. 23. Mit einer Kompressibilitat von 
0,6 - 10-®/Atm errechnet sich daraus fiir die Druckabhangigkeit der Curie- 
temperatur von Eisen d @/dp ~ —5- 10-3°/Atm. Ein ahnlich hoher Wert 
gab sich fiir Fe-Ni in der Nahe des Umwandlungsgebietes. Fiir Nickel 
oder Ni-Cu ist ein erheblich kleinerer Wert zu erwarten. 

Obwohl gegen diese Abschiitzungen vieles einzuwenden ist [8], lassen 
sich die Versuchsergebnisse von H. Epert und A. KussMAnn [1] doch 
immerhin auch so deuten [4], daB sie mit den groBen Werten dieser Ab- 
schatzungen und dadurch auch mit dem Ergebnis von R. L. STEINBERGER 
[3] mindestens gréBenordnungsmaBig im Einklang sind. An dieser Stelle 
sei darauf nicht niher eingegangen, sondern es soll vielmehr gezeigt werden, 
daB man auch noch auf anderem Wege der Lésung dieser Frage naher- 
kommen kann. 

Die Untersuchungen von J. C. SLater [9] haben gezeigt, daB fiir die GroBe 
der Austauschenergie wesentlich das Verhaltnis zwischen Gitterkonstante « 
und Radius r der unabgeschlossenen 3d-Schale der eisennahen Metalle ist. 
Man erhilt ziemlich glatte Kurvenziige, wenn man die Curietemperaturen 
(als MaB fiir die Austauschenergie) entsprechender Verbindungen nicht iiber 
deren Gitterkonstante sondern iiber dem obengenannten Verhiltnis «/r auf- 
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trigt. Ein besonders schénes Beispiel bietet die Halogenidreihe der Metalle 
von V bis Cu [10]. Mit wachsendem «/r steigt © von —500° (Antiferro- — 
magnetismus) bei VCl, bis etwa + 50° bei FeCl, und sinkt dann bis | 
auf —50° bei CuCl,. Dabei andert sich «/r von 3 bis 5,8. Wenn a © in 
dai) © 
dieser Kurve offenbar auffassen als die Anderung der Curietemperatur 
mit der relativen Anderung der Gitterkonstante « bei festgehaltenem 
Schalenradius r. Berechnet man diesen Wert fiir einige Kurvenpunkte, 
so ergibt sich bei VCl, die Steilheit von d@/d (a/r) ~ 1300°, also bei 
einem /r von 3 ein & von 3800°. Bei CrCl, (9 = — 150°) ergibt sich 8 
zu etwa 1400°, bei MnCl, (@ = 0°) zu 800°. Dann sinkt 8 weiter bis auf 
Null bei FeCl, (O = 50°) und erreicht bei CuCl, (0 = — 50°) den Wert 
—700°. Da die Kompressibilitat nicht bekannt ist, kann daraus d@/dp 
nicht berechnet werden. Um jedoch zu einem Vergleich mit den Zahlen 
bei Eisen und Eisen-Nickel zu kommen, berechnen wir aus den weiter 


oben angegebenen Werten von ch der Metalle die Werte « =< = Bh 


dieser Reihe nur von «/r abhangt, kann man den Ausdruck = ‘ 


Aus der Curietemperatur des Eisens von 1047°* ergibt sich 8 zu 23000°; 
fiir Fe-Ni mit einer Curietemperatur von rund 300...350° abs. ergibt sich 
etwa derselbe Wert. 

Ein Vergleich zwischen den Werten der Metalle und denen der Halo- 
genide zeigt, da der 6-Wert der Metalle rund eine GréBenordnung tiber 
dem der Halogenide liegt. Das darf aber nicht iiberraschen, denn bei den 
Metallen liegen Curietemperaturen bis etwa 1400° abs. (Cc), bei den Halo- 
geniden jedoch nur bis etwa 50° absolut vor. Der Bereich der zugehérigen 
«/r-Werte erstreckt sich bei den Metallen von rund 3 (zwischen Mn und Fe) 
bis etwas tiber 4 (Ni), also etwa tiber eine Anderung von rund 35° des 
a/r-Wertes. Bei den Halogeniden liegen die Grenzen des Ferromagnetis- 
mus zwischen a/r== 4 (MnCl,) bis etwa «/r = 5,5 (zwischen NiCl, und 
CuCl,), also auch nur in einem Anderungsbereich von rund 35%. Die 
Metalle kénnen daher in dem zulassigen Bereich von «/r die hohe Curie- 
temperatur nur erreichen, wenn in diesem Bereich erheblich gréBere B- 
Werte auftreten, und zwar mu der Faktor zwischen beiden etwa gleich 
dem Verhaltnis der maximalen Curietemperaturen sein. Multipliziert man 
den 6-Wert von MnCl, (800°) mit dem Verhaltnis der maximalen Curie- 
temperaturen (1400°/50°), so ergibt sich ein 8 von 22000°, also praktisch 
der Wert, wie er fiir Eisen oben angegeben wurde. 

Aus dieser Uberlegung folgt, daB ein so hoher Wert fiir die Curiepunkt- 
verschiebung mit der Gitterkonstante nicht unwahrscheinlich ist. Natiir- 


* Bei der Berechnung von 8 aus dem Wert von co = 35 nach [4] bzw. [6] 


ist statt © = 1047° ein korrigierter Wert von 395° C ~ 670° abs. einzusetzen. 
Naheres siehe unter [6]. 
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lich ist damit nicht sichergestellt, daB dieser Wert auch gilt, wenn « durch 
einen hydrostatischen Druck geiindert wird, denn bei der Abschatzung ist 
vorausgesetzt, da der Radius der 3d-Schale fest bleibt. Infolge einer 
Uberlappung zwischen der 3d- und der 4s-Schale [9] braucht dies bei einer 
Gitterkompression durch allseitigen Druck nicht unbedingt der Fall zu sein. 
Ein ahnlicher Zusammenhang wie bei den Halogeniden der eisennahen 
_ Metalle findet sich bei verschiedenen Manganlegierungen [11]. Von MnP 
mit #/r = 3,05 bis MnSb mit «/r = 3,25 steigt die Curietemperatur, wenn 
auch mit Streuungen, von etwa 280° abs. bis etwa 600° abs. an, Der 
_ mittlere Wert von 8 ist hier gleich 5000°. Dieser Wert liegt zwischen dem des 
MnCl, und des Fe; dafiir liegt auch die héchste Curietemperatur zwischen 
beiden entsprechenden Werten, und zwar anscheinend bei etwa 650° abs. 
(MnBi). Eine Multiplikation dieses 8-Wertes mit 1400/450 ergibt ein 6 
von 11000°, das von dem fiir Eisen berechneten 8 immerhin auch nur um 
einen Faktor 2 abweicht. 

Welcher Wert dem Eisen wirklich zukommt, mu8 noch dahingestellt 
bleiben. Es erscheint ziemlich sicher, daB die GréBenordnung richtig ist, 
insbesondere wenn man bedenkt, da8 Eisen offenbar am steil aufsteigenden 
Anfangsast der Kurve liegt [12]. Auch Mangan selbst muB einen ahn- 
lich groBen Wert haben, so daB die Deutung des Ferromagnetismus des 
nitrierten Mangans [13] infolge Gitteraufweitung trotz gegenteiliger Ein- 
wande [14] noch nicht yollig von der Hand zu weisen ist; ebenso ist viel- 
leicht der Ferromagnetismus des hydrierten Mangans [15] und die bei 
Mangan-Selenid [10] beobachtete starke Abhangigkeit der Austausch- 
energie von kleinen Schwankungen der Zusammensetzung dadurch be- 
dingt. 
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‘Uber die Transformierbarkeit von Magnetisierungs- 
re _ kurven und die Temperaturabhangigkeit 
tds der Wechselfeldidealisierung”. 


Von F 

“y WaLtHer GERLACH und ANNEMARIE TEMESVARY in Miinchen. 
Mit 2 Abbildungen. 

(Eingegangen am 11. September 1947.) 


1. Es wirdeine Reihe von Beispielen mitgeteilt, inwelchen Neukurve, Hystereseol 
schleife und w-ideale Kurve im Bereich der irreversiblen Prozesse bei verschie- - 
denen Temperaturen und die Hystereseschleifen verschiedener Proben aufein 
ander reduzierbar sind, wenn als.reduzierte Feldkoordinate H/H, oder H/o; 
WAS benutzt wird; fiir die Transformierung der Kurven verschiedener Temperatur — 
Ran ist die auf Sattigung reduzierte Magnetisierung cos $ zu benutzen. 
ie , 2. Es werden Beispiele angegeben, in denen die Transformierbarkeit bei ver- 
schiedenen Temperaturen durch den gleichen Faktor auch die Anfangssuscepti -f 
eee bilitat mit umfaBt. 
eS 3. Die Annaherung an die Sattigung scheint nicht mit dem gleichen Faktor 
reduzierbar zu sein. 
4. Die Zunahme von cos $ durch Wechselfeldidealisierung, bezogen auf eeiche 
Ausgangszustande Cos $ ist streng unabhangig von der Temperatur. 
ip Der Zweck der Mitteilung ist, auf diese Priifungen hinzuweisen, da aus der 
dans Weiterverfolgung neue Einblicke in die Bedeutung der Brecxerschen GréBen — 
sg und Ze zu erwarten sind. Umgekehrt werden sich aus der Nichtgiiltigkeit de: 
Trf. z. B. bei den reduzierten Magnetisierungskurven verschiedener Tempera- 
turen Aussagen tiber Strukturanderungen sehr verschiedener Art ergeben. 


oe ’ 
Es wurde gefunden, daB in vielen Fallen die Magnetisierungskurven — 
J = { (H;) bei verschiedenenTemperaturen sich nahezu in eine gemein- 
same Kurve tiberfithren lassen, wenn als reduzierte Koordinaten (J/Jo0)7 = | 
= cost; und (H/H,)p eingefiihrt werden. Die wahren magnetischen 
Felder Hj, welche zur Erreichung des gleichen Cos = Wertes bei ver- 
: schiedenen Temperaturen 7,, T, erforderlich sind, verhalten sich also. 
eats. wie die Koerzitivkrifte bei diesen Temperaturen fp = Ar, : Aer. 
aE ce 2 Der Giiltigkeitsbereich dieser Transformierbarkeit (Trf) scheint nicht der 
ganze Bereich der (JH) = Kurve zu sein, sondern der, in welchem die_ 
ten 180° ==, also besonders die irreversiblen Prozesse iiberwiegen, Sie gilt. 
aber fiir Neukutve, Hystereseschleife und auch mit gleichem f (7) fiir die. 

i's wechselfeld- (W =): eslen Kurven, 
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d i ee ae ist auch, da Hed: a a 
aufhéren ae wenn. etwa bei héherer Temperatur die magnetische Textur, 
welche die Rechteckkurve liefert, verindert wiirde. Daraus ergibt sich 
allgemein, daB eine Nicht-Trf ein Zeichen dafiir i ist, daB die inneren Mate- 
rialbedingungen, welche die Koerzitivkraft und wohl allgemein die irre- 
_versiblen Vorgiinge liefern, sich qualitatiy mit der Temperatur findern. 
Tab. 1 gibt einige Zahlen von Trf-Faktoren, welche die angegebenen_. 
Kurven bei den angegebenen 7'/@-Werten ineinander transformieren, im 
Ber aleich mit dem Verhiltnis der Koerzitivkrafte von drei verschiedenen 
-Nickelproben (H, bei 11°: I. 5,6 Oe; IT. 20,1 Oe; ITI. 25,5 Oe). © = Curie- 
pempoatur). 


Tabelle 1. 
., Temperaturbereich in T/@ ; 0.44—0.60 " 0.44—0.76 

Probe I jungfr. Kurve . 2... | 1.20 
7 w-ideale Kurve .. . 1.18; 

oT a er eae 1.17 
Probe II | jungfr. Kurve . . ... ) 1.17 1.65 
5 | w-ideale Kurve . .. 1.16 1.63 

! 
2 ] paeeag eey 1.16, 1.62 


! 
Temperaturbereich in T/9 ) 0.5—0.6 | 0.6—0,7 | 07-08 | 0.8—0.9 | 0.9—0.95 


: | 
jungfr. Kurve/1.12+0.01 1.18 +0.06 1.28 +0.06) 1.51 +0.07 
Ct eat SA th > t.1s ete 2 1 1.60 


| | 
| ! I 


1.58 £0.07 
1.62 


Probe III 


> 


_ Messungen von R. Forrer? an tordiertem Nickel (Kurve mit groBem 
Sprung) zeigen ebenfalls die Trf z. B. zwischen 14,6° und 181,5° mit dem 
Faktor 1,5 —1,6 und f (7) = 1,5 —1,6. 

Bei héheren cos $-Werten (> 0,8) wird die Bestimmung des Trf-Faktors 
wegen des flachen Kurvenverlaufs sehr unsicher; es scheint aber auch hier 
eine reelle Anderung, also Nicht-Trf, einzutreten. Das wiirde heiBen, daB 
die bei verschiedenen Temperaturen zur Sattigung erforderlichen Feld- 

_starken sich nicht wie die entsprechenden Koerzitivfelder verhalten. Dies 

diirfte leicht verstindlich sein: die Eindrehung in die Sattigung hangt von 
amg anderen Faktoren wie der Ablauf der irreversiblen Prozesse ab. 

- Dagegen scheint die Anfangsmagnetisierung sich ebenfalls mit f (H/,) 

sformieren zu lassen, was fiir die Giiltigkeit der Beckerschen Bezie- 

_ 1¥Forrer, R.: Journ. Phys. (VII) 1, 49 his Eine genauere Auswertung 

der parvo ist nicht mdéglich. 


Ct hae 


hung (cos9/H), = 
(s. IID). 

Die Trf verlangt vor allem, daB die prozentuale Remanenz unabhangig 
von der Temperatur ist. Es diirfte gar nicht zu bezweifeln sein, daB diese 
Bedingung bis unmittelbar an die Curietemperatur heran erfillt ist, we 1 
nicht die Probe temperaturabhangige Anderungen der Qualitdt der den 
Magnetisierungsverlauf bedingenden GréBen, also von besonders Kryste 
energie und Spannungen erleidet. Messungen aus der Literatur und sehr ~ 
viele eigene Messungen lassen hieriiber keinen Zweifel zu’. Temperatur- _ 
unabhangige prozentuale wahre Remanenz bedeutet, daB die mittlere — 
Winkelverteilung der Vektoren in der Remanenz Cos $p, und damit die — 
Faktoren, welche dieselben bestimmen, unabhangig von der Temperatur 
sind. 
Wie an anderer Stelle? gezeigt wird, steigt H, von hochgesinterten. 

Nickelstaben bei der Abkiihlung von 7/0 = 0,5 auf 0,15 auf das drei- 
bis vierfache an; die Remanenz solcher Proben ist iiber 70°. Die Hysterese- 
schleifen sind in diesem 7/@-Gebiet mit dem H,-Verhiltnis exakt 
aufeinander transformierbar bis zu Cos = 0,7, die Einmiindung in die_ ‘ 


Sattigung aber bestimmt nicht; die Sattigungsfeldstarke wachst mit tiefer 
Temperatur sehr stark an. 


Il. 


Diese Trf hat die Konsequenz, daB der Betrag der Wechselfeldideali- 
slerung bei allen Temperaturen der gleiche ist. Dies wurde sorgfaltig ge 
priift und bestatigt gefunden. 

Die Wechselfeldidealisierung wird nach der Vorschrift von STEINHAUS 
und Gumitce® durchgefiihrt: die Probe wird unter der Wirkung eines — 
konstanten Gleichfeldes der Wirkung eines von groBer Amplitude 
langsam und kontinuierlich bis auf Null abnehmenden Wechselfeldes 


1 Hier sind besonders auch heranzuziehen unsere Versuche iiber die ,,ther- 
mische Idealisierung‘‘, in welchen u. a. gezeigt wird, daB die reduzierte wahre | 
Remanenz (R/ Joo)r bei Temperatursteigerung bis nahe an @ heran und folgende — 
Abkiithlung im Felde 4; = 0 nahezu konstant bleibt. Vgl. hierzu auch PERRIER, — 
A.u. G, BALAcHoswky: Arch. Sc. phys. et nat. Genéve (5 Pér) 2, 5 (1920); ferner 
viele in der magnetischen Literatur verstreut vorliegende Messungen. Ferner 
GerLaAcH, W. in Becker, R.: Probleme der technischen Magnetisierungskurven 
S. 141 (Abb. 15), Berlin: Springer 1938. Bei diesen Versuchen ist die prozentuale — 
Remanenz bei tiefen Temperaturen 2-3% zu hoch, weil /oo wegen der sehr groBen 
Harte nur auf 2-3% erreicht wurde; fiir die Berechnung wurde der gemessene 
Maximalwert von / benutzt, s. W. Gertacn u. A. Temesvary Ber. bayr. Akad. 
d. Wiss. 1948 im Druck (vorgelegt 9. I, 1948). 

* Gertacn, W.: Magnetische und elektrische Untersuchungen an gesintertem 
Carbonylnickel. ZS. f. Metallkunde 1948 Maiheft. > 

® Sterynaus, W. u. E. Gumiien: Verh. d. D. Phys. Ges. 17, 369 (1915). 
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unterworfen. Hierzu dient ein nach Gumuicn und Rocowskt gebauter 
Abmagnetisierungstransformator mit 50 Hz. Es wurde auf méglichst gut 
sinusférmigen Wechselstrom geachtet. Die Ausgangszustinde ftir die 
Wechselfeldidealisierung sind J-Werte der jungfraulichen Kurve der sorg- 
faltig abmagnetisierten Proben. 

Gemessen wurde die jungfriuliche Kurve von zwei wesentlich ver- 

_schiedenen Nickelproben bei 11°, 100° und 200°C und die Zunahme 
der Magnetisierung durch die vollstiindige Wechselfeldidealisierung. 

Die Heizung erfolgte mit Gleichstrom oder Wechselstrom in einem 

_ genau bifilar gewickelten Ofen; es wurde peinlich bei allen Temperaturen 
gepriift, da8 der Ofen selbst kein Gleich- oder Wechselfeld erzeugte. Kon- 
trollmessungen wurden bei 100°C mit Dampfheizung gemacht. Das 
Spulenfeld war langs der Probe auf weniger als 1° homogen. Probe und 
Feldspule mit der Abziehvorrichtung zur J-Messung waren auf getrennten 

_ Sockeln montiert, so daB die Erschiitterung beim Abziehen der Induktions- 
spule keine Anderung der Magnetisierung gab. 

Statt der Magnetisierungswerte J; werden die Werte (J/J,g) = GOS Dp 

_ gegeben, d.h. die auf gleiche spontane Magnetisierung reduzierten Werte 
bei den MeBtemperaturen; diese ,,c0s $-Werte“ sind also auf die mit der 
Temperatur sich andernde GréBe der Molekularmomente korrigiert und 
geben daher ein unmittelbares Maf8 fiir die mittlere Verteilung ihrer Ein- 
stellung und deren Anderung durch die Idealisierung — beides fiir die ver- 
schiedenen MeBStemperaturen. 

Die im konstanten a4uBeren Feld H, gemessenen Werte werden auf 
konstantes inneres (wahres) Feld H; geschert. Die Probe I war ein gezogener 
Nickeldraht mit der Koerzitivkraft H,,—= 20,1 Oe, die Probe II ein getem- 
perter Draht von der gleichen Fabrikation mit H,—= 5,6 Oe bei 11°C. 
Der vakuumgeschmolzene Draht, von Heraeus-Vakuumschmelze freund- 
lichst angefertigt, hatte einen Bearbeitungszusatz von etwa 0,59 Mn. 

Als Jog = Werte (Tab. 2) sind gemessen (T/© auf die Curietemperatur 
reduzierte absolute Temperatur) : 


Tabelle 2. 


Temp. °C To Jeot | cos Oy 
| 
A SOM rhe ote eg a) te J eS 
11° 0,45 5115)" * | 1 
100° 0,62 48] 1 
200° | 0,79 420 | 1 


Probe I verhilt sich bei der Idealisierung in kleinen Gleichfeldern bei 
allen Temperaturen ,,normal‘, d.h. die ideale Kurve in Abhangigkeit 
von dem wahren inneren Felde J/,4= / (H;) aufgetragen, steigt bis zu 


cos & = 0,15 senkrecht an Cae Ee = Ngo 
1A bis zu H, =~7 Oe). ; 
3; Probe II war nicht ,,véllig wechselfeld-idealisierbar‘‘; Jjqg beginnt zwar 
ebenfalls proportional mit H,; die gescherte Kurve steigt aber nicht ganz 
senkrecht an, und zwar bei 11° C’ mit gréBerem Winkel gegen die 

Achse als bei 100° C. Allerdings betragt dieser Winkel nur noch 0,002. 
Oe/CGS bei 100° C und 0,004 Oe/CGS bei 11° C, bei einem oT 
Entmagnetisierungsfaktor Ngeom = 0,01091. “ 


Ergebnisse. Abb. 1 zeigt die Anfangsteile der cos ® = f (H;) Kurven fiir — 
Probe I und verschiedene Temperaturen; die unteren Kurven sind die jung- 


Neukurven 
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Abb. 1. Neukurven und wechselfeld-ideale a hig 11°, 100° und 200° C. Hartes Nickel, 


cr = 20,4 


fritulichen, die oberen die wechselfeldidealen Kurven. Man erkennt, daB | 
die cos $-Zunahme bei gleichem H; durch den IdealisierungsprozeB um so _ 
kleiner ist, je hGher die Versuchstemperatur ist. 


Bezieht man aber’ den Idealisierungsbetrag A tos 9, auf die jeweilige — 
Ausgangsmagnetisierung des jungfraulichen Magnetisierungszustandes _ 
COS Yo,z, SO ergibt sich ein eindeutiger Zusammenhang. Tab. 3 gibt ein 
Zahlenbeispiel fiir Probe I, Abb. 2 samtliche Messungen an beiden Proben. 


* Die Probe hat also einen, mit zunehmender Temperatur abnehmenden 
,inneren Entmagnetisierungsfaktor NVj;‘‘, so daB Nett = Ngeom + Nj. 


‘ 


*Tabelte Cee gS 
| oy cos Bia, | A cos > : 
« a /) 
1° 13,2 | 0,078 | os - 0,294 7) pie 
— 100° 11,0 | 0,078 0,370 0,292 0,294 +; 
*- 200° 7,8 0.078 0,373. — 0,295 
; | - ‘ 
y 21° 265 | 0,300 | 0,445 0,145 
~ 100° 22,8 0,300 | 0,443 — 0,143 0,143 
200° | 15,9 0,300 — 0,442 ; 0,142 
| - 
_ ow - a f } ‘ 
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BR 
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‘ cos Vy engi 
Abb. 2. W = Idealisierungsbetrag 4 cos # in Abhiangigkeit vom Ausgangszustand COs ¥p. 
Le I hartes Nickel ©11°; x 100°; 200°C 
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ford Betrag der Wechsel ae 1g hdng > Probe also 1 
von der Winkelverteilung der Vektoren im Yew ‘. wae g 
durch welches Gleichfeld und bei welcher Tenperatur diese erzeugt wurde; er 
ist bei weichen Proben gr6Ber als bei harten. Das Maximum der identi er- 
barkeit liegt bei dem cos %) = Ausgangswert, bei welchem der Ausgangs 
zustand die groéBte differentielle Suszeptibilitat hat. « 


Oberhalb einer jungfraulichen Magnetisierung von tos } =0,8 bis 0,9 9 
verschwindet bei allen Temperaturen jede Wechselfeldidealisierung. 


Fiir Cos 99,» 0 wird der A-Wert einer durch Wechselfeld vollstandig 
idealisierbaren Probe (wie I) gleich dem Cos %jq,- Wert, bis zu dei 
die wechselfeldideale Kurve senkrecht ansteigt ; bei nicht vollstandig ideali- — 
sierbarer Probe (wie II) geht A gegen Null. ' 


Ill. 


Die Temperaturabhangigkeit von Anfangsmagnetisierung 
und Koerzitivkraft. 


Die Anfangsmagnetisierung nimmt mit steigender Temperatur erst 
langsam, dann kurz vor @ stark zu und fallt gegen © auf Null ab. Redu-_ 
ziert man die x,-Werte auf konstante Magnetisierung, so steigt 


mit steigender Temperatur so lange an, als tiberhaupt ein Wert der spon-_ 
tanen Magnetisierung (d. h. eine Sattigung) definierbar ist. Multipliziert. 
man diesen Wert mit H,p, so erhalt man ein mit der Temperatur wenig 
und unsystematisch schwankendes Produkt, welches in Anbetracht der 
groBen Anderungen von (x,//) — bis zu 1:20 — und von H, — bis zu 10:1 -— | 
als konstant angesehen werden darf. Fiir die absolute Bestimmung der 
Konstanten wurden keine Unterlagen gefunden, da H, in den Fallen, in 
denen x, = f(T) gemessen wurde, nicht angegeben ist ; man muBte deshalb 
die reduzierten Werte nehmen, deren Temperaturabhanigkeit aber eine — 
generelle Funktion ist. Es seien einige Werte gegeben. ; 7 
Nach R. Beckers Formeln ist fiir isotrope Spannungsverteilung und 
reine Drehprozesse und uriter der Annahme, daB gleiche 6; sowohl H, wie 


x, bedingen, das Produkt r+ H, = 4 P-- Fiir p, (Ni) folgt also temperatur-_ 
unabhingig ein Wert von 0,1-— 0,2. 2 
H 

litaten ebenfalls mit dem Reduktionsfaktor fp = H 


Die Konstanz von (rs oo ae). bedeutet, daB die Anfangssuszeptibi- — 


cy '4,, aufeinander — 
a 2 ‘ 
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Tabelle 4. 
Ni ® (© = 342° C) 


; t | 
t=0° | 50° | 100° | 150° | 200° 200° | 300° | 320°C 
10°x rH, = 6.6 | 69 7,0 6,8 S68 Ah 6,0 - | 6661 6 6S 


Ni p) « (© = 352°C) 
re Se ie ee eee 6 eee rt 
| | 


= 0° 100° 150° 200°: 4 250° 300° | 320° 
10°xr "He, =8,2*)| 20 21,7 21 | 20 orate Ae Gr | 19 
| 


= 11x)) — Se ES ee pak Bs oe a 


| | 


10?x 7+ Ho, | | 


i 
Fe 2 (@ = 785° C) 
Oo ee ee a ee ee ee ot 
#=0° | 200°| 400°| 500° | 600° | 700°t 750°C | 
re Ae. = 200° 170 217 7 213° | 211 297 |420~x x)| 


_Bemerkungen zur Tabelle: 


a) Messung G. Scnarrr, ZS. Phys. 97, 80 (1936). H, ist ungefahr 7 Oe. 

b) c) Messung G. TuresseN, Ann. d. Phys. 38, 153 (1940), zwei Proben. Die 
mit (x) bezeichneten Werte fallen deshalb heraus, weil diese Proben unter 100° C 
einen ganz anormalen, sonst nie beobachteten Abfall von x, zeigen. Dieser zeigt, 
daB die inneren, die Anfangsmagnetisierung liefernden Vorgange bei tiefer 
Temperatur anderer Art sind als bei héherer Temperatur; dies schlieBt auch 
THIESSEN aus anderen Erscheinungen fiir 0-100° C. ; 

d) Messung von Hopkinson bei 0,075 Oe; es ist nicht zu ersehen, ob bei 750° 
das Feld noch gentigend klein war. AuBerdem ist © unsicher und damit die zur 
Reduktion erforderliche Magnetisierung > 700° C (*). 


transformierbar sind. DaB bei THIESsENS Messungen die Trf unter 100° 
nicht gilt, zeigt, daB hier andere Elementarvorgange maBgeblichen Anteil 
an x, haben, oder daB H, nach tieferen Temperaturen hin eine andere 
T-Abhangigkeit zeigt!. Es mu8 bemerkt werden, daB die hier aufgezeich- 
nete Beziehung bisher nur an relativ harten Proben mit x, <10 bei 15° C 
gepriift werden kann; entsprechende Messungen an weichen und beson- 
ders an rekrystallisierten Proben werden wir jetzt ausfiihren;. bei 15° finden 
wir fiir letztere Proben p,-Werte bis herab zu 0,05. 


IV. 
Die Transformierbarkeit der (Cos 9, H)-Kurven verschiedener 
Nickelproben aufeinander. 
Auch diese Trf sollte erfiillt sein, wenn die zu vergleichenden Proben sich 
beziiglich der charakterisierenden GroBen nur quantitativ unterscheiden. 


1 Uber solche Falle mit zunehmender und abnehmender /, unter 7/0 =0,5 
s. GERLACH, W.: ,,Die Temperaturabhangigkeit ferromagnetischer GréfBen‘. 


Metallforschung, II. 275. (1947) 
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Wir haben hierzu genre a oh pees n i dex Titetetan 0 i 
Angaben dariiber enthalten. So weist Kersten? darauf hin, daB zwe 
Hystereseschleifen, die bei sehr verschiedenem Reckgrad aufgenomr en 
wurden, im Gebiet der irreversiblen Prozesse sich ziemlich naéhern, wenn 
ean als Abszisse statt H der Quotient H/o; aufgetragen wird (@ = innere 
Spannung berechnet aus %,); ¢; ist aber ungefdhr? proportional zu A. 
so daB sogar der gleiche Trf-Faktor wie bei der Gc megs 
4 liegen wiirde. wa 


Besser begriindet ist eine andere Beziehung. H. Biren? hat aus Ni- 
Messungen von S. VELAJos? errechnet, daf die Feldstarke H,,, bei welc er 
das Suszeptibilitatsmaximum auftritt, mit der aus x, berechneten GroBe — 
o; durch die Beziehung H,, = 4,05 X 6; verbunden ist; die o;-Werte v 2 
den durch plastischen Langsdruck oder Tempern variiert. Das Verhaltnis 
H,» 2 H, ist gleich 1,55, unabhangig von der GréBe von g;. Auch bei die- | 
sen verschiedenen Probezustanden aa also fiir einen ganz charakteristi 
schen Wert der Hysteresekurve-f = H,,/H,,.. Wahrscheinlich ist die ent- 
scheidende GréBe, welche bei Erfiillung der Trf konstant sein muB, der’ 
BeckeErsche Faktor p,. / 


. O. Bunt, dem ich fiir die Uberlassung seiner Zahlen danke, hat 
gegliihte und gereckte Zustinde das gleiche Verhaltnis wie VELAsos nim- — 
lich H,,:H, = 1,51 gefunden. Wurde aber H,,, unter wirkendem Langszug 
a4 gemessen, so ergab sich H,,:H, = 3,2, isi etwa der doppelte Wert, 
es aber ein konstanter ‘Transformatianstaiton fiir alle Proben unter | 
Langszug von 2 bis 12 kg X mm~?. Hier ist H, streng proportional 
ZU Gg. ‘ 


PY 


Z. Zt. Bonn, Physikalisches Institut der Universitat. 


~ bps September 1947. i 
Stein! 

+e ae 

ie ; Zusatz bei der Korrektur. (6. 6. 1948) 

ire Herr W. JELLINGHAUS stellte mir bei einer Diskussion tiber die Trans-_ 
Rey Se formierbarkeit eine MeBreihe aus seinem Protokoll iiber die Temperatur- ; 


abhingigkeit der Hystereseschleifen eines (23,4% Ni, 13,4% Al)-Stahls_ 


1 
oa ‘ . 
ar mittlerer Ausscheidungshartung zur Verfiigung. Es wurden zwischen — 
BA — 
+3 ’ : 
; Fe ; 1 Kersten, M.: ZS. f. Phys. 71, 375 u. Abb. 15 (1931). oS 
he 8 2 In allen von uns untersuchten Fallen gilt allerdings diese Proportionalitat 
over. nicht streng. Fir kleinere oj-Werte finden wir 4, = « X (6; — Gj,); Oj, ist meist 
mes 1 bis 2 kg pro qmm. Fiir groBe oj ist die Proportionalitat manchmal als An-_ 
yA. niherungsgesetz erfiillt. : 
fe ® Birten, H.: ZS. f. Phys. 116, 349 (1940). (6; in kg mm-2), a 
aS hind 2 ham S.: ZS. f, Phys. 116, 340 (1940). ‘ 
ae ° Bunt, O.: Habilit.-Schrift Miinchen 1945; noch nicht veréffentlicht. 
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at, © e zum Marnetlisee 1 
eigenen und absteigenden Hystereseas fiihren, und “die Coen ; 


obs 


70 


—0.6L.) — 0.61 = AURIP  ey 


Hoe | +210 |°+200 | +442 | +450 | +430 | ‘+88 

Ep —130 | —109 | — 90 | — 80 | — 67 |. —85 
RE wy, 1.18 | 0.95 445 | 4.48 1.25 
B= HiBe |) 99 “| — 9:68 | —0.60 


‘Die F-Werte sind in "Aitbetvarkt des weiten Bereichs als reettt gut nctade 
zu bezeichnen. $ 
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Zur Strahlungsdampfung des Oszillators*.  _ 


Von ; me 


i 


Hans BAveER und J. Hans D. JeEnsEN, Hannover. 


a 


(Eingegangen am 11. September 1947.) 


and 


ee, Die Briocusche These iiber das Zusammenbleiben des SCHROEDINGERschen 
ey Wellenpakets aus Oszillatoreigenfunktionen, auch bei der Beriicksichtigung d or 
Ausstrahlung, wird einfach bewiesen und diskutiert. ~e 


Einleitung und Zusammenfassung. In einer seiner ersten Arbeiten zut 

* Wellenmechanik! zeigte ScHROEDINGER, daf man aus den Eigenfunktionen — 

eines harmonischen Oszillators-ein Wellenpaket aufbauen kann, das im ~ 
Laufe der Zeit nicht zerflieBt und dessen Schwerpunkt gerade die klassi 

sche Bewegung des Oszillators ausfiihrt. In einer Seminardiskussion wurde 

bei uns die Frage aufgeworfen, ob bei Beriicksichtigung der" Ausstrahlung 

5 ' die ,,statistisch’‘ erfolgenden Quantenspriinge ein ZerflieBen des Wellen- 

paketes verursachen. Die Durchrechnung des Problems ergab dann, dab 

auch in diesem Falle das Paket beisammenbleibt und daB sein Schwer- 

punkt nun die klassische Bewegung eines gedampften Oszillators aus- 

fiihrt, sofern man die Ausstrahlung als reine Dipolstraklung behandeln 

kann. 

Wir erfuhren spater, daB BLocn? schon frither zum gleichen Ergebnis — 

gekommen war, trotzdem erschien es uns niitzlich, unsere Rechnungen 

kurz mitzuteilen, weil die BLocuschen Methoden sich in manchen Punkten 

vereinfachen lieSen, vor allem durch das Rechenverfahren von Wetss-_ 

KOPF und WIGNER? ersetzten, das fiir den Oszillator eine geschlossene 

Lésung liefert. 4 


* 


§ 1. Das Schroedingersche Wellenpaket*. Aus den auf 1 normierten Her 
miteschen Orthogonalfunkticnen (einschlieBlich Zeitfaktor) 


(1) 
a, __ (ax)* ' 


—. 4 —(n+5)ime re 
2, (vt, = |) goog " #, (a2) e » mit «= Vs 


* Richard Becker zum 60. Geburtstag gewidmet. 

} SCHROEDINGER, E.: Naturwissensch. 14, 664 (1926). - 

? * Biocu, F.: Phys. ZS. 29, 58 (1928). : 
* Weisskopr, V. u. E. Wiener: ZS, f. Phys. 63, 54 (1930); 65, 18 (1930); a3 

ae ‘ Das Paket stellt einen Oszillator dar, der fiir ¢= 0 sich im Grundzustand 

; ‘ befand und bei ¢ = 0 in ein homogenes Kraftfeld gebracht wurde. ‘te 


% 


Y ee > 6, ®,, (2, 0); 


mit zeitunabhingigen reellen Koeffizienten Cp, deren Quadrate eine Pois- 
sonverteilung bilden: 

, ir Kat oll 
Fs 2 (x zx \2n . 


wobei 2 beliebig gewahlt werden kann. 


Cog Hilfe der erzeugenden Funktion der Hermiteschen Polynome zeigt 
n dann unmittelbar!, daB | ‘¥ (z,t) |? eine Gausssche Glockenkurve um 
einen zeitabhangigen Schwerpunkt darstellt: 


ys ’ i bs t) ip — ve ee (X— Xo COS wt)? | (4) 


—" 


Die Offnungsbreite der Glockenkurve entspricht der des Eigenfunktions- 
quadrates des Oszillators im Grundzustand; sie ist unabhingig von der 
klassischen Amplitude 29. 

ar 2. Ausstrahlung. Die Strahlungstheorie gibt in zweiter Nalieuine eine 
schauliche Gleichung fiir die Veranderlichkeit der nunmehr zeitab- 
igen peer A beh quadiae 


< d bal | \2 

ae te P=—|e,P- 37 |W. am +X | em! (Wea (5) 
’ : mon 
4 Vel. FuBnote 1, Gleichung (6). Die Linearkombination 


ye Pete —F fax)? +7 =o Loot} peal gi % hs 
YW (x 4 CS ae . - - haat Hi, (% x) 
‘last sich mit Hilfe der erzeugenden Funktion 


¥ , sae 
is a ee ee =f H,, (é) 


mer eedcts in 


¥ Pest) 


Bye: 


: ‘ A 
ea. a (x— x9 cos Wot)? z {ot + a? roSin wot - (x —_ ry COS Oo t)} 
. é . 


Sei Roe eh: 
‘ worin |Wrym 2 die aus den peepee : 
: gangswahrscheinlichkeiten. sind. Das erste Glied eich ~Fechtet SSe De 
~ schreibt die Abnahme der Besetzungswahrscheinlichkeit des n-ten Ni- 
veaus, durch Ubergiange in tiefere Niveaus, das zweite Glied dagegen die 
Auffiillung des n-ten Niveaus durch Ubergange aus héheren. Mit den Au S- 


es. strahlungsmatrizen des harmonischen Oszillators?: 
/ 


3 a 
ke ais |Wratnl = 7: (4-+4), mit y= > Ts Oh 


|W 


\2 
nN, n—1 | 


und allen anderen W,, ,, = 0 vereinfacht sich (5) zu: 


. 


1 d\c,? ol 
ap = MN flags P— | On 2 ic 
: Eine Lésung des Gleichungssystems (7) ist gerade die Schroedingers sche 


Koeffizientenfolge (3) mit zeitabhangigem 29: 


3 


wie man durch Differenzieren unmittelbar nachweist. + ist die klassische 
Dampfungskonstante des Oszillators. Wenn sich nun noch zeigen 1aBt, 
daB die Koeffizienten ¢, (tf) nicht nur der Differentialgleichung (7) ge 
niigen, sondern auferdem reell bleiben, so ist damit der Beweis fiir die 
es in der Einleitung aufgestellte Behauptung erbracht. Die Realitatsforde- 
rung, bzw. die Forderung, daf alle c, einen gemeinsamen von n unab- >. 
hangigen Phasenfaktor besitzen miissen, ist allerdings eine wesentlich a 
Voraussetzung fiir die Moglichkeit, das Wellenpaket (2) in der bei ) 
angegebenen Weise zu summieren, also auch fiir das ,, Beisammenbleiben 
ag" des Pakets. Es war diese Frage des Realitatsnachweises, die uns ver 
- anlaBte, das Problem nach der Methode von WeEISSKoPF und WIGNER | zn ; 

_ behandeln, die gerade im Falle des Oszillators eine ise Lésu 
; der Gleichungen gestattet. 


§ 3. Strenge Berechnung der Kopplung mit dem Strahlungsfeld. Das Sy- 

; stem ,,Oszillators plus Strahlungsfeld‘‘ kann beschrieben werden durch 
eine Zustandsfunktion ¥ der Oszillatorkoordinate x und der Amplituden. 

q, der Fourierkomponenten des Strahlungsfeldes. Der Index s soll den 

m4 Wellenyektor f, und die Polarisationsrichtung ¢, der Fourierkomponenten 
charakterisieren. ‘¥ liBt sich als Linearkombination schreiben at: 


d ~i ie 
(a 045 a « sie Dt 2a (n,-. +) ®, (x,t) 1 ®y, Gt) 9) 
n lVe. a 


* eo = Ladung, mg = Masse des Oszillators, c = Lichtgeschwindigkeit. » 


. ane 
nyc Ng: Se si 


; hath der Diracschen Strahlungstheorie (vgl. § 4) ein System linearer 
Differentialgleichungen fiir ihre Zeitabhangigkeit. Die Eigenfunktionen 
: und ® seien normiert und orthogonal: 


[I¥P-da-...dg,-..=4 (11) 
for@e,@de =3,, (a) 
J PX, 9s) Ou, (G5) 495 = ON. Me" (11 b) 


Die Normierung (n) gilt wegen der Hermitezitat der Kopplung fiir jeden 
beliebigen Zeitpunkt. Als Wahrscheinlichkeit, bei beliebigem Zustand des 
Strahlungsfeldes fiir die Oszillatorkoordinate den Wert x zu finden, ergibt 
sich bei Beriicksichtigung der Orthogonalitatsrelationen: . 

: (13) 


We) = fr Pdg,..d sie (Dan... g-c+7t) D, (v, 1) 


Zu summieren ist tiber alle mGglihen Kombinationen der Zahlenwerte N sf 
Im folgenden Paragraphen werden wir zeigen, daB sich — gerade fiir 


den harmonischen QOszillator —, die Abhangigkeit von den Quantennum- | 


_merm 7 und den flestauparahion des Strahlungsfeldes N, durch folgenden 
satz separieren laBt: 


Big ON 3) ay SbepaiNcre ye, AIS) 


“gassed Fiir die Méglichkeit der Separation ist es tenia: daB die 
Abhangigkeit von n gerade durch die Poissonverteilung gegeben ist. In 
(13) laBt sich deshalb die Summationsreihenfolge umtauschen: 


9 | oe ; (15) 
SAT ote] - Pacer 


EG 
und aus der Normierung Jw (@, t) dx = 1, sowie (11a) ergibt sich schifea- 
, 


3 lich, daB der Faktor: 


F. Boar. SEB GN 32058) | = exp Pee orig! | (16) 
- t wo Ngees 


d -zeitunabhingig: die Da cggictnine der Seu 


- wobei der- Faktor b nur von den Besetzungszahlen V, und der Zeit ab- _ 


’ pret ; 
sein mub, so ianeers die Ortsab ngigkeit, « uc 
gemaB. (2) durch 


W (2,t) = &?. Sc, ()O, (x,t) — 


darstellen kénnen, mit ¢,, nach (3) und (8). Der gemeinsame Phasenfa 
ei?) wird nicht explizit berechnet, ist aber auch physikalisch uninteressa 

Hervorgehoben sei, daB (2*) die Bewegung des Oszillators beschreili t 
nur bei Beschrankung auf reine Dipolstrahlung ; bei Mitnahme der 
Quadrupol- und héheren Glieder ist uns eine derartige .,Entflechtung’* 
von Bewegungszustand und Strahlungsfeld nicht gelungen, und wir 
mochten vermuten, daB dann auch ein ZerflieBen des Ortswahrscheinlich- 
keitspaketes eintritt. 

Immerhin erscheint es uns beachtlich, daB — wenn wir die Dipolstrab- 
lung als strengen Ausdruck der Wechselwirkung ansehen —, die beschrie- 
bene ,,Zustandsfolge‘‘ von Oszillator und Strahlungsfeld ,,nicht-ergodisch* 
ist: der Oszillator geht asymptotisch in den Grundzustand iiber und im 
Felde herrschen solche Phasenbeziehungen, da8 der Oszillator nicht. 
wieder angeregt wird. ; 

§ 4. Exakte Lésung der Differentialgleichung fiir die Wechselwirkung m 
dem Strahlungsfeld. Wir beschranken uns auf reine Dipolstrahlung 
auf das im Vektorpotential lineare Glied der Kopplungsenergie. Dann 
lautet das Gleichungssystem fiir die Anregungskoeffizienten!: 
a(n,...N,...,) = 


8 


=— SF, Vn- VN. +1 et (%e—o,)t -a(n—41, ...,NV, + d,; ee) 
k 2 

+ SF, Vn $1 YN, &— Cala +4, .... Ni —8,,, «tye 
“ 


wobei die GrdBen in den Faktoren: oJ J 


=. _ 
> a 
die folgende Bedeutung haben: $, = Winkel zwischen Oszillatororientie- 
rung -und Ausbreitungsvektor der k-ten Fourierkomponente, e¢, und m 


1 Vgl. z.B. Wentze1, G.: Handbuch der Physik 24, II, Seite 740 ff. Die 
Zusatzterme , " 


2 F, : fe! (@_ + m9) t Vn V Np - a(n—i,..., N, = 
zt 
ENUF RAT VN +1 a(n +1,... 
welche keine Resonnanznenner liefern und deshalb auch fiir beliebig lange 


Zeiten die Lésungen beliebig wenig beeinflussen, haben wir, wie iiblich, fort- 
gelassen; vgl. auch Weisskopr und Wiener (I. c.). \ 


‘mp pion 
/ des Oszilla ee , Q= Volumen. des undgebie Bn o 
n die pie islegcne des Feldes vorgenommen worden ist. SA 
Wir fithren jetzt den Ansatz (14) in das Gleichungssystem (17) ein. Wenn 
wir noch zur nn Sees a's 


Y 
. ch i(o,—«)t fe, 
ne uy,(t)=F,e e (18) 
‘ hreiben, so erhalten wir: 
2 (19): am 
as SPY NFL of (00... Ny+3 | eS oe ee 9 
ae, c : rN, neve) —y O(..- Ne. = 


nVWVo V Np 04 (0B oes Ny Bye ory — Ge Osyth 
4 p k 2 


darin kénnen wir die rechte Seite fiir sich zum Verschwinden bringen, wenn : 
mo tir b(...,.N ..., ) die folgende Lésung wahlen!: 


| az? v_(t)—v,(0) 
P b sees N yp oteee t a wal —— 5 - a 
( ;: ) ll VNA | V2 % + ifo,—a,) 


Die linke Seite von (19) verschwindet dann ebenfalls, wenn: 


Pram) RUN) Our (21) 


k = tt (a, — ) 


Ns 


(20) 


also von der Zeit unabhangig ist. Diese Summation ist bei WEISSKOPF 
und WicNEr (1. c.) durchgefiihrt; Gl. (21) ist in der Tat erfiillt, wenn fiir 
¥ die klassische Dampfungskonstante, vgl. (8), gesetzt wird. 


> 
, 


Herrn R. Becker danken wir fiir manche anregende Diskussion tiber 
~-yerwandte Probleme. 


. Hannover, Institut fiir theoretische Physik der Techn. Hochschule, 
August 1947. 


1 Man konstruiert sukzessive das Lésungssystem folgendermaBen: 
ey he rc PP he oe we he kee < wenn alle V, = 0 


+ 


x xy id: (t) — 2, (0) wenn alle V,=0, auBer eine — 


. , V2 z + i(w, — 9) einzigen WV, = 1 

’ 

¥ 1 “rR Up (6) —%, (0) Nz wenn alle V, = 0, 
2 ir: V Nn! V2 x auBer einem ein- 
: Np! + 1 (w@;, — @) zigen Vp 21 


_ und schlieBlich die in (20) angegebene Form, falls mehrere 1; + 0. 
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Lut Theorie der Verfestigung durch | 
plastische Deformation*. | 
Von 
G. MAsING. 


(Mitteilung aus dem Institut fiir allgemeine Metallkunde Gottingen.) } 
(Eingegangen am 15. September 1947.) 
Mit 8 Abbildungen. 


¥ Inhaltsangabe. 


. Bildung und Wanderung-von Versetzungen. Erérterung der Theorie der Se 
festigung von G.I. Taytor. Berechnung des Schubmoduls. Ansatz von N.. 
Mort. Versuch der Erklarung der Verfestigung durch Erschwerung ihrer 

‘ derung infolge Eigenspannungen. 


i. ta 
R. Becker! hat bekanntlich zuerst die Arrheniussche Beziehung auf die — 


Translation angewandt und so fiir die Wahrscheinlichkeit W des Zu-— 
standekommens des Elementarschrittes der Gleitung die Formel 


aime (2S eye ete AT fe 


y.8Ger ~2GkT =, RT| eer 
W=ke =ke e/ —ke £ 


erhalten. Hier ist V das Volumen, in dem das Elementarereignis = 
abspielt, t, die von aufen angelegte Spannung, +, der Spannungsw 
auf den t, durch thermische Schwankungen erhdht werden muB, dumit , 
ein Gleitschritt stattfindet, und G der Schubmodul. Der Ausdruck im Ex- 
ponenten vor der dimensionslosen Klammer ist die elastische Energie im 
Volumen V unter der Voraussetzung, daB bis zur Spannung 7 das Hook 
sche Gesetz gilt, dividiert durch AT. 

R. Becker hat fiir den Elementarschritt der Translation keine kon 
kretere Vorstellung entwickelt. Nachdem durch G, J. TayLor? und M 
Potanyi® hierfiir das Bild der Entstehung oder Wanderung einer er Ver- 


* Richard Becker zum 60. Geburtstag gewidmet. 9 


} Becker, R.: Phys. ZS, 26, 919 (1925); ZS. f. techn. Phys. 7, 547 (1926). 


2 TAYLOR, Colas Proc. Roy. Soc. A 145, 363, 388 (1934) ZS. f. Krist. 
383 (1934). 


® Poanyi, M.: ZS. f. Phys. 89, 660 (1934). 


% Pare) vice e pan 
: dislocation) | Eee ee: s einer pte bei der 
halb und unterhalb einer Gleitebene auf einer kurzen Strecke ein inte 
Baustein zu viel oder zu wenig liegt (Abb. 4), hat vor allen Dingen WIG 
Burcers! diese Vorstellung mit dem Ansatz von R. Becker in Verbin- # 
dung gebracht. Das ist die heute wohl allgemein ced eae 


anerkannte Basis fiir die Behandlung der Atomistik positive Versetzung we 
der Translation. Bei einer eingehenderen Erérterung Sere Es te ea : 
der Beziehung (1) fiir die verschiedenen Metalle %. . . 6 « oe 
de vor allen Dingen von E. Ornowan? hervor- Px rary 2 iis of 
rehoben, daB, wenn fiir +, die kritische Schub- eee ere 
festigkeit angecstzt wird, die zur Einleitung der b Se TY 2 Sea. 
anslation in einem idealen ungestérten Gitter isla Dark Vis, thes 
erforderlich ist, +, 100 bis 1000mal so groB wie negative Versetzung : ee 
die technischen Spannungen 7, ist, was mit Gl. (1) hbvta wid. he 


zu einem Widerspruch mit der Erfahrung fihrt. 
Um ihn zu beheben, mu8 +, mit einem Faktor g in der GréBenordnung 
100 bis 1000 maaletptisiort werden. Wir erhalten so ais Beziehung 


U 1 IT, \? 
W=ke Ante. ) | 
ie mC) 
} ; : : a 
_ In dieser Form ist die BeckErsche Beziehung im AnschluB an E. ORo- 
WAN vor allen Dingen von A. Kocuenpérrer? sehr eingehend behandelt 
worden. q faBt man hierbei als eine Art ,,Kerbwirkungsfaktor“ auf, der a 
im Kerbgrunde die Spannung +, vervielfaltigt. Man nimmt deshalb an, 
dab eine Versetzung an einer Fehlstelle (etwa an einer Mosaikblockgrenze) 
des Gitters entsteht. Damit ist klar, daB (2) in dieser Art vor allen Dingen 
auf die Entstehung und weniger auf die Wanderung der Versetzungen an- 
-zuwenden ist. A. KocHENDORFER steht auch konsequenterweise auf dem - 
Standpunkt, daB normalerweise die Bildung der Versetzungen, als der Vor- 
gang mit der weit hdheren Aktivierungsenergie, als der langsamste Teil- 
“yorgang die Geschwindigkeit der Translation bestimmt, und nicht ihre 
Wanderung. Demgegeniiber hat man in England mehr Aufmerksamkeit 
der Wanderung der Versetzungen geschenkt. G. I. Taytor hat die Ver- 
festigung auf eine Erschwerung der Wanderung von bei der Deformation 


L Burcers, W.G. in R. Houwink: Elastizitat, Plastizitat und Struktur der 
-Materie, Kap. 5. Leipzig 1938. Rekristallisation, Verformter Zustand und Erho- 
lung, Akad. Verl.-Ges. Leipzig 1941, im Handbuch der Metallphysik von G, 


-Masine. 
2 Ornowan, E.: ZS. f. Phys. 89, 605 (1934); 97, 573 (1935); 98, 382 (1936); 


102, 112 (1936). 
3 Kocuenporrer, A.: Plastische Eigenschaften von Kristallen und metalli- 


schen Werkstotten., Berlin: J. Springer 1941. y 
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Mechanismus stets in geniigender Menge am Rande der Mosaikblécke ge 
bildet werden und daB die Geschwindigkeit der Translation in erster_ 
Linie durch ihre Wanderungsgeschwindigkeit bestimmt wird. Auch die~ 
Verfestigung wird, wenn auch anders als bei G. I. Taytor, auf die Er- 
schwerung ihrer Wanderung zuriickgefiihrt. 
Im folgenden soll zu diesen beiden Ansatzen Stellung genommen we 


den. 


2. 


ie Die Erérterung der Gl. (2) auf der Basis von OROWAN-KOCHENDORFER 
ey macht nicht unerhebliche Schwierigkeiten. Es diirfte unméglich sein, ein” 
brauchbarés Modell fiir den enorm wirksamen Kerbfaktor g zu geben; er 
y, bleibt in seiner Grd8e ratselhaft. Wenn man fernerhin schon annimmt, daB_ 
os eine Versetzung an einer Fehlstelle entsteht, wo die 4uBere Spannung in 
3: ihrer Wirkung potentiert wird, so kann auch fiir die Entstehung einer 
Versetzung ohne auBere Spannung nicht der volle Betrag von 7, ein-_ 
gesetzt werden, tz muB vielmehr entsprechend herabgesetzt sein. Formal — 
x2 kann die Gl. (2) auch in der Weise interpretiert werden, daB <7, um das 
q"-fache vergréBert und gleichzeitig +, um das g*"-fache verkleinert — 
wird. Wir haben dann in Gl. (1) an Stelle von z, einen um das g!~"-fache — 
kleineren Wert einzusetzen und miissen dementsprechend das V, also das — 
Elementarvolumen, in dem sich die Bildung einer Versetzung oder rich 
tiger einer Versetzungslinie in der Gleitebene erfolgt, um das g?-2"-fache — 
i vergréBern, was theoretisch sicher keine Schwierigkeiten macht. 
i Wie groB der Exponent n de facto ist, hangt von dem Betrage der Sté-_ 
bs; rung am Blockrand ab, wo die Versetzung entsteht. Sicher wird es dort | 
manche Stellen geben, an denen die Stérung so grof ist, daB eine Ver 
setzung in der Hauptsache vorgebildet ist. An solchen Stellen ist n bei-— 
; nahe Null. An anderen Stellen wird n gréBere Werte haben. Die vor-— 
geschlagene Interpretation der Gl. (2) hat den Vorzug, daB man frei von 
der grobmechanischen Vorstellung eines Kerbfaktors ist, die im Rahmen 
atomistischer Betrachtungen nur von zweifelhaftem Wert ist. Die Be- 
rechnung der Aktivierungsenergie unter Verwendung des Hooxeschen — 
; Gesetzes stellt aber auch hier eine grobe Naherung dar. 
% R. Peters? hat berechnet, da® zur Wanderung von Versetzungen eine 
; groBenordnungsmakig geringere Spannung ausreicht als die theoretische, 


i, 
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LT AVROR, Ge dee be Ge 
* Mort, N. F.: I. Inst. Met. 72, 367 (1946). »» May lecture’’. 


te: * Pererts, R.: Proc. Phys. Soc, 52, 67 u. 115 (1940) zitier” nach A. Kocnen- 
' DORFER l. c. 


ae 3 8 ’ 
vielleicht in elben- Eecbeabaeae | wie Buu Grane sie eas ‘ 
lung fiir ihre Neubildung. Die Aktivierungsenergie der Wanderung 

mu B 3 natiirlich von dem Volumen der Versetzungslinie abhangen. Es ist 

nehmen, daB dieses Volumen nicht kleiner “als bei der Versetzungs- 
ildung ist. Diese Uberlegungen sprechen dafiir, daB die Aktivierungs- 
a gien der Versetzungsbildung und der Versetzungswanderung und | A 
mit auch die Geschwindigkeitsbeitriige dieser beiden Prozesse zur pla- 
tischen Deformation von derselben Gréenordnung sind. 


se 3. 


Zur Erklaérung der Verfestigung wird in der Regel angenommen, be- 

sonders ausdriicklich von G. I. TayLor und von A. Kocnennénrer, daB 

die sich bei der plastischen Deformation bildenden Versetzungen im | 
Raumgitter als ,,gebundene Versetzungen‘“ liegenbleiben und nicht alle = 
bei der Erreichung des Randes eines Mosaikblockes wieder aufgelést : 
werden. Da zwischen den Versetzungen Spannungen bestehen, nimmt 
. I. Taytor an, daB in einem deformierten Metall eine regelmaBige 
Anordnung der Versetzungen etwa nach Abb. a auftritt, wobei das : 
Pluszeichen die positiven Versetzungen nach eer ay 


Abb. 1a und das Minuszeichen die negativen oe —- od 
Versetzungen nach Abb. 1b darstellen sollen. Z | ‘2 id z 3 ¥ oj ‘4 ah 
Wir nehmen an, daB bei plastischer Deforma- Beet eee . 
tion die sich bildenden Versetzungen durch cca See MS a 


den Mosaikblock, die positiven von links ij 
rechts und die negativen von rechts nach 2D. 2, Anordnuns vo sake , 
inks wandern, bis die angegebene Anordnung _!0ck ohne auBere Spannung f 
rreicht ist. Wir nehmen an, daB am Block- 
rand keine Auflésung der Versetzungen stattfindet, so daB alle einmal ge- | 
aes Versetzungen im Mosaikblock liegenbleiben, d.h. wir vernach- 
lassigen den Einflu8 der Temperatur auf die Verfestigung. Dann kénnen 
wir die Zahl der Versetzungen in Beziehung zum Betrage der plastischen 
Deformation bringen. Die Linearabmessung eines als Wiirfel gedachten 
Mosaikblockes sei L, der waagerechte Abstand zwischen den Versctzungen a 
einer Kette J, der senkrechte Abstand zwischen den Ketten von Ver- 
setzungen gleichen Vorzeichens d, der atomare Schritt bei der Wanderung 

einer Versetzung durch den Block 4. Wenn eine a den 


Mosaikblock ganz durchlauft, ergibt das die Abgleitung a = =+ , da da- 


bei alle Atome an einer Translationsflache den Weg A zuriicklegen. In einer 
Kette ea liegender Versetzungen befinden sich im Mosaik- 


block 4 Versetzungen, die bis zur ck der Anordnung an Abb. 2 


S im Durchschnitt nur den 4 halben Weg zuriicklegen. Folglich 


‘ ? . oe - , samy oa ™ iad 
¢ a ' Sa 
Magy: find Wares eine Kette hintereinander Hogaler a ‘ a mn mgen | 
4 ’ 


zeichens die Abe _ as f 


. ’ 4 


; 2D. Za 
erzeugt. Im Mosaikblock liegen iibereinander —7- Ketten von Versetzungs- 


linien, Die gesamte durch sie bewirkte Abgleichung a ist somit 


en ae ee 


7 ae 
Der reziproke Wert des Produktes Id ergibt die Dichtigkeit der Sno d- 
nung der Versetzungen, also ihre Anzahl pro Einheit des in der Gle 
_richtung senkrecht zur Gleitebene liegenden Querschnittes des Mosa sik 
‘ _blockes. Gl. (4) lehrt, daB durch diese Dichtigkeit allein der Betrag d det 
_ Abgleitung nicht bestimmt ist. Das wird verstandlich, wenn man bedenkt, . 
daB die Abgleitung, abgesehen von der Zahl der Versetzungen, dem v on 
mutt ihnen zuriickgelegten Weg proportional ist, und dieser ist wiederum pre 
portional zur Linearabmessung des Mosaikblockes L. — 


‘Seige ; Wenn eine positive Versetzungskette oR = 


Ey i +++ ++ + , 
~ = 
hee? eit esd Qt Gliedern um die Strecke ra tarts cecil 
eae + + + + 4+ 4 3 : ; ae F a 
eae - - - —- — = (Abb.3), ergibt das eine zusiatzliche Abgleitung 
ay 
i eel ee Abb. 3. Die Versetzungs- » J 
Keh S anordnung nach Abb. 2 rE , Q 
‘ee unter der Einwirkung ppcetnet HS ee * 5) 
ae einer positiven Schub- nl iL ihe 
‘ a spannung. 2 a 
af O45 
- 


~ eS ete sa 


Seles da einer solchen Wanderung eine spire are Verschiebung d 
Bs Atome an der Gleitfliche um die Strecke 4 a +8 entspricht. Wenn aia 


positiven Versetzungen um diese Strecke et Fale ergibt das die zusitz: 
liche Gesamtabgleitung 


Mir hey Pee oY: 4 
rae ; bh ee adil. ida ; Bt 


- 


' Die in Abb. 2 dargestellte Anordnung ist stabil; das heiBt, daB- wenn 

x unter dem Einflu8 einer auBeren Spannung der angebenen Richtung eine 
gewisse Verschiebung der positiven Versetzungen nach rechts und d er 
negativen nach links stattgefunden hat, eine neue Gleichgewichtslage unter 
der Mitwitkung dieser iuBeren Spannung entsteht (Abb. 3). In der Tat, > 
nach G,. I. TAYLor, ist die yon einer lan ker ausgehende Schubspa 
nung durch den Ausdruck 


Ae « 3 
sege ben. Hier ist x der seitliche Abstand von der Versetzung deren Wir- 
kung betrachtet wird, y der senkrechte Abstand von ihr, + die Spannung, 
die die Ursache fiir die Wanderung einer zweiten positiven Versetzung nach 
hts (oder einer negativen nach links) ist, wenn 7 positiy ist und in um- 
gekehrter Richtung, wenn 7 negativ ist. Auf Grund dieser Beziehung ergibt 
sich sofort, daB durch die Anordnung Abb. 3 eine Spannung hervorgerufen 
wird, die die positiven Versetzungen nach links und die negativen nach 
ya treibt, und damit der 4uBeren Spannung das Gleichgewicht hilt. 

Diese Kraft nimmt nach der Berechnung von G. I. Taytor bei der An- 
ordnung in Abb. 2 bei festem / zu, bis £ einen Grenzwert erreicht hat, der 
mit Abnahme von //d ansteigt. Beim Erreichen dieser Lage tritt ein irre- 
versibler Schritt in die nachste Gleichgewichtslage Abb. 3 und weiter ein. 
Unter dem EinfiuB der liegengebliebenen Versetzungen ist also eine er-: 

héhte kritische Schubspannung bei der Abgleitung 


. Srit 
t= (8) 
entstanden, wahrend angenommen wird, daf vor der verfestigenden plasti- 
schen Deformation die kritische Spannung (Elastizitatsgrenze) bei 0 
gelegen hat. Der Abgleitung Aa entspricht nach G. I. Tayor eine Schub- 
_ spannung 


; i ee id (9) 


- 
. 


(i ae 


wo F ein Faktor ist, der von dem Verhiltnis I/d, von dem Wert von n 
_ Gl. (6) und von der Wahl der Anordnung der Versetzungen abhangt. Fiir 
* seine Berechnung gibt G. I. Taytor die Formel 


m+co 


- sche tte od [tg h (mx > —tg hn 5 (mz). (9a) 


Abb. 4 gibt den fiir einige Werte von l/d berechneten Faktor / wieder. 


Die reversible Abgleitung 7, Gl. (6) bedeutet eine zusatzliche elastische 


Deformation des durch Kaltreckung verformten Raumgitters, die bei 


gegebener Spannung zur normalen elastischen Deformation unter rever- 
_sibler Verzerrung des Raumgitters hinzutritt. Der Elastizitatskoeffizient 
ist also im Verhiltnis y, +7, vergroBert oder der Elastizitatsmodul im 
~selben Verhaltnis verkleinert. Wir wollen diesen Effekt abschatzen. Die 
normale elastische Abgleitung 7, ist mit (9): 


pg , x ,F 
a phi og eae 4 
- rea G d (10) 


i a das pesichie Verhaltni nis mi 


Yel + te ae 
Yel 


oa ; 
a(i). 
So lo 
Wir lesen in Abb. 4 (= Fo also den Wert z9= 1 + iF, SP 
fangspunkt der Kuven, ab und bestimmen so die Anderung ‘des 


“ay ~0858 bei $/} = 067 
 Fngx = 4795 be $/) = gue Law 


‘ vybei 5 . 
ap 7 
sce are Finny 090 b6/5/, 024 


Abb. 4, Darstellung der Funktion F(é/;), Gl. (9a), fir verschiedene Werte von Id. 


moduls durch plastische Deformation bei sehr geringen Lasten. Fernerhin 


(a" Em =y 
sehen wir die dem Maximum F,, entsprechenden Werte a, = 1 + Hoe . 
ein und erhalten so den mittleren Wert des Verhiltnisses des wahren Schub- | 


moduls zum scheinbaren fiir das gesamte elastische Gebiet. Die Ergebnisse 


finden sich in Tab, 1. Man sieht, daB jenes Verhiltnis sehr stark von Sab. 
A 


Be ersetccnt aur einer Gleitfliche zehnmal so grof ist wie der senk- 
echte Abstand zwischen benachbarten Zeilen positiver und negativer Ver- 
setzungen, Werte erreicht, die etwa mit der Erfahrung iibereinstimmen. 
"Bekanntlich andert sich namlich der Elastizititsmodul durch plastische 
Deformation nur unwesentlich. Als héchsten Wert fiir seine Abweichung 
haben wir fiir Kupfer eine Angabe von 6%, gefunden. Eine Anordnung 
mit hohem Wert von J/d ist auch energetisch giinstiger und also wahr- 
scheinlicher, wenn sie auch im wesentlichen von den Entstehungsbe- 
aingungen der Versetzungen am Rande des Mosaikblockes abhingen 
mu. Mit zunehmendem Wert jenes Verhiltnisses nimmt jedoch auch 
die kritische Schubspannung 7; sehr erheblich zu, wie man an den 
letzten Spalten der Tab. 1 sieht, und es ist zu untersuchen, welche Werte 
fiir sie mit den experimentellen Erfahrungen vereinbar sind. 

Zunichst ist der Einflu8 der Temperatur zu beriicksichtigen. Nach 
KOCHENDORFER! kann die Verfestigungskurve des Aluminiums in Ab- 
hangigkeit von der Temperatur durch eine der beiden Gleichungen 


i — 120,4 (1 ad 1,198 7 | 6 


der : 


a | 


; q 
= 92,7 (: — 1,296 1 v7 | Baty 


approximiert werden. Aus beiden Gleichungen ergibt sich, daB bei Zimmer- 
temperatur (16) C ein Zehntel des Wertes beim absoluten Nullpunkt ist. 
Wenn man die Verfestigung auf die im Raumgitter liegengebliebenen Ver- 
setzungen zuriickfiihrt und sie ihrer Zahl proportional setzt, folgt daraus, 
_daB bei Zimmertemperatur nur ein Zehntel der Versetzungen im Raum- 


gitter liegenbleibt, wahrend neun Zehntel aufgelést worden sind. Das heiBt . 


‘mit anderen Worten, daB zur Erreichung derselben Verfestigung wie beim 
-absoluten Nullpunkt bei Zimmertemperatur eine zehnmal so groBe Ab- 
-gleitung erforderlich ist. 
Aluminiumeinkrystalle lassen beim Dehnungsversuch Abgleitungen von 
-etwa 100% zu. Einer Abgleitung von 0,5 = 50%, bei Zimmertemperatur 
-entspricht dieselbe bh eiiasr wie nach einer Abgleitung von 0,05 in 
unserer Tabelle. R. Karnop u. G. Sacus? haben Verfestigungskurven. fiir 
-Aluminiumeinkrystalle mit einem Reinheitsgrad von 99,1%, gemessen. 
“An, solchen Aluminiumeinkrystallen wurden nach einer Abgleitung 
a= 0,5 Werte der kritischen Spannung zwischen 3 und 3,5 kg/mm* 


EE 
1 Joc. cit S. 88.! 
fd 2 Karnop, R. u. G. Sacus: ZS. f. Phys. 41, 116 (1927). 
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eS Nun ist nicht zu Tepe daB- a von “Ry “Kanno ‘op und 
G. Sacus benutzten durch Rekrystallisation gewonnenen Einkryste 
aus ziemlich stark verunreinigtem Material eine Darchsctateeeeeters 
Mosaikblocke aufweisen miiBten, die mit 10-4 cm fiir L wohl sicher ae 

zu niedrig gegriffen ist. Wir sehen aus Tab. 1, daB fir a= 0,05 und e€ 
I/d-Verhaltnis gleich 1,25 sich die kritische Schubspannung zu 3,5 kg/mm? 
berechnet. Hierbei ergibt sich eine Erhéhung des Elastizitatskoeffiziente no 
um 60°%, die sicher im Widerspruch mit der Erfahrung steht. — % 


Tabelle 1. Linflup der federnden Versetzungen auf den Schubmodul. 


| 


| a=0,05 Ve 


D2 Sey +7) Sak! | L=10% em ) L=10% cm L=107 cm 
Gat) | Glan | a-10° | cpa | a-20% | <pEy, | d-d0* | oe 
| ) ; cm | kgmm? cm kg mm? | em | kg mm* 
0,8 2,25 |. 3,4 ) | | } 
1 | 4,76 |< 232 1. 9,8 +} 196) 14S 1 056 ae 0,17 
1,25 -| 1,53 | 1,80 | | 3.47 | | a 
LA0y¢ L4aa bh Leto: Pus Ke | 1,25 : 
1,50 1,35 1,60 © | 4,78 ) . 
2,00 1,24 141 | 5,5 6,38 | 2,07 55 |. 0,63 = 
5 L078. ¢ 1,35 “hee <1) TRG ae | 6,2 35 1,30= 9 
10. |°- 1,033.) * 1,08 4° 9.45 -| 96,7 | | 85 24,5 | 2,67 
’ ee - oo a 


= 


Ganz ahnliche Werte gibt G. I. Taytor an!. Fiir a= 0,5 findet er fiir — 
Aluminium 7 = 2,7 kg/mm? und fiir a = 0,05 <~ 0,9 kg/mm?. Das wiirde | 
unter Beibehaltung des Wertes von J/d = 1,25 eine kleinere Erhéhung ~ 
von L erfordern. G. I. Taytor findet dafiir L = 3,8 — 4,7- 10-4 cm 
bei 20° C, entsprechend einem héheren Reinheitsgrade seines Materials. — 
Er interpretiert die Temperaturabhangigkeit allerdings in einer anderedpe 
Form, indem er keine Auflésungen der Versetzungen annimmt und — 
dann eine Erhdhung von /, mit steigender Temperatur findet. Grund-_ 
sitzlich kommt das auf dasselbe hinaus, wie die Annahme einer teil-— 
weisen Auflésung der Versetzungen bei gleichbleibendem L. G. I. TAYLOR - 
rechnet mit I/d~ 1,05, was héhere Werte von 29 und 2,, ergibt, als beis 
unserer Rechnung. + 

Man kann einwenden, daB die starke Abgleitung von 50% sicher auBer 
der Taylorschen Verfestigung auch andere grébere Stérungen im Raum- 
gitter hervorruft und man die Taylorsche Theorie deshalb nicht an ei nem 
so stark gereckten Metall diskutieren kann. Aber auch am wenig gereckten 
Aluminiumkristall ergibt sich Ahnliches. Nach R. Karnop und G. Sacus 


1 Taytor, G.I.: Proc. Roy. Soc. A 116, 51 (1927); 145, 362 (1934). 
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hat yon Aionieiaietceal fark hee Abgleitung von a= 0 005, eine kri- ; 
tische Schubspannung Von Toit ~ 1,25 kg/mm?. Eine Erniedrigung von a 
wirkt sich in demselben Verhiltnis aus, wie eine Erhéhung von L. D. h. 
nach einer Abgleitung von 0,005 weist der Krystall bei L = 10-4 cm die- 
_ selbe kritische Schubspannung auf, wie bei L = 10-3 cm nach einer Ab- 
_ gileitung a = 0,05. Fiir diese letztere ergibt sich aus Tab. 1 ein Verhiiltnis 
des scheinbaren zum wahren Elastizititskoeffizienten = ca. 1,5, also auch 
| ‘weit auBerhalb der Grenzen der experimentellen Ergebnisse. 
_ Wir kommen zum Resultat, daB das Modell von G.I. Taytor unter 
naheliegenden Annahmen iiber die in Frage kommenden GréBen wegen 
einer Falschung des Schubmoduls Schwierigkeiten macht. Will man es 
trotzdem beibehalten, so muf die erwahnte Schwierigkeit behoben werden. 
Vielleicht mu8 man wesentlich gréBere Abmessungen der Mosaikblocke, 
oder exakter gesprochen, der Elementargebiete, innerhalb derer Ver- 
setzungen sich stauen, annehmen, wozu zuniachst keine Veranlassung vor- 
- zuliegen scheint oder annehmen, daB das Modell von G.I. TaYLor nur 
eine so grobe Naherung darstellt, daB man damit nicht quantitatiy 
operieren kann. 


Das von G. I. TayLor angenommene Modell der Anordnung der gebun- 
denen Versetzungen stellt, wie er selbst hervorhebt, nur eine grobe. An- 
_naherung dar. Die zweite von ihm angegebene eee ist labil, wie 
man sich leicht iiberzeugen kann. 

Es sei betont, daB die Annahme frei beweglicher Versetzungen nach 
G.I. Taytor groBe Vorziige hat, z. B. bei der Behandlung der elastischen 
Nachwirkung (des Kriechens) und der Erholung. 

‘ 
4, 

Die SchluBfolgerung, daB die Verfestigung durch eine federnde Wech- 
selwirkung zwischen gebundenen Versetzungen zustande kommt, stéBt, 
_ wie ausgefiihrt, auf die Schwierigkeit, daB-sie zu einer wesentlichen Herab- — 

setzung des Schubmoduls zu fiihren scheint. Das gilt wohl auch fiir die in 
allgemeineren Ziigen angedeutete Auffassung von A. KoCHENDORFER. 

_ Um diese Schwierigkeit zu beheben, mu8 man annehmen, daB die gebun- 

_ denen Versetzungen durch andere Umstande fixiert sind, als ihre elastische 

| Wechselwirkung. Solche Fixierungen kénnen an Fehlstellen des Gitters 
~ oder an Kreuzungsstellen verschiedener Gleitsysteme vorliegen. Eine solche 
Annahme scheint, zum mindesten fiir kubische Metalle, zulassig, da bei 
 ihnen auf Grund neuerer Ergebnisse neben der krystallographisch vor- 
_ geschriebenen Gleitung auch Stérungen durch ,,verbotene‘‘ Gleitungen 
- festgestellt werden. 

Die Taylorsche Erklarung der Verfestigung scheint in ihrer urspriing- 
_lichen Form nicht aufrechterhalten werden zu kénnen. Die Verfestigung 


 AEh ES Rade wot eine GE Versetzungslinie nach rechts gezogen wird. 


muB auf eine Erschwerung entweder tee ntstehung ode 

der Versetzungen zuriickgefiihrt werden. Die erste. Dancer wir 
nicht weiter erértert. Die Verhaltnisse an den Blockwanden sind wenig 
iibersichtlich. Im Innern kann jede fixierte Versetzung bei einer gewissen. , 
Energiezufuhr wieder beweglich werden. So scheint es, daB in einem ver- 
festigten Metall die Zahl der sich in Bewegung setzenden, also neu gebil- | 3 
deten Versetzungen groBer als vor der Deformation ist. Wir wend en 
unsere Aufmerksamkeit der Wanderung von Versetzungen zu. Hier muf 
bemerkt werden, daB, wenn eine Versetzung sich in Bewégung setzt, sie 
bei ihrer Wanderung natiirlich durch Wechselwirkung mit anderen bereits — 
vorhandenen Versetzungen zundchst eine Hemmung etwa im Sinne von 
G. I. TAYLor erfahrt. “ 

Wir wollen insbesondere die Auffassung von N. F. Mort erértern, : 
der eine Wechselwirkung einer neu entstandenen und wandernden Ver- 
setzungslinie mit bereits vorhandenen Versetzungen explizite nicht erortert — 
wird, und die mit einer gewissen Modifikation in der Tat die Verfestigung _ 
qualitativ erklaren kann. 

N. F. Mort argumentiert wie folgt: ein in der Kalte deformiertes Me 
ist mit Eigenspannungen behaftet. Das betrifft nicht nur Druck- und Taal w 
sondern auch Schubspannungen, auf die es bei der Wechselwirkung mit 
Versetzungen allein ankommt. Es sei abede/g (Abb. 5) eine Versetzungs- 
linie in der Aufsicht; d. h. die Ebene des Papiers- 
ist die Translationsebene. Etwa oberhalb des 
Papiers besteht eine Verdichtung, unterhalb der 
Papierebene eine verdiinnte Anordnung der Gitter- ; 
punkte, wie das fiir eine Versetzung typisch i 
ae wird nun angenommen, daf in den Gebieten — 

b,d,f die Spannungen ein solches Vorzeichen: 
haben, da die Versetzungslinie nach links ge- 
trieben wird, wiahrend in den Gebieten c¢, e usw. 


durch innere Spannungen " = {di 
verzerrte Versetzungslinie, Lore Gleichgewichtslage entsteht dadurch, da 


die Versetzungslinie eine Art Oberflachenspann 
besitzt, die sich ihren Verlingerungen widersetzt. Sonst wiirde sie 


nur in den Stellen, wo die Schubspannungen Null sind, liegenbleiben’ 
kénnen, 


> 


Wenn nun dem Kérper eine Schubspannung aufgeprigt wird, die die — 
Versetzung nach rechts zieht, so werden die Gebiete c,e der Spannuns 
sofort folgen, wahrend eine Wanderung in 6, d, f nicht zustande komme fe 
kann, da dort noch eine resultierende Vorspannung entgegengesetzten 
Vorzeichens vorliegt. Erst wenn die Summe der auBeren Spannung + und 
‘der E ‘igenspannungen in b, d, f... grdBer als Null wird, setzt die plastische 
Deformation ein. Es liegt hier jetzt also eine zusitzliche Spannungsschwelle — 


- : . Le! Gat : 
Si AN eT RC AN eee en | 
ng, sie kann in die Formel von R. BECKER 


bye 


je 
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Hier ist — +, im Sinne der Interpretation von N. F. Morr die etwa in 
5, d,f bestehende negative Eigenspannung!-?. 
2 Diese Auffassung fiihrt somit die Verfestigung, wie die von G. I. TayLor, 
f auf Spannungen im Material zuriick, jedoch nicht auf Wechselwirkungen 
der Versetzungen an sich, sondern auf ihre Wechselwirkung mit gewohn- . 
lichen mechanischen Eigenspannungen. Die Verfestigung wird wie bei 
G.I. Taytor in einer Erschwerung der Wanderung der Versetzungen ge- 
sucht. Auf den ersten Blick kénnte man meinen, daB auch diese Auffas- 
sung das Vorhandensein von nach der Deformation liegengebliebenen 
-Versetzungslinien zur Voraussetzung hat. Das ist jedoch nicht der Fall, 
da sie ebensogut auf neue etwa am Rande eines Mosaikblockes entstehende 
Versetzungen und ihre Wanderung angewendet werden kann. Sie hat also 
den Vorzug, daB sie zur Erklarung der Verfestigung ausschlieBlich nur 
-Eigenspannungen bendtigt. Allerdings sind Eigenspannungen ohne Sté- 
_ rungen der Struktur, die mit Versetzungen verwandt sein kénnen, kaum 
denkbar. 
_Es 14Bt sich jedoch zeigen, daB® sie zunadchst in der von N. F. Morr 
-angedeuteten Form noch nicht brauchbar ist, sondern einer Modifikation 
bedarf. 


1 Mort, N. F. weicht in der Interpretation der Forme] von R. BECKER von 
der oben gegebenen noch weiterhin ab. Wenn sie in der Form (1) geschriehen 
wird, so ist tg nach N. F. Morr die innere Spannung, die zur Einleitung der 
Translation itiberwunden werden muB. In einem unverfestigten Krystall ist tg = 0, 
was mit dem Ansatz identisch ist, daB ein unverfestigter Krystall bei der kleinsten 

-AuBeren Spannung eine Translation aufweisen soll. Diese Auffassung stimmt mit 
_ der von G.I. TayLor vertretenen Auffassung iiberein. Nach N. F. Mort wird 
Gl. (1) im wesentlichen auf den langsamen Kriechvorgang angewandt. Die 

Streckgrenze ist etwa durch die Bedingung +, ~ ty gegeben. Damit wiirde die 
eigentliche Deformation der Beckerschen Betrachtung entzogen werden. 
_ Wir bleiben hier bei der urspriinglichen Betrachtungsweise von R. Becker 
und glauben, daf die im Text erdrterten Ansatze von N. F. Morr in sie eingebaut 

_ werden kénnen. 

2 Kocnenponrrer, A. neigt dazu, aus Gl. (10) die Konsequenz zu ziehen, daB 

_ die Verfestigung den Charakter einer Gegenspannung habe. Diese SchluBfolge- 
_ rung ist sicher unzulassig. Daraus, daB durch die Verfestigung bei der plastischen 
- Deformation Gegenspannungen entstehen konnen, folgt noch nicht, daB sie in 
- einer Gegenspannung besteht. Auch wenn die Verfestigung z. B. auf Reibung 

in den Gleitflachen beruhen sollte, wiirden sich solche Gegenspannungen ent- 


: -wickeln. 


: ee 8 In der Tabalm ‘Ratan der Abb. bhai: ,me sean is en n ‘- 
- spannungen“ und der ,,Oberflachenspannung“* der Versetzungslinie 
aquivalente Bedeutung zu. Die Versetzungen reagieren iiberhaupt nur a 
ah eine Art von Spannungen, namlich auf Schubspannungen. Die Tatsache, 
daB eine Versetzung an einem Orte liegenbleibt, beweist also, daB dort — 
die Schubspannungen einfach Null sind. Durch die ,,Oberflichenspannung a 
wird eine Schubspannung hervorgerufen, die die dort bereits vorhandene 
Eigenspannung kompensiert. ' 
Damit ist aber auch klar, daB jede kleinste 4uBere Spannung eine Be 
is wegung der gesamten Versetzungslinie Abb. 5 veranlassen muB. Es frag 
ee, sich jetzt, ob eine solche Bewegung zum Stillstand kommt oder unbegrenzt — 
are fortdauert. Nur im ersten Fall ist eine Verfestigung aufgetreten. Ob das 
der Fall sein wird, oder nicht, hangt offenbar von der Verteilung do 
Eigenspannungen im Ko6rper ab, die wir betrachten miissen. 
eee. Als einfachsten Fall betrachten wir den, daB die in der Gleitrichtt 
ve wee liegenden Schubspannungen von der Gleitungskoordinate periodisch etwa 
ie ut nach einer Sinusfunktion abhaéngen, senkrecht dazu jedoch Ziige kon- 
oy stanter Spannung ergeben. Es entsteht ein Wellenzug der Schubspannun 
Reg gen, der senkrecht auf der Gleitungsrichtung steht. Das entspricht dem ~ 
Bree.” bekannten einfachsten Fall der Biegegleitung. Ein solcher Wellenzug ist — 
a in Abb. 6 dargestellt. In einem solchen Fall besteht fiir die Versetzun gs 7 
hanes re linie, wenn sie zuniachst innerhalb einer 
Welle liegt, keine Veranlassung zu der i ; 
Abb. 5 angedeuteten Deformation. Sie wird 
_vielmehr die Gestalt einer zur Translations-— 
richtung senkrechten Geraden behalten, die 
in Abb. 6 durch den Kreis r angedeutet ist. 


‘i Abb. 6. Schematische Darstel- Wenn die positiv gerechnete (nach oben ~ 
ers ung einer ,,sinusférmigen 
yy. Spannungsyerteilung a tes aufgetragene) Schubspannung, wie bish 


oi raga heme Art der die Anordnung der Abb. 1-3 hat und wenn — 

es sich um eine positive Versetzungslinie 

(Abb. 1) handelt, so ist r Abb, 6 ihre stabile Gleichgewichtslage. In der Tat: 

sie mu zuniichst auf der Nuilinie liegen. Bei einer virtuellen Verschiebung 

wird sie fernerhin durch die Eigenspannungen in die friihere Lage zuriick- 

getrieben. Die Lage r’ ist dahingegen fiir eine positive Versetzung labil, da: 

hingegen stabil fiir eine negative. Unter der Einwirkung einer au®eren 

positiven Schubspannung verschiebt sich die Versetzungslinie 7 nach rechts — 

bis sie eine Lage erreicht, in der die Eigenspannung gleich, aber entgegen 

gesetzt der fiuBeren Spannung ist. Das ist méglich, solange die auBere 
; Spannung die GréBe ab nicht iiberschreitet. Sobald sie jedoch diesen Be 

trag erreicht hat, findet eine irreversible Verschiebung der Versetzungslini ee 

nach rechts um beliebige Betrage statt: die plastische Deformation hat ein- 

gesetzt. Indiesem Fall ist die Erhéhung der kritischen Schubspannung, also 
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sgegeben: die De Re coricigen haben eine Verfestigung herbeigefiihrt. — 


‘Das Bild dndert gich véllig, wenn wir annehmen, daB das Wellenfeld | . ae 
_ der Eigenspannungen Abb. 6 um 90° gedreht wird, das hei®t, diese jetzt — i. 7 i iad 
von der Lage in der Gleitungsrichtung nicht abhiingen, wohl aber von der” ‘ ie 
dazu senkrechten in der Translationsebene liegenden Koordinate. In die- wet ie 
sem Fall erleidet die Versetzungslinie unter dem Einflu8 von Eigenspan- - x Pasa 
nungen im Sinne von N. F. Morr die in Abb. 5 fiir einen allgemeineren oe eae 
_ Fall angedeutete Verzerrung. Unter dem Einflu8 einer “rae 
geringsten auBer.n Spannung setzt sich die gesamte ve 
Wellenlinie ohne Anderung ihrer Gestalt in Bewegung, 
ohne zum Stillstand zu kommen: die Eigenspannungen 
haben keine Vezfestigung bewirkt. Dieser Fall ist be- Pe Sy 
reits mit Riicksicht auf die bekannte Biegegleitung sehr xk oD es 
unwahrscheinlich. ae 
Wir werden noch zum SchluB ein vereinfachtes Modell et i 
fiir die Anordnung nach Abb. 5 durchrechnen. Wir ie a" 
nehmen an, daB die Versetzungslinie die schematische. ¢ 
Gestalt der Abb. 7 “hat. “in -den.. Punkten- @ preift:die* “,in-4. vereinfach.. | Ae ae 9 ; 
Schubkraft + +, in den Punkten 6 die Schubkraft — per "Abb. Oe) ; 
an. Die Gestalt der Versetzungslinie ist durch die Wechsel. es. Rie 
_ wirkung mit der ,,Oberflachenspannung“‘ gegeben. Wenn wir die Ober- _ Se 
flachenkraft mit w bezeichnen, ergibt sich fiir den Gleichgewichtsfall : * et: he 
+ = 2 cos Q. AD ey Se) ie % 
Wir nehmen fernerhin an, daB die in a, b,.... angreifenden Krafte sinus- Z ren 


férmig von der horizontalen Gleitrichtung abhangen. 


a AP cee : 
T, = msin + (12) : 
Die Krafte z, in b sind um 180° gegeniiber denjenigen in a@ verschoben ON ae 
‘ eae nat a 
$ tT, =— m sin ans : (13) mee a Bs 
Wirkt nun auf den K6rper eine auBere Spannung, die auf die Punkte a Be: a 
und 4 die Kraft P ergibt, so folgt fiir den Gleichgewichtsfall BN. ; 
"5 ” rite 
2P4+7,+7,=0 (14) . hi 
_ 2a ky { 24 15 : oe j 
AP =m (sin Ser SE > (15) : Ry 
A : ; 27. , 12, : eh 
a Tq — Tt, =m (sin Fe + sin sit = 4 C08 9. (16) ee i 
: y nee) : 
Pe NY 
. ‘ 


Aus (15) und (16) Pane bei vorgegebe P di die Abs zissen 
der Endpunkte a und b der Versetzungslinie berechnet werden. a li 
ergibt sich folgendes : ; 
In Abb.8 ist eine Periode fiir s+ und + wiedergegeben. Bei 
wesenheit von auBeren Spannungen befindet sich der Schwerpunkt de 


Versetzungslinie in der symmetrischen Lage 0, wahrend die Lagen d e 
"am 


oS 


bb. 8. Lage von Schwerpunkt (c) und Eckpunkten (a und b) der Neen ssa S 2 
: : nach Abb. 7 fiir verschiedene 4uBere Schubspannungen. d 


Versetzungsspitzen ad) und by sind. Die Summe ihrer Ordinaten ist Null 
Eine eventuelle Verschiebung in eine Nachbarlage b, a, ergibt s+ + 7-<0, 
; ; die Versetzung kehrt in ihre Ausgangslage zuriick. Demgegeniiber w 7 
: eae die Lage in 0, labil. Durch eine positive 4uBere Spannung verschiebt sic 
re der Schwerpunkt der Versetzungslinie von 0 etwa nach 05, wobei 0, C= s 
aa = — Pist. Die Linie ag, by ist nicht parallel zu db. Die Werte von — P 
durchlaufen die Kurve 0c, 0,. Bis zam Minimum dieser Kurve bleibt di 
Lage stabil, die Versetzungslinie federt nach Beseitigung der Kraft P in 
ihre Ausgangslage zuriick. Nach Uberschreitung des Minimums 
die Anordnung labil, der Schwerpunkt schnellt zunachst bis nach 0, 
durch, wo die Punkte a von / eingeholt werden. In der nachsten Halbwelle 
eilen die Ansatzpunkte b voraus. An ihnen liegt ja auch eine positi ve 
Eigenspannung. Die Versetzungslinie erleidet eine bleibende Verschiebung 
beliebigen Umfanges. Wenn die Anordnung sich in cy befunden hat, so 
kann sie unter dem Einflu8 von thermischen Schwankungen das Minimum 
iiberschreiten und schnellt dann bis zu dem cy analogen Punkt ¢yy in der 
nachsten Halbwelle hindurca, wo sie zunachst liegenbleibt. 
Durch die Eigenspannung der geschilderten Art ist eine Verfestiguni 
im Betrage der Ordinate des Minimums auf der Kurve 0c) 0, entstanden. 
Sie steht ihrer GréBe nach in keiner einfachen Beziehung zu den Werten 7 
und +~ in der Ausgangslage. Der Effekt liegt jedoch durchaus in der 
von N . F. Morr angenommenen Richtung, durch die Eigenspannung 
allein ist eine Verfestigung entstanden. Ich muB deshalb meinen friihe 
Eimwand zurticknehmen, daB nimlich Eigenspannungen allgemein kein 
Verfestigungen bewirken kénnen!, Das gilt zwar fiir das makromeche ¥ 
nische Modell, nicht jedoch fiir die Wechselwirkung mit Versetzungen. >: 


G. Masine, Z. Metallkde. Bd. 31 (1939) S. 235. 
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Das so gewonnene Bild der Verfestigung zeichnet sich dadurch aus, 
daB die Verfestigung nicht unmittelbar mit dem Schicksal der einzelnen 
Versetzungen verbunden ist. Der Ansatz von Eigenspannungen bedeutet 
jedoch die Annahme von raumlich im Raumgitter fixierten Stérungen, 
deren Struktur eine gewisse Verwandtschaft mit Versetzungen oder mit 
- Versetzungslinien haben mu8. Es muB sich hier um ,», Verhakungen‘ 
-irgendwelcher Art handeln. Die Anwesenheit solcher ,, Verhakungen‘ oder 
Stérungsstellen be weist, daB die in Frage kommenden Versetzungslinien 


nicht ungestért durch die Mosaikblécke hindurchgelaufen sind. Nach die- © 


ser Vorstellung bleiben die Versetzungslinien innerhalb der Mosaikblécke 
legen, nicht wegen Wechselwirkung mit anderen Versetzungen im Sinne 

_ von G. I. TayLor, sondern wegen Stérungen der Gleitung (,, Verhakung“‘). 
Es ist aber auch denkbar, daB eine Versetzungslinie nach Erzeugung einer 
Stérung weiterlauft. Ob sie dann am Rande des Gitterblockes liegenbleibt 
oder sofort aufgelést wird, ist fiir die Verfestigung gleichgiiltig, wenn sie 
mit Eigenspannungen in der erérterten Weise zusammenhangt. 

Der Temperaturkoeffizient der Verfestigung wird von A. KocHENDORFER 
_dadurch erklart, daB mit steigender Temperatur der Anteil der nach der 
-Wanderung sofort aufgelésten Versetzungen stark zunimmt. Im Sinne 
von N. F. Mort kann man annehmen, daf die Stdrungen der Gleitung, 
: die zur ,,Kniillung“ des Raumgitters fiihren, mit steigender Temperatur 

geringer werden. Eine solche Annahme diirfte keine Schwierigkeiten 
machen. 
_ Es diirfte lohnend sein, die hier geschilderte Auffassung der Translation 


und der Verfestigung weiter zu verfolgen. 


; 
pA tw 
, Zusammenfassung. 
| _ Entgegen dem meistens in Deutschland gemachten Ansatz wird an- 
-genommen, daB die Geschwindigkeit der Gleitung vorwiegend durch die 
- Wanderungsgeschwindigkeit von Versetzungslinien bestimmt wird. Der 
- Ansatz der federnden Wechselwirkung von bei der plastischen Deformation 
entstandenen Versetzungen, insbesondere nach dem Modell von G. I. 
-Taytor, fiihrt anscheinend, wie die Rechnung zeigt, in Widerspruch mit 
_ der Erfahrung zu einer wesentlichen Herabsetzung des Elastizitatsmoduls, 
Es wird gezeigt, daB der Ansatz von N. F. Mort, daB die Erschwerung 
der Wanderung von Versetzungen durch Eigenspannungen hervorgerufen 


wird, die Verfestigung qualitativ erklaren kann. Es wird gezeigt, daB damit - 


“einige Schwierigkeiten der bisherigen theoretischen Ansatze behoben 


werden. 


: 
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Uber den Riemannschen Kriimmungstensor*. — 
‘ip 


I. Einsteinsche Theorie. 


Von 


P. JoRDAN in Gottingen. 


(Eingegangen am 25, November 1946.) 


Der schwerfallige mathematische Apparat der allgemeinen Relativitatsti -srie 
kann wesentlich vereinfacht werden. a: 


. te 


Die allgemeine Relativitatstheorie zeigt in ihrer iiblichen Darstellung 
a‘ trotz der Einfachheit.und Anschaulichkeit ihrer Grundgedanken einen 
‘ he i sehr umstandlichen und schwerfalligen mathematischen Formelapparat, 
- durch welchen das Eindringen in diese Theorie sehr behindert wird. Es 
mag deshalb erlaubt sein, darauf hinzuweisen, daB dieser Formelapparat 
zum gr6Bten Teil entbehrlich ist und durch ganz einfache Betrachtungen 
Weve ersetzt werden kann. Die vorliegende Note, welche dies zu zeigen b sab: 
sichtigt, soll zugleich als Einleitung spaterer Mitteilungen dienen, we ch e 
einigen aktuellen Fragen der Relativititstheorie gewidmet sind. — 

§ 1. Wir betrachten eine r-dimensionale RrEMANNsche Mannigfaltigkei 
Le) mit 7 Koordinaten x und mit einer Mafbestimmung 1 


(y 
Die zur Komponentenmatrix (g,,,) verse Matrix nennen wir g”” =(g,,,) : 
; Als bekannt setzen wir voraus die Definition eines Vektors, gegeben durch 


seine pig epee a“ == g** a,, oder auch durch die Komponenten a, = 
= g,, a", die sich bei Koosdinatestrensferinadiiien gemaB 5 


ds’ = g, dz dx: als = Bis 


* m y @a'" ea” 
: vy Da'e 


Kontaisassahetsdeesnetonan ditrier’ z. B. transformiert sich 7%, eben= 
so, wie ein Produkt a* b, ¢, von drei Nektdcen! und jeder Tensor kann als 
eine Summe von solchen. spezielleren Tensoren' dargestellt werden. 
pes Man kann mit Tensoren die drei Operationen der Verjiingung, der Mul- 
» tl plikation und (bei gleichartigen Tensoren) der Addition ausfiihren. Went 
wir diese drei Operationen als invariante Tensoroperationen bezeichnen, 


. * Richard. BECKER zum 60, ae ree gewidmet. 


4 
+f 2 is, 4 at 
riimmun; ung 


Oi; Sos : ee tt AA f: i ' ’ 
ieee damit 2 asdriicklich, daB. ae neu “entstehende a ay > 

davon emnaibohnneris ist, welches Koordinatensystem wir der Rechnung | A Ai ahs 

nde legen, sondern auch davon, ob die vorkommenden Tensorindizes as 
oder unten geschrieben werden. 
In diesem Sinne ist bekanntlich innerhalb der speziellen Relativitats- 
theorie auch die Differentiation eine invariante Tensoroperation; aber in » 
der allgemeinen Relativititstheorie kénnen wir das nicht behaupten. Wir 
wollen, wenn 9 eine beliebige Funktion der Koordinaten x" ist, die Ab- 
lettungen (nach dem Vorschlag von Pais) mit 


| oar (3) re 


aa 


eichnen. Die Ableitungen eines beliebigen Tensors, also 7": 
sind in der speziellen Relativitatstheorie ihrerseits ein Tensor. 
Nun gilt in einer RremaNNschen Mannigfaltigkeit folgender Satz, dessen 
der Literatur bekannter Beweis wohl kaum noch vereinfacht werden £ 
ann: Zu jedem beliebigen Punkt P in R 1aBt sich ein in P ebenes (oder iP; i 
,,geodatisches“) Koordinatensystem angeben, fiir welches g,,), =0 in “AN 
P ist. 

- Beschranken wir uns also — bei Festhaltung des Paites P — auf die in 
P ebenen Koordinatensysteme, so verhalten sich die ersten Ableitungen 
der Tensorkomponenten 77':*: 7°, im Punkte P wie ein Tensor. 

_ Daraufhin definieren wir die kovariante Ableitung oder Mafablettung 


eas 


wo ee 2 (Bezeichnungsweise nach Pats) als einige arts es or, welcher 
n jedem in P ebenen Koordinatensystem in P gleich 7/17*: 7" “ ist. 


§ 2. Aus dieser Definition folgt unmittelbar: 
A) Es ist gy yo =0. 
_ B) Fiir die kovariante Differentiation einer Summe und eines Produktes 
gelten die gewohnlichen Rechenregeln der Differentiation. 
© In folgenden drei Fallen ist die kovariante Differentiation durch die 
sewOhnliche ersetzbar: 


_ 4. Ableitungen eines Skalars S: 


, Sin = Sip (4) 
9, Rotation eines Vektors: 

3 | Vane Yone = Yate > Fou: (5) 
+3 Wenn H,, =— H, ,, 80 ist 

; {Hyarjabuon = {2 ao\ a} ra’ (6) 


39* 


dabei soll das Cote [u iM edeten: a ra ase ee 
zu bilden ist, die aus dem in geschweiften Klammern stehenden | 
a} zyklische Vertauschung der Indizes p, v, A hervorgehen. : if 
air Der Beweis dieser drei Feststellungen C) wird erbracht, indem man in 
. bekannter Weise zeigt, daB die rechts stehenden Ausdriicke sich bei b 
liebigen Koordinatentransformationen als Tensoren verhalten. 
Eine Folge von (4), (5) ist die Beziehung 


: S ay = 0.. 


\ elle vil 


D) Es ist 
Guya = Syja— Va e 


. wobei die Koeffizienten IY, , von der Wahl des Vektors a, unabhangig sind 
Beweis: Das Koordinatensystem 2’? sei im Punkte P eben, dagegen : 7 
beliebig. Dann ist nach obiger Definition und nach (2) im Koortinaas on 
system 2? die kovariante Ableitung gleich: 
Ga’y One Oa’ 
16x Bam Ozh” 


und die gewéhnliche gleich 
7) , 62’ “gh Pits 
Gna Fah (25) = Gaya + é xt @xH =F 
‘@ar & g'a ; 
wit oye Bateau 9° 


1 


§ 3. Trotz der unter B), C) verzeichneten Ubereinstimmungen der kova 
rianten Ableitung mit der gewdhnlichen kann offenbar nicht erwartet wer 
den, da. die Rechenregel @ igi —@ Vote =0 ebenso auch fiir die k 
varianten Ableitungen gelte. Jedoch wird die Differenz a ‘oie — 24 


und a‘). Wir behaupten schirfer, daB dabei nur die Komponenten @ 


selber, nicht dagegen die Ableitungen a’ » auftreten. 
Beweis: Zunichst zeigen wir, daS 
5 A a 
(a lolir r— @ 75) @, = 0 


wird, Denn die linke Seite wird bei Verdoppelung gleich a’ ilelle Fab 2¢ v 
Qy, + a a, o\jr Minus dasselbe mit vertauschten o, 7, also 


= (a a,) ole (a* Qs) hele 
und das verschwindet nach (7). ; 

Da nun die eingeklammerte Differenz in (9) eine Linearform der a’, @ 
: ist, und da in einem festen Punkte P diese r (r+ 1) GréBen v nab- 
hingig voneinander sind, so kann (9) nur dadurch zustande kommen 
ae dal diese Linearform die a4), gar nicht enthalt, sondern gleich 


“86 Se = Rita Pee see repent 
eee - Ae ii ‘ox 4 ae ane Ad : Nee 


ae zwar ae der hiermit definierte RremanNsche Kriimmungstensor eee he 
e -Eigenschaft Ke hk 
hee saris Fax (14) ° iat £ 
paben AuBerdem ist nach (10) offenbar auch 


yao Ry es i. Fiat - ’ (12) es 


_ Als weitere Symmetrie-Eigenschaft des Kriimmungstensors beweisen wir: 


‘ Exes [oot] — 0. (13) y 
s wird namlich = bi Ss 
mates {Reve Gi toon noe 
‘ae = [ap yoy'x 7 eltztiot too 2 
. = {(4.46— aio) it [gor]? 


nd nach (5) und (6) wird der letzte Ausdruck weiter gleich 


{(4\2 — 49) | leo] = 0. fo 
Die Symmetriebeziehung ; rhe 
if pe = R (14) 


atio 


erfordert nicht etwa noch einen zusatzlichen Beweis, sondern ist eine 
Folge von (11), (12), (13). 
P| Es wird namlich 


a. Ric =—R 


und durch Addition: 
iyi 2. Ryor = Becie + Besad er 2Reeig: 

§ ‘4, Fir die Verjiingungen 7 
R.=R = R = He, (15) 


rere py phy vp ; 
des Rremannschen Kriimmungstensors gilt folgende Beziehung, die. eine 
bedeutende Rolle in der allgemeinen Relativitatstheorie spielt: 


s (a, — + R)\, ae: (16) 


Tt Beweis ergibt sich aus folgender Uberlegung sehr viel einfacher als 


durch die in der Literatur vorgefiihrten umstandlichen Rechnungen. 


¥ 
2 


Shea ae 
= Rypor A+ Breas Agt 


voot 5 
fiir jeden Tensor A,, mit 7 haters Index. Man erhalt namlich (17) in m 
Sonderfall A,, =a, b, durch unmittelbare Apes 


Hoot 


2 )ia'x = Fpijoye Oe + Fy pope + Salo Opie + Fix nies 


und da jeder Tensor A, als Summe solcher spezieller darstellbar ist silt 
(17) allgemein. 
Nun ist offenbar 


{F (v, 6,7) — F (¢,¥,7)} nou 
e {F (v, 7; Sage F (v, 6, hres = 0; 
und das wenden wir an fiir F (v, 6, 7) = @"),)¢),- Mit (17) bekommen vir: 
1 G, yesh eee ve Sapo hide By ol tool =0. (1 8) 


Wir kénnen und wollen nun das Vektorfeld a, derart wahlen, a 
einem gewissen Punkte P alle Ableitungen a,), vedicinwiaenls Dam. ee 
von (18) iibrig: 


[Re either = 9; 9 


oder ausgeschrieben: 
Re alle ee 47 Ree sie = 0. (19 a3 


Durch zweimalige Verjiingung + =u und v =o wird daraus 
—— Re —— Rroiie = Rie => 0, (19 . 


also die oben behauptete Beziehung (16). ; 

Einige sehr bekannte Formeln der allgemeinen Relativitatstheorie sind 
trotz der ihnen gewdhnlich zugeschriebenen grundlegenden Bedeutun; 
hier gar nicht erwahnt worcen. Ihre Herleitung im Zuge der obigen Uber 
legungen gelingt miihelos; die Méglichkeit, sie ganz unerwahnt zu lassen. 
zeigt aber besonders deutlich, wieviel rascher und einfacher der hier ein 
geschlagene Weg zur Feststellung aller grundsatzlichen Eigenschaften de al 
Kriimmungstensors fiihrt. 

§ 5. Ist die betrachtete Mannigfaltigkeit insbesondere euklidisch, 
gibt es in ihr ein Koordinatensystem, das nicht nur in einem einzeln 
Punkte P, sondern in jedem Punkte eben ist, so wird in diesem Koordinatéll n- 
system allgemein die kovariante Ableitung gleich der gewohnlichen, a Re 
nach (10): 


alu 


Ry, see 


Agar 


/ber ¢ nh omant ns cher we dy: mmu : . 
SB Si | 
dann 1 n Koordinatensy Dz 7s ai a notwodige Be 
U euk clidische Menehte ; 
, cing ist - (20) bekanntlich auch A pe Bae Bedingung. Der Be- 
weis hierfiir — unter alleiniger Benutzung der obigen Hilfsmittel — kann 
gendermaBen gefiihrt werden. Wir konstruieren zuniichst ein Feld von 
Parallel-Vektoren: In einem Punkte Py sei ein Vektor a“ vorgegeben; lings 
einer von Py ausgehenden zu einem Punkt P, fiihrenden Kurve bestimmen 
wir a“ so, daB 


A 


Qyiy da? = () . (24) 
wird. Die Unabhingigkeit des etahtdes Vektors in P, von der Wahl 
der Kurye ist nach (10) gerade durch (20) bedingt. Denn bei Umlaufung 
eines kleinen, durch die Vektoren dx” und 82” aufgespannten Vierecks ist 
die Zunahme die Komponente a, (d. h. das Linienintegral von a, dz’), 

; es 


Cm = ull ijo) (d2’ Sa* — da" 92°): 
In dem fertigen Vektorfeld gilt dann (24) fiir jeden Vektor dx”; also 
ist einfach 


ie Bally 7 0, (22) 
und folglich wegen (5) auch 
io a, 2 4),= 9%, (23) 
und somit 
3 a, oi ead Y\\u- (24) 
_ Nehmen wir nun r linear unabhangige Vektoren, ay rl aA a’, so 


erhalten wir r unabhangige Koordinaten-Funktionen y, fos: sy, und 
diese bilden ein iiberall ebenes Koordinatensystem. Denn wenn wir von 
vornherein 2“ — y) yoraussetzen, so bedeutet (24), daB ge ee eeid, CONSE, 
ist. Nun kann man einen beliebigen Vektor b, offenbar et. Vite tore der 
r Vektoren a® mit skalaren Koeffizienten a) ausdriicken: 


aie he Lap Ie pia le (25) 
also wird 
a = bilo = PX BY a” = b, af (26) 


a h. kovariante und gewdhnliche Ableitung stimmen im Koordinatensystem — 

: pe vollstandig iiberein — mindestens zunichst fiir Tensorkomponenten, 
_ deren Indizes unten stehen. 

Da aber gy, = 0 ist; so haben wir jetzt auch g,,\/5 = 0 und Lu» = 

y =const. 


ah 1 | | “=. 2 a 
Uber den Riemannschen Kriimmungstensor*. 


II. Eddingtonsche und Schrédingersche Theorie. 


ye 


Von 
P. JoRDAN in Gottingen. 


(Eingegangen am 4. Dezember 1946.) 


: Die in I entwickelte Methode zur vereinfachten Aufstellung der Hauptformeln 
; % der allgemeinen Relativitatstheorie kann in ahnlicher Weise auch auf die Theorien 


von EppINGTON und ScHRODINGER angewandt werden. 
i oe, 


oo at In 1 ist gezeigt worden!, daB man die komplizierten Formelrechnungen 
x mit welchen die ErnstetNsche Relativitatstheorie bzw. die RreMANNsche— 
Geometrie in der iiblichen Darstellungsweise belastet ist, ganz vermeiden 
und eine iiberraschend einfache Herleitung aller wesentlichen Satze dieser — 
Theorie durchfiihren kann. 
Im folgenden soll gezeigt werden, daB man in ganz &hnlicher Weisel 
auch fiir die von EpptncTron und ScurODINGER unter Fortfiihrung WEYL-_ 
’ scher Ideen entwickelte affine Feldtheorie einen sehr bequemen und ver- 
vat einfachten Zugang gewinnen kann. Zwecks Kiirze ist die vorliegende Note 
als unmittelbare Fortsetzung von I niedergeschrieben. aa 
me § 1. In I haben wir fiir eine RiemaNNsche Mannigfaltigkeit die hova- 
¥ riante, Differentiation definiert unter Bezugnahme auf folgenden Satz: Es 
tk. ist fiir jeden einzelnen Punkt P der Mannigfaltigkeit méglich, ein in diesem 
Punkte ebenes Koordinatensystem at einzufiihren, so dal Surjo= 0 inP 
wird. Die kovariante Ableitung T"|), eines Tensors 7. wurde definiert : 

als derjenige Tensor, fiir welchen im Falle eines in 1 ebenen Koordinaten- 
= systems in P die Ubereinstimmung ie [o= ; ‘We besteht. Daraus er- _ 
geben sich leicht die wesentlichen Eigenschaften der kovarianten Diffe- Re 
rentiation, von denen wir insbesondere jetzt folgende hervorheben: “a 
(A) Es ist Su viio= 0. ’ 


(B) Es.gelten die gew6hnlichen Regeln fiir Differentiation von Summe = 
und Produkten. 


“, i 


(C) Wenn im Punkte P das Vektorfeld a oder a, verschwindet, so ist 
dort a?) >= = ah ic DZW. Ap io = Gy) @ 
(D) Fir jeden Skalar S gilt Sy, = Sy 
(BE) Es ist Quiry —Gy iin = An |» — Fy | pw 
: * Richard Becker zum 60. Geburtstag gewidmet. 
} JORDAN, P.: Z, S, f. Phys. (voranstehende Arbeit). 


» Pron 
; : oe aS 
ar ansehen Bianca 

= Fee = . 
; Ryiri wollen. Socata, ay ganzen Gedankengang Het und 1 die ies 
pyariante: Differentiation definieren durch ihre axiomatisch: ~angenommenen 
Eigenschaften (A) bis (E). (Man kénnte iibrigens (D) auch leicht als Folge 
von (B), (C) erweisen.) Wir gewinnen dadurch eine Begriindung, welche 
von dem obenerwahnten Satz unabhingig ist. Eine solche Begriindung 
der kovarianten Differentiation kann zwar innerhalb der urspriinglichen 
‘Erysterschen bzw. Rremannschen Theorie nichts Neues ergeben, ge- 
_ wahrt aber Vorteile in bezug auf die Verallgemeinerungen dieser Theorie, 

die wir in § 2 kurz kennzeichnen wollen. 


§ 2. a) In der projektiven oder fiinfdimensionalen Relativititstheorie 
rechnen wir mit fiinf Koordinaten X“, und setzen die Komponenten g, , 
der Metrik als homogene Funktionen der X“ yom Grade —2 voraus: 


Buvio > = —2£,.5° (1) 


_ Man darf dann die Koordinaten X“ nicht beliebigen Koordinatentrans- 
_ formationen unterwerfen, sondern nur solchen, bei denen die neuen Ko- 
-ordinaten X'“ homogene Funktionen ersten Grades der X“ sind: 


; oi ee lee Aa (2) 


Der physikalische Sinn der damit gekennzeichneten Transformations- - 


gruppe §, ist der, daB sie eine einheitliche, symmetrische Zusarnmen- 
fassung der vierdimensionalen Koordinaten-Invarianz mit der Fichin- 
varianz bildet!, — 

Bei Beschrankung auf die hiernach zulassigen Koordinatensysteme X“ 
gibt es gemaB (1) offenbar kein in irgendeinem Punkte P ebenes Koordina- 
tensystem mit g,, |, —=0 in P. Da es aber wiinschenswert ist, im Aufbau 
der Theorie die Beschrankung auf die fraglichen Koordinaten X¥ durch- 
gehend festzuhalten, so wird eine vom obigen Satz unabhangige Defini- 

: tion der kovarianten Differentiation empfehlenswert. 


Theorie? ersetzen die kovariante Differentiation durch eine verallgemeinerte 
affine Differentiation. Diese Abanderung kann so gekennzeichnet wer- 
den, daB die obigen Axiome (B) bis (D) beibehalten werden, wahrend hin- 
gegen von Eppineton das Axiom (A), von ScuropinGer auBerdem auch 
_ das Axiom (E) fallen gelassen wird. Es wird daher wiinschenswert, die- 
| 

y 


jenigen Eigenschaften der kovarianten bzw. affinen Differentiation fest- 
zulegen, welche schon aus den Axiomen (B), (C), (D) folgen, und dann die 
zusatzlichen Auswirkungen der Axiome (A) und.(E). Die Beweismethoden 
yon I lassen dies sehr schnell und leicht erledigen. 


ent Jorpan, P.: Géttinger Nachr. 1945, 74. 

~ °2 Scuropincer, E.: Nature 153, 572 (1944). 
fy? 4 

E 


6) Die obenerwahnte Eppincronsche und die neue ScHropINGERSche — 


‘oe 


hi Og 


eng y a? 


ist, wobei die Koeffizienten T,, vom Vektor a® unabhiangig sind. In der 
_ entsprechenden Formel fiir a, ),, miissen diesselben Koeffizienten n auftreten: 


=, a PF g 


Do \\o eo Fu? 


damit gemaB (D) die aoe ell le 
(a? Dp) ia ir A ig be + a? Boi ad al bic 


zustande kommt?. 
Man kann dann, da jeder Tensor (der kein Skalar ist) als Summe von — 

Produkten von Vektoren darstellbar ist, die kovariante Differentiation 

beliebiger Tensoren ausfiihren und erhalt die bekannte Formel Sa 


‘*.' 


ft os . 


Hy. rag 


,=T, 


ps 


oe ats i +++ Mi #4. Ao 
Diese Formel kann auch — nach Festlegung bestimmter [%,— als 
allgemeine Definition der kovarianten (bzw. affinen) Ableitung genommen. 


‘werden: Die Definition ist eindeutig (in dem Sinne, daB die Operation 


der kovarianten Differentiation vertauschbar ist mit der Operation der 
Verjiingung), und sie erfiillt die obigen Forderungen (B), (C), (D). 
Wird das Axiom (E) hinzugenommen, so muB die Symmetrie 


fe fe 


oT ts? 


bestehen ; danach gilt dann siuch der weitere Satz, daBim Falle H, , = He so 


stets 
{Hoi he "= { Fy» a kg 


Wird auch das Axiom (A) festgehalten, so ergibt sich aus 


ist. 


Syv|a = Sav] a— 1 PMa8ov =9 


A 
1 Man kann diese Ubereinstimmung der Koeffizienten in (3), (4) auch ch 


(D) aus der Betrachtung des Tensors 8% ableiten, und bekommt dann (Die 
Folgerung aus (B), (C). 


Yr es Fest egung A ; 
os o 7 
re w= ig FES Pies a Bur|a)- 


OTedokh soll im folgenden von den Axiomen (A) und (E) nur dann Ge- 
brauch gemacht werden, wenn es ausdriicklich gesagt wird. 


_ §4. Ist S ein Skalar, so ist nach (D), falls auch (E) gilt, Syoj2= Shei: 
“a Fortfall von (E) hingegen ist 


ts Spope Sure (Tee SSH MI, Sha (10) 
also 
r 4 | ; MY —%,=Mi,=— MM, (11) 


ein Tensor — was man iibrigens auch daraus ablesen kann, da die Diffe- 

_ renz der Tensoren a, , — 4, , und @,;, —a,,,, wieder ein Tensor sein 

8. 5; 
Die beiden Differenzen 


eke 


“ age 
A Nol'x — Fh xijo UNd Oyigis 


Es sind auch jetzt noch — d. h. unabhangig von (A) und (E) — Linearformen | 
in den unabhangigent Veranderlichen a* und af 4 bzw. b, und byi,. 
Wir behaupten, daB sie folgende Gestalt besitzen: 


| Oo — Oyster e+ Me aia | (12) 
pe b — Denys Se ot b, + Mj, Bua, 


el\lells 
_ wobei also in beiden Fallen der gleiche Tensor R*,, auftritt, und ferner 
- M2, nach (11). 

Fee Im Beweis dieser Behauptung ist zu beachten, daB bei F ortfall des Axioms 
_ (A) die Operation des Herauf- und Herunterziehens der Tensorindizes 
_ nicht mehr vertauschbar ist mit der Operation der kovarianten bzw. affinen 

Differentiation; man kann das dadurch zum Ausdruck bringen, daf man 

_ auf die erstere Operation tiberhaupt verzichtet. 

_ Nun ist aber nach (10): 


os it 
y : cal 


ee (48 oie Feo) OP +O (Ou joie — Pui zI1e) | (13) 
= (0 by) poy — (4 ba) eo = Ma (Oa bg +O Ou ya) J 
11m Sonderfall der projektiven Relativitatstheorie besteht allerdings, sofern — 


¥ man sich auf die Sore secath Koordinaten beschrankt, die lineare Abhangig- 
keit 24% = at or", die jedoch leicht als einfluBlos fiir das jetzige Ergebnis zu 
he 


_ erkennen ist. 


: Ss ae 


p N oF 
~ / ae Hele 


aa so veceint em die Formel a2) ‘ined PUL vie (13) ‘dete Mas 


In der ScurépincErschen Theorie, also bei Fortfall des Axioms (E) 
hat der Kriimmungstensor nur die triviale Symmetrie-Eigenschaft con" 


(14) 


ea ny 


voTt yao" 


Bei Aufrechterhaltung von (E) hingegen, also in der Enorsorosschen 
Theorie, bleibt auch die Symmetrie-Beziehung 


(9) 


- bestehen. Der Beweis verlauft wie in I: Nach (E) und dem daraus folgens ‘. 
den Satz (8) ist “a 


0= fig em Diels oa {(eje— tee) i} teen 


rks is Abe 4 = “ : eS 4 - 
ae = { Ghoti | are, ae {Pe0+} teens ® “s 


ate § 5. Endlich soll gepriift werden, was aus den Ergebnissen von I, § 4 
. wird, wenn man die Axiome (A), (E) fallen 14Bt. Zunachst gilt (weil jeder > 
ay Tensor A, , Summe von Produkten von Vektoren ist): Pe 


i ae - 
¢ ce =) , AS athe se A pelitiia “ 
‘ aur ei) = — Ri Ay »— Ri Ay t Me Ayena: y 


-Man kann iibrigens diese Formel verallgemeinern zu 


~ 4 bd a 


My es Hm | oT 


Oa ae 


Hye 


*n 
*Em [tio 


n 
: ; +) en Ri wee 
Pl. : p mae vot Maen 
: i= WA : 


* 


mre As": ahnlich der Formel (6); jedoch gebrauchen wir jetzt nur den Spezialfal 1 
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} si (16). Aus der schon in I benutzten trivialen Identitat = 
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Das Axiom (E) vereinfacht (19) zu der iia oben aus (E) abgeleiteten 
7 Beziehung (15), und (18) zu der einfachen Gleichung 


¥ 2d = : 77 
: [Ph rotc} og = avo + Bhorts + Rievya=% (20) “A 5 
: was mit v= A insbesondere 
* : ; 3 7 Ro ci Bi izhe +-Riaza = 9 ; (21) ‘ | 
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Das Spektrum der Turbulenz bei grofen 
Reynoldsschen Zahlen*. 


Von 


C. F. v. WEIzsAcKER. ** 
Max Planck-Institut fiir Physik, Gottingen. 
(Eingegangen am 16. Dezember 1946). 


Zusammenfassung. 


“gig Ein von isotroper Turbulenz erfilltes Volumen der Kantenlange Zy wird durch © 
Bat Intervallschachtelung in sukzessive Teilvolumina der Kantenlange Zp eingeteilt. 
. Die Mittelwerte der physikalischen GréBen iiber die Teilvolumina werden be- — 
trachtet. Die Bedingung des Gleichgewichts der Energiedissipation fiihrt zu fol- 

gendem Gesetz: Der Mittelwert des Betrages der Relativgeschwindigkeit eines — £ 
, ules gegen seine um Z, entfernten Nachbarpunkte ist proportional zu Zp‘/s. 
‘ah Der turbulente Austausch iiber die Strecke Z, ist dann proportional zu Zp‘/s, — 
Des im Einklang mit der Erfahrung. Als Spektralgesetz der Fourieranalyse des © 
Ors Stroémungsverlaufes bedeutet dies, daB die Energie (4) d&, welche zwischen 
den Wellenzahlen 4 und 4 + @& liegt, zu &~-‘/s proportional ist. 3 


1, Voraussetzungen. 


Der einfachste mégliche Gegenstand einer statistischen Theorie der — 
Turbulenz ist der von Taytor? zuerst untersuchte Fall der isotropen Tur- 
bulenz. In diesem Fall ist der quadratische Mittelwert einer Komponente _ 
der Geschwindigkeit unabhangig von der gewahlten Koordinatenrichtung, 
und zwischen den Mittelwerten der Ableitungen einer Geschwindigkeits- 


* Richard Becker zum 60. Geburtstag gewidmet. : 
** Die vorliegende Abhandlung und die ihr folgende von W. HEISENBERG sind 
in enger Zusammenarbeit in der Zeit des gemeinsamen Aufenthalts in England ~ 
P 1945 entstanden, Erst nach Abschlu8 der Arbeiten hat uns Herr G.I. TaYtor 
~ ee freundlicherweise mitgeteilt (Friihjahr 1946), daB wesentliche Gedanken dieser 


es. Arbeiten schon von Ko_mocgororr: Compt. Rend. Acad. Sc. USSR. 30, 301 — 
Ds (1941); 32, 16 (1941) und Onsacer (Phys. Rev., Dezember 1945) gefunden und 
a" verOffentlicht worden sind. Vgl. einen Bericht von G. K. Batcuetor am VI, Int. 
| Kongr. f. angew. Mechanik in Paris 1946. Etwa um die gleiche Zeit erhielten 
Ory wir ferner Kenntnis von einer Arbeit von PranptL und WigGHarpT, die ahn- 
ee liche Gedanken enthalt, und die inzwischen in den Gottinger Akademie-Berichten r- 
aye)! erschienen ist (Nachrichten d. Akad. d. Wissenschaften in Gottingen, Math.-— 
; ie Physikal. Klasse, aus dem Jahre 1945, S. 6). Die vorliegende Arbeit kann also 


Bis; nur als Erginzung und Vervollstandigung dieser friiheren Uniersuchooaanm 
ryt gelten. 


1 Taytor, G. I.: Proc. Roy. Soc. A 151, 421 ff. (1935). 
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onente na ch den verschiedenen Koordinatenrichtungen bestehen ein 

e Relationen. Man sollte erwarten, daB die statistischen Eigenschaften 
des inneren Zustandes einer Fliissigkeit, die sich in isotroper Turbulenz 
befindet, im wesentlichen durch zwei GréBen bestimmt seien: eine Linge, 
welche etwa den Durchmesser der gré8ten vorhandenen Turbulenzelemente 
mi®t, und eine Geschwindigkeit, die den quadratischen Mittelwert des 
turbulenten Anteiles der Gesamtgeschwindigkeit angibt. Als dritte cha- 
rakteristische GréBe kénnte eine weitere Linge eingefiihrt werden, die 
- ein MaB fiir den Durchmesser der kleinsten Turbulenzelemente wiire. Diese 
Lange ist aber von den beiden erstgenannten GréBen nicht mehr unab- 
hangig, sondern muf aus den Konstanten der inneren Reibung und den 
beiden ersten GréBen grundsatzlich bestimmt werden kénnen. 


__ Empirisch ist die isotrope Turbulenz jedoch nicht durch einige Zahlen, 
sondern durch eine Funktion charakterisiert. Als charakteristische Funk- 
tion kann man z. B. eine der von Taytor! und v. KArmAn? eingefiihrten 
Korrelationsfunktionen wahlen, welche die mittlere Kopplung zwischen 

_ den Geschwindigkeiten an zwei verschiedenen Orten zur selben Zeit oder 
am selben Teilchen zu verschiedenen Zeiten als Funktion des riéumlichen 
oder zeitlichen Abstandes messen. Mathematisch eindeutig mit den raum- 
lichen Korrelationsfunktionen verkniipft ist eine andere Funktion, welche 
die spektrale Verteilung der Energie in der turbulenten Strémung miBt. 
Man gewinnt sie, in dem man eine Fourieranalyse der Geschwindigkeits- 
-verteilung vornimmt, und den Mittelwert der Intensitaéten der Fourier- 
komponenten bestimmt. Sie driickt also die Verteilung der Energie tiber 
die Turbulenzelemente verschiedener Gr6Ben aus. Empirisch scheinen nun 
_ diese Funktionen bei geeigneter Normierung in allen Fallen isotroper Tur- 
- bulenz innerhalb gewisser Grenzen dieselbe Form zu haben; es scheint ein 
-universelles Spektralgesetz der Turbulenz zu geben. Die vorliegende 
Arbeit versucht, dieses Gesetz fiir den Grenzfall groBer Reynoldsscher 
_ Zahlen theoretisch abzuleiten. Sie bestatigt damit die Vermutung, daB die 
obengenannten zwei GroBen geniigen, um die statistischen Eigenschaften 
‘der isotropen Turbulenz im quasistationaren Fall zu bestimmen. Nur 
_qualitativ wird hier das Ende des Spektrums bei kleinen Wellenlangen 
(also das Verhalten der kleinsten Turbulenzelemente) besprochen, denn es 
14Bt sich nicht mehr unter der Annahme groBer Reynoldsscher Zahl be- 
-handeln. Es wird in einer nachfolgenden Arbeit von HEISENBERG quanti- 
_tativ untersucht. Ferner ist zu erwarten, daB das Spektralgesetz auch fiir 


oe 


_ schrankt, die klein sind gegen die Dimensionen, in denen die mittlere Stro- 
_ mung merklich variiert. 


Pot Taytor, I.-c. 
2 KXrman, Tu. v.: Journ. Aero. Sci, 4, 131 (1937). 
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die anisotrope Turbulenz gilt, wenn man sich auf Turbulenzelemente be-_ 
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Wenn wir uns auf den Grenzfall ave Repaplisenes Zahlen beschriinken a 
so erstreckt sich das Spektrum iiber einen groBen Wellenlangenbereich; eS 
gibt Turbulenzelemente vieler verschiedener GréBenordnungen. Wir be- 
schrinken unsere Betrachtung hier auf diejenigen Turbulenzelemente — 
(Wellenlangen), die klein gegen die groBten und groB gegen die kleinsten — 
vorkommenden sind. Die Ahnlichkeitsbetrachtung beruht nun darauf, daB — 
innerhalb dieses Bereiches keine Lamge mehr ausgezeichnet ist. N atiirlich — 
kénnte man einen Anfangszustand vorgeben, der eine Lange auszeichnet, — . 
in dem etwa Elemente einer bestimmten GréBe besonders haufig waren, 
Diesen Fall schlieBen wir aus durch die Annahme der Quasistationaritat. 
Als streng stationar soll ein Zustand gelten, in dem alle statistisch definiell 
baren Mittelwerte von der Zeit unabhangig sind; in einem solchen Zu-— 
stand muB die durch Reibung verlorengehende Energie von auBen standi 
etwa durch ein Druckgefalle, nachgeliefert werden. Ein stationarer Zan 
stand wird daher im groBen im allgemeinen nicht isotrop sein. Als quasi 
stationar soll ein Zustand gelten, dessen zeitliche Veranderung nea 


_ erfolgt, verglichen mit den Zeiten, die zur Einstellung des statistische 


Gleichgewichtes in den gerade betrachteten raumlichen Dimensionen © 
nodtig sind. Es wird sich zeigen, daB diese charakteristischen Zeiten fiir 
kleine Turbulenzelemente sehr viel kleiner sind als fiir groBe. Eine ohne ~ 
Energiezufuhr abfallende isotrope Turbulenz ist also fiir Elemente, aie 
klein sind gegen die gréBten, quasistationir. Ferner wird aus ahnlichen — 
Griinden eine stationare anisotrope Turbulenz fiir hinreichend kleine Tur. 
bulenzelemente isotrop sein. Fiir beide Falle gilt also unsere Betrachtung. 
Fiir eine quasistationare isotrope Turbulenz sind noch zwei Langen aus-- 
gezeichnet: die Durchmesser der gréB8ten und der kleinsten Turbulenz- | 
elemente. Erstere sind durch die geometrischen Eigenschaften der tur- 
bulenzerzeugenden Anordnung bestimmt, letztere durch die mittlere cal 
schwindigkeit und die Konstante der molekularen inneren Reibung. Nun a 
setzt aber die statistische Behandlung der Turbulenz voraus, daB es erlaubt _ ft 
ist, eine Unordnungsannahme zu machen. Diese ist schwer genau zu for- 
mulieren; man kann wohl nicht ausschlieBen, daB zwischen Turbulenz- — 
elementen, die sich in der GréBe nur wenig unterscheiden, gewisse geome- 
trische Korrelationen bestehen, so wie ja auch die Gestalt der gréBte 
Wirbel einer Str6mung mit der Gestalt des GefaBes und dem Geschwindig- ‘ 
keitsprofil zusammenhangt. Aber jedenfalls mu8 man annehmen, daB es 
bei hinreichend hoher Reynoldsscher Zahl Wirbel gibt, die so groB geg 
die kleinsten und so klein gegen die gréBten sind, daB sie von beiden sta 
tistisch ,,entkoppelt sind. Auf diese Wirbel wirken weder die iuSeretiie 
Krafte des Randes der Strémung noch die molekulare Reibung unniittoay 
bar. Ihre Bewegung muB also durch die Tragheitskrafte (unter Beriicksich- _ 
tigung der Kontinuitatsgleichung) allein beschrieben sein. Diese zeichnen 


r fii Be sick oh alin eeingL ange a aus. 3 Bs mu ane Chena sein, ein  Daifor: tt ae a 
m tatspostulat‘: zu formulieren, das fordert, daB in diesem Bereich alle stati- ge 

stischen Merkmale der Turbulenz nicht von den absoluten Lineardimen- 
_ sionen abhangen. In dieser Fassung kann das Postulat natiirlich nur fiir ae 


dimensionslose Zahlen gelten, welche den Strémungszustand charakte- * “gf 

' risieren. Dimensionsbehaftete GréBen werden durch diese reinen Z ahlen 1k oe 
_ mit den durch die jeweilige Fragestellung gegebenen Liingen, Geschwindig- a a Ns 
_keiten usw. verkniipft sein. Die konkrete Anwendung des Postulats zeigt us Bae. 


der folgende Abschnitt. 


2. Ableitung des Spektralgesetzes. / 


Wir betrachten eine inkompressible Fliissigkeit, die sich in quasistationar- 
_turbulenter Bewegung befindet. Die Geschwindigkeitsverteilung in einem 
_ bestimmten Augenblick werde durch einen Vektor » beschrieben, der eine : 
’ Funktion des Ortes ist. Wir greifen als ,,Grundvolumen‘ ein Teilvolumen 
_ des durchstr6mten Raumes heraus, das beliebig groB sein kann, mit der 1 

einen Einschrankung, daB die Turbulenz in ihm als isotrop soll angesehen 

werden kénnen. Wir wahlen es der Einfachheit halber kubisch mit der $75 
- Kantenlange Ly. Dieses Volumen zerlegen wir durch eine Intervallschach- athe 
- telung. Es werde etwa L, in r gleiche Teile eingeteilt, deren Kantenlange 

L, heiBe; das Grundvolumen zerfallt dann in r? kubische Teilvolumina , 
erster Ordnung. Jedes von diesen werde wieder in.r? kubische Teilvolu- ~ feet 
_ mina der Kantenlange L, zerlegt usw. Zwischen den sukzessiven Kanten- ese: 


_ langen L,, besteht demnach die Relation ; : 
n+l _ 5 1). 
ra (1) 


wobei 5 =r eine von der Ordnung n unabhangige ganze Zabl ist. Es 
wird verniinftig sein, r= 2 anzunehmen, doch soll die Allgemeinheit 
der Betrachtung vorerst nicht eingeschrankt werden. Nun zerlegen wir 
» an jedem Ort in eine Summe 


b= +0,10, + °°"- (2) rie 


Die Summanden sind sukzessive Mittelwerte von » iiber die Intervalle jeder 
- Ordnung, in denen der betrachtete Punkt jeweils liegt. Es ist 


% D9 = (0)o- (3) 
Der Index 0 auf der rechten Seite bedeutet, daB die Mittlung ber das Vo- Su: ; a 
~ lumen der Kartenlange Ly zu erstrecken ist. ¥, ist also die mittlere Geschwin- ; ‘ K 
_ digkeit des Grundvolumens. Ebenso ist ; 1-0) eae 


"Zeitschrift fiir Physik. Bd. 124. 40 . 4 


der Mittelwert der Abweichung | der wahren 1 
mittleren, genommen iiber dasjenige Volumen der Kantenlange_ 
in dem der betrachtete Punkt liegt. Entsprechend gilt 


£ 


On +1 = (D— Dy— 03 —-+» — Danna = (D— Ban +2 
mit der Abkiirzung 
n 
— P4 Din 

m=0 
9, ist eine Funktion der Zeit, wird aber im quasistationaren Fall eine : 
definierbaren quadratischen Zeitenmittelwert haben. Diesen nennen wit 
=) tae te a 
Der Index t bedeutet also ,,gemittelt iiber t‘*. In derselben Weise de finie 


wir Mittelwerte der raumlichen Ableitungen der Geschwindigkeit. Ha ub 
» die EGR. u, VU, W@W, SO Sel > 


a (32),+()+ 


wobei die Glieder genau wie in (3) bis (5) definiert sind. Es heiBe 


eu 2 

(22), 
. . ee, eu . . éu, : = 
Im Einzelfalle ist natiirlich (<“) nicht gleich aoe Hingegen muB eine 
2 


allgemeine Relation zwischen v,, und vw, bestehen. Wir schreiben zunachst 
formal és 


Ist nun L,, eine Linge, die klein gegen die gréBten und groB gegen ¢ di 
kleinsten Turbulenzelemente ist, so fordert das Uniformititspost 
da die reine Zahl « unabhangig von n ist. 

Wir suchen nun @, als Funktion von n zu bestimmen. Dies ist, wie im 
3. Abschnitt gezeigt wird, identisch mit der Bestimmung des Spektral 
gesetzes. Wir betrachten dazu die Energiedissipation. Ist 7 die Konstant 


der inneren Reibung, so ist der phigh stile +x: pro Zeit- und Volumen 
einheit bekanntlich: “eg 


‘i eu; \? 20; ae aa 
Tey (sz) + v Om ae ( 4) 
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oh ties ie 
* k die “art ee tan Red Sane oie. 
Ee Ses man atta Verteilung von » ohne raumliche Mittlungen, so ie 
dag ee 
Leh” 


ist _in dieser Formel 7 die molekulare Reibung. Nun weiB man aber, 
) der Energieverlust durch molekulare Reibung fast ausschlieBlich in den 
-kleinsten Turbulenzelementen erfolgt. Zwar verlieren selbstverstindlich ih 
auch die groBen Turbulenzelemente Energie, aber diese Energie wird nicht 
unmittelbar in Warme umgesetzt, sondern wandert zunichst in die kleine- 
ren Turbulenzelemente. Die Untersuchung des Gleichgewichtes dieser 
Energiewanderung dient uns zur Bestimmung von v,. Ist L, groB gegen 
den Durchmesser der kleinsten Turbulenzelemente, so kann die moleku- 
lare Reibung auf B, und somit auch auf den Energieverlust von 8, 
keinen EinfluB mehr haben. Trotzdem bleibt die Formel (11) wenigstens 
im Zeitmittel anwendbar, wenn man nun unter 7 den turbulenten Aus- 
tausch versteht. Dabei ist zu beachten, daB die GréBe des turbulenten Aus- 
tausches keinen von der Wahl des Mittlungsvolumens unabhangigen Sinn 
hat. Geben wir als Mittlungsvolumen dasjenige der Kantenlinge LE, vor, 
so ist damit die gesamte Geschwindigkeit » willkiirlich in zwei Seared 
-zerlegt: den bei der Mitteilung iibrig bleibenden Anteil 8, und den bei der 
Mittlung verschwindenden Anteil, den wir 1, nennen wollen; es ist 


ip 1 a — ea apa (12) 
. meantl 


Im Sinn dieser Einteilung ist B, die ,,mittlere Geschwindigkeit‘‘ und 1, 
die ,,turbulente Zusatzgeschwindigkeit’‘. Der turbulente Austausch y, 
mit dann den durch tw, vermittelten Impulstransport zwischen Gebieten 
‘mit verschiedenem %,,. Wenn wir unter 7, nicht den standig schwankenden 
‘Momentanwert, sondern den Zeitmittelwert des turbulenten Austausches 
verstehen, so kénnen wir ihn mit der entsprechend zu (12) gebildeten Summe 
der Zeitmittelwerte v,, : 


Wy =D) Dry (13) 
. m=n+1 
im Sinne PranpTts verkniipfen durch die Gleichung 
>", = PL, Wn: (14). 


9 ist der Mischungsweg der Turbulenzelemente !v,. Er kann dimensions- 
-maBig nur durch L,, bestimmt sein: 


en BL (15) 
“a Uniformitatspostulat fordert wieder, daB die reine Zahl f von n nicht 
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Mit diesem Wert von Nn aie wir in nye ein ond ariced oP: St ina 
durch die Mittelwerte v, aus. Dabei machen wir den Fehler, den Mittel- 
wert eines Produkts durch das Produkt der Mittelwerte der Faktoren zu 
ersetzen. Es wird aus dem Resultat leicht einzusehen sein, daB dadurch die 
Potenzen, in denen die dimensionsbehafteten GréBen in die Formel ein-— 
gehen, nicht geandert werden konnen. Der Fehler liegt nur im Zahlfaktor. , 
Ein Zahlfaktor bleibt in unserer Rechnung aber ohnehin unbestimmt, da 
wir den Wert von «, ® usw. nicht festlegen; das Resultat hangt von dem 
Zahlfaktor nicht ab. Wenn wir in der eckigen Klammer von (11) die A 
leitungen der Geschwindigkeiten nach (8) aufteilen, und dann pare di f 


Zeit mitteln, so fallen alle gemischten Produkte der Form (32) (5 aah 
m 


_ fort. Die Mittelwerte der quadratischen Glieder lassen sich durch “ie On 
a 


ausdriicken, wobei die Unabhangigkeit des jeweiligen Zahlfaktors y von 


wieder aus der Uniformitat folgt. Es ergibt sich e 
n 
S, =m Deh (16 
m=0 « 


Die rechte Seite dieser Gleichung hangt formal von n ab; deshalb ist link: 
dem S der Index n gegeben. S,, ist der Energieverlust der mittleren Stré-_ 
mung %, und so nach Definition eine Funktion von n. Es ist nun d 
entscheidende Schritt unserer Uberlegung, zu konstatieren, daB S, a 
physikalisch von n unabhangig sein muB. Dies ist am Jeichtesten einzu- 
sehen, wenn man sich die Stationaritat dadurch aufrechterhalten denk 
daB an der Fliissigkeit von auBen pro Zeit- und Volumeneinheit die Arbeit A 
geleistet wird. Genau diese Arbeit mu die mittlere Str6mung dann 3 
stationaéren Betrieb auch wieder abgeben: 


Sq A. | (17 


A aber kann nicht von der willkiirlichen Einteilung in eine mittlere und 
eine zusiitzliche turbulente Str6mung abhiingen, die wir durch die Mitte- 
lung tiber L,, vorgenommen haben, Der Energieverlust der mittleren Stré 
mung muB derselbe sein, einerlei, wie wir das Wort ,,mittlere‘t definieren; 
S, ist unabhangig von n. Hieraus folgt eine Beziehung zwischen den 
fiir verschiedene 7. + 


Wir versuchen den Ansatz 
nti C Un : (18) 
y 
wobei ¢ <t und wegen der Uniformitit wieder von n unabhangig sein sol Fe 
Damit wird nach (13) i 


; oo Bi Aa S.. \eaiet oc a 
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ei groBen Reynosa ae a 


i Ne eae y areas daB (as) fiir beliebig groBe n ohare was 
S nicht mehr zutrifft, wenn sich LZ, dem Durchmesser der kleinsten 
Turbulenzelemente nihert. Hier wird also die Voraussetzung, daB die be- 
trachteten Elemente groB gegen die kleinsten sind, benutzt; fiir das Ende 
des Spektrums bei kleinen L,, kann das hier gewonnene Gesetz nicht 
a Setzen wir in (16) aus (10) und (1) ein, so ergibt sich wieder eine 
seometrische Reihe, die wir aufsSummieren unter der weiteren Voraus- 
setzung, daB n groB ist; damit wird die Geltung des Spektralgesetzes 
auch fiir die grdéBten Rismente eingeschrankt. Wir setzen an, und das 
Resultat wird die Richtigkeit dieses Ansatzes bestatigen, daB sie <1 sei. 
Es folgt 


n 9 
we es a ian 
oem ~ 1=ORF Ti, (20) 
nd im ganzen 
| 5 zh | | 
* _ ae fonst ae (21) 


Dies ist von n unabhiangig, wenn €= 8"s oder v,~ L}/* d.h. wenn wir 
auf die Eigenschaften des Grundvolumens beziehen 


; Un La, Ys ; i 
= See ne « (22) 


Dies ist das gesuchte Spektralgesetz: Die mittlere Relativgeschwindigkeit 
eines Turbulenzelementes gegen seine Umgebung variiert wie die dritte 
Wurzel aus seinem Durchmesser. 


Es ist nachtraglich leicht zu sehen, daB die mathematische Form des 
esetzes kaum mehr als eine Dimensionsbetrachtung voraussetzt. Die 
Energiedissipation geschieht im wesentlichen jeweils in den kleinsten zur 
mittleren Bewegung gerechneten Turbulenzelementen; wenn die Dissipa- 
tion durch turbulente Reibung 7, beriicksichtigt wird, im wesentlichen 
durch die Anteile b,, im B,, deren m nur wenig kleiner ist als n. Dies driickt 
ich darin aus, daB in (20) der Nenner 1 — (8/0)? = 1 — 8*/* nicht klein 
gegen 1 ist. Man kann Setzen S,, = const jy, (vj,)®. Andererseits wird der 
turbulente Austausch jeweils durch die gréBten zur turbulenten Bewegung 
gerechneten Turbulenzelemente besorgt; demgemaB ist y,, = const Ly vp. 
Damit sind [mit (10)] die Potenzen, in.denen v, und L, eingehen, schon 
bestimmt. Man sieht zugleich, da sich die Energiedissipation im wesent- 
lichen zwischen Elementen von vergleichbarer GroBe abspielt und daher 
die gréften und kleinsten Elemente in der Tat auf die Gestalt des Spek- 
trums bei mittlerer GréBe keinen EinfluB haben. 
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A pat a $6 St , 
3. Konsequenzen und nbn Spekaralgeset Fs 
ee Aus (22) und (10) folgt 
Uy faa (=)" 
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Wahrend also die mittlere Geschwindigkeit selbst in kleineren Wirb In 
kleiner ist, ist der mittlere Geschwindigkeitsgradient in ihnen, wie empi-— 
risch bekannt ist, gréBer. Der Geschwindigkeitsgradient hat die Dimens se 

r 1 t. 
un= =: (24 


einer reziproken Zeit: 


1st diejenige Zeit, in der sich das Aussehen der Str6mung in Gebieten 
der GréBenordnung L, merklich verandert. +, ist proportional zu Lg, 
kleine Turbulenzelemente verdndern ihre Gestalt schneller als groBe. > 


Ist v,, der zeitliche Mittelwert der lokalen, (<7), derjenige der subs a 


tiellen iiber L,, gemittelten Zeitableitung der Geschwindigkeit, so muB 
im wesentlichen sein ; 


= ! att 8 
v, = const ov, ~ LT, * (25) 


eS (<5) 
. dt n 

Up, ist dadurch gegeben, daB die raumliche Struktur der Wirbel der Ord- 

nung v mit der groBen Geschwindigkeit ¥ am MeBpunkt vorbeigefiihri 


I 


=—t/ 7 
const v, vu, ~ LA. (26) 


wal 


wird; (3) ergibt sich aus der wirklichen Strukturanderung dieser Wirbel, 
n Ly 
s 
Die Turbulenzreibung hat die Form 


o ais 
Mn = const Lv, ~ Li. (27) 


Ba, Man kann die ,,Reynoldssche Zahl‘‘ R, = ev L/n, der mittleren Geschwit 
ry. y digkeit B, relativ zu dieser Reibung bilden. Wahlt man dabei als chadal 
eee teristische Werte der Liinge und Geschwindigkeit Ly und v9, so nimmt Ry 
is mit wachsendem n wie 15" zu. Die kleinsten Turbulenzelemente kénnen 
Bag), dann als diejenigen charakterisiert werden, fiir welche R,, vergleichbar mit 
hee der ,,eigentlichen‘ Reynoldsschen Zahl pv L/u wird (u = molekulare Rei 
ys bung). AufschluBreicher ist es, wenn man fiir L und vw die Werte einsetzt. 
; die fiir die starksten in der ,,mittleren Str6mung‘ vorkommenden 6rtli ef 


a Anderungen der Geschwindigkeit maBgebend sind, also L,, und v,, selbst. 
a Dann folgt ; k 
4 4 R,, = const oon Gs const. 
J n 
+ 


; 7 i . > 

numerischen Wert der Konstante Cannon eh nach der hier ae 
hode TaLne RE eiten. Empirisch liegt er zwischen 1 und 10; eine ge- 
naherte theoretische Bestimmung hat W. HEISENBERG in einer nachfol- 
-genden Arbeit gegeben. Anschaulich bedeutet dies: Die Turbulenzreibung 
stellt sich eben so stark ein, daB die ,,mittlere Strémung“ in Dimensionen 
der GréSenordnung L,, unter dem EinfluB einer solchen Reibung laminar 
werden muB. Das ist zu erwarten. Denn wire die Turbulenzreibung sehr 
viel kleiner, und schriebe man formal fiir B,, hydrodynamische Gleichungen 
an, in denen %, als Reibungskonstante steht, so hatten diese Gleichungen 
Lésungen mit Turbulenz in kleineren Dimensionen als L,,; es wiirde also 
zusatzliche Turbulenz entstehen. 


Die Naherung, in der das Gesetz v,~ L;/? gelten soll, ist dieselbe, in 
der das quadratische Widerstandsgesetz der turbulenten Strémung gilt. 
Den Zusammenhang beider Gesetze zeigt die folgende Ableitung des 
quadratischen Widerstandsgesetzes: Um eine Strémung der Geschwindig- 

_ keit vy aufrechtzuerhalten, mu8 pro cm® und sec die Arbeit 


+ 


% 
ff 9 = const 7 (29) 


geleistet werden. Diese Arbeit wird geleistet von einer duBeren Kraft 
pro cm? 

Se sa: : 
= const: ——. 30 
a ZL, (30) 


> 
| 
| 


‘Man gewinnt also das Spektralgesetz, wenn man eine der zum quadra- 
tischen Widerstandsgesetz fiihrenden analoge Dimensionsbetrachtung auf 
_ die kleineren Turbulenzelemente anwendet. 

Bei Messungen des Turbulenzspektrums in Windkan4len bestimmt man 
den Energieinhalt der Stroémung pro Frequenzintervall mit einer Reso- 
_ nanzapparatur. Dabei werden die kleinen Turbulenzelemente mit einer 
groBen Geschwindigkeit U an dem festen MeBgerat vorbeigefiihrt. Man 
untersucht also nicht die substantiellen zeitlichen Schwankungen der Ge- 
_ schwindigkeit, sondern macht eine Fourieranalyse einer raumlichen Struk- 
tur. Wir haben also nach dem Energieinhalt pro Intervall der Wellenzahl k 


es TS 


(der reziproken be eres zu fragen. Der Energieinhalt F,,, der zu v,_ 


_ gehort, ist proportional zu v;, also zu L/?, Das Integral des Energie- 
‘inhaltes iiber alle Turbulenzelemente, die kleiner sind als L,, konvergiert 


x und ist proportional zu E,,. a F,dk die Energie pro Wellenzahlintervall | 


dk, so ist also 


[Fak w Li wie", (31) 
k 


f gis ’ F, <1 te ), 
das theoretische Spektralgesetz fiir hohe Reynoldssche Zahlen in de 
Sprache der Fourieranalyse. Wiirde bei substantieller zeitlicher Analys 
(etwa in einer durch ein bewegtes Maschengitter in einer ruhenden Fliissig- . 
wt keit erzeugten Turbulenz) nach der Energie F,dy pro Frequenzintervall 
dy gefragt, so kame ein Faktor dv/dk hinzu, der aus Dimensionsgriinden 
proportional zu L7,"3/L;1 = Lis ~ i >~y-''? sein miiBte; also ware 


BS a Vin os (33 


: 


4. Giiltigheitsgrenzen. 


Die Ableitung des Gesetzes zeigt, daB fiir die gréBten und die kiéingten 
Turbulenzelemente Abweichungen zu erwarten sind. Wegen der raschen — 
Konvergenz der geometrischen Reihen sollten diese Abweichungen nicht | 
sehr weit in den Bereich mittlerer GréSen hineinreichen. Wir versuchen’ 
eine kurze physikalische Diskussion der Art der Abweichungen. ’ 


i 


Fur die gréBten Turbulenzelemente sind die beiden Forderungen der 
Quasistationaritaét und-der Isotropie nicht mehr vereinbar. Hat man etwa 
durch ein Maschengitter in einer Strémung echte isotrope Turbulenz er- — 
zeugt, so fallt diese mit der Zeit ab. Die Abfallszeit ist yon der GréBen- 
ordnung 


oy a ROE ot ~~ aah 


% 


Der Abfall wird also nach der Formel bz 


dv AS dt $7) + 70 . ; a ; 
Se const han const Ls dt; v= ers (35) 


. 
geschehen, wobei @ eine mit « zusammenhangende reine Zahl der Gretel 4 
ordnung 1 und ty eine Integrationskonstante ist. Dieses Gesetz hat im 
; wesentlichen schon TAYLor abgeleitet. Da t, fiir n += 0 kleiner ist als to, 
spielt dieser Abfall fiir die Gestalt des Spektrums bei kleineren ements 
keine Rolle; das Gleichgewicht der Turbulenz stellt sich schneller ein als 

die Anderungen der Bewegung im GroBen. ry, 


m7 ; 

toe Weniger streng liBt sich zeigen, daB die stationare anisotrope Turbulengs 

ae im kleinen isotrop ist. Doch steckt dies im wesentlichen schon in der Un- 

oa ordnungsannahme, die der ganzen statistischen Turbulenztheorie zugrunde — 

ee . liegt. Auch die ,\isotrope‘‘ Turbulenz ist ja nur im Mittel isotrop, jedes. 
a einzelne Tushclenselaee aber schafft fiir die kleineren Elemente eit 


. ae 4 
j a p - , 
fa = % 2. ay 


oe. aie. ae at Ay. Re ik yey 
arby at tan Beynotiilten! Zahlen, 
7 entan anisotrope i Sithatiqn, welché wegen der Abnahme von 7, mit 
v Bibhebadaan’ n stets langer anhilt als die individuelle Existenz der klei- | 
eren Elemente. Wenn trotzdem die statistische Entkopplung der kleineren 
Elemente von der gréBeren vorausgesetzt werden darf, so kann mit dem- 
selben Recht wohl auch die Entkopplung der kleineren Elemente von einer 
anisotropen mittleren Strémung angenommen werden. : th, he 
_ Eine andere Voraussetzung ist die der riéumlichen Homogenitit der 
‘Turbulenz. Man setzt voraus, da8 in der ausgebildeten isotropen Turbulenz 
keine Abhangigkeit der statistischen Merkmale der Strémung vom Ort 
besteht. In der mit einer mittleren Strémung dynamisch gekoppelten 
Turbulenz besteht aber eine solche Abhingigkeit und es wird folglich 
auch ein raiumlicher Transport turbulenter Energie stattfinden, der das. 2 
Spektrum beeinfluBt. Auf die daher riihrenden Abinderungen soll hier vis 
Spek eingegangen werden. Die Grenze, die damit der Anwendbarkeit des sae 


Spektralgesetzes auf wirkliche Str6mungen gesetzt ist, wird aber voraus- 
sichtlich wieder bei den Turbulenzelementen liegen, deren Durchmesser 
nicht viel kleiner ist, als der Abstand von der Wand, bzw. als die Strecke, 
auf der sich die mittlere Strémung betrachtlich andert. D. h. wenn die ne 
Turbulenzstarke in dieser GréBenordnung auf andere Weise einmal be- ; ir ; 
-stimmt ist, sollte man auf die kleineren Elemente aus dem Spektralgesetz CaN 
-schlieBen kénnen. % 
) Die Abweichung bei den kleinsten Elementen sollte dort eintreten, wo 
die molekulare Reibung mit der turbulenten vergleichbar wird. Wir bilden : 
‘mit dem Durchmesser und der Eigengeschwindigkeit eines Turbulenz- _ eh aaa 
_elementes seine Reynoldssche Zahl relativ zur molekularen Reibung w: ore moe 


. he u u Io = Nea 


Die Gré8e der kleinsten Turbulenzelemente sollte bestimmt sein durch die 
_ Forderung, daB diese Zahl einen kritischen Wert unterschreitet. Nach dem 

- bisherigen wiirde man zundchst erwarten, daB dieser Wert von der GréBen- 
| -ordnung 1 ware. Der Vergleich mit der Erfahrung an isotroper Turbulenz 
im Windkanal, den HeiseNBeRG durchgefiihrt hat (nachfolgende Arbeit), 
zeigt, daB er in Wirklichkeit etwa 20 betragt. Dies liegt formal daran, da 
nach (14) und (15) die turbulente Reibung um den Faktor (2 kleiner ist 
j als 9 L,vU,. Die empirische Kleinheit dieses Faktors wieder diirfte nach 

HEISENBERG damit zusammenhangen, da®B sich die Irreversibilitét der 
3 _Energiedissipation nur nach groBen Schwankungen durchsetzt; die Ener- 

gie, welche ein Turbulenzelement verliert, geht nicht immer sofort in klei- ae 

nere, sondern manchmal auch zunachst in groBere Elemente iiber. Vielleicht . Nii 
: -muB man aus diesem Grunde fiir den Impulsaustausch mit einem anderen 7 ha 
Scien als fiir die Energiedissipation, da nicht jeder Impulsaustausch . 


zum irreversiblen aa severe Beeet: Peps: imensionsgriinder e I 
die Beriicksichtigung dieses Effekts das dpcktrabeeeete nicht Jide ns e 
beeinfluBt aber den Punkt des Uberganges zur laminaren Stromung. 


a 


5. Zum Vergleich mit der Erfahrung. os. 


Quantitative Messungen des Spektrums gibt es wohl bis jetzt nur in — 
Windkandlen. Die veréffentlichten Messungen sind bei so kleinen Rey- 
noldsschen Zahlen vorgenommen, da8 kein hinreichender Bereich fiir eine _ 
ey: strenge Priifung des Gesetzes existiert. Diese Priifung setzt vielmehr eine 

Pik! quantitative Theorie des Abbrechens des Spektrums bei kleinen Wellen- _ 
a J langen voraus. Diese hat He1sENBERG in der nachfolgenden Arbeit ge ; 
geben und mit der Erfahrung verglichen. 

Es soll aber gezeigt werden, daB das Gesetz wenigstens die GréBen.- 
ae ordnung der Turbulenzphanomene in der Erdatmosphare und in der inte ? 
stellaren Materie des MilchstraBensystemes richtig wiedergibt. Behande 
man nach DeFanT die Wetterschwankungen im groBen als Turbulenz Z 
phinomene, so erreicht der Austausch (unser y) die Gré®enordnung 
5 +107 g/cm sec. Als zugehérigen Wert von L kann man etwa 1000 km 
einsetzen. Diese Turbulenz ist flachenhaft; da in unseren Rechnungen die 
Dreidimensionalitat des Raumes nicht benutzt wurde, sollte das Gesetz 
wenigstens in groBen Hohen, in denen die Erdreibung eine geringere Ro 
spielt, ungefahr anwendbar bleiben. Wir vergleichen, da kein anderes— 
F Material vorliegt, mit Messungen des Austausches in vertikaler Richtung, 

Pap bei denen die Mittlungsstrecke von der GréBenordnung 50 m sein diirfte; — 
| Shae vielleicht ist in diesen Dimensionen der vertikale Austausch mit dem — 
horizontalen vergleichbar. Das Verhaltnis der L ist 2- 104, dasjenige_ 
der y sollte also nach (27) 23+ 10s = 5-10° sein. Es folgt fiir den 


an vertikalen Austausch der ,,Restturbulenz“ in groBen Héhen die Gré®en-— 
"y . ordnung 100 g/cm sec, wahrend die Erfahrung durchschnittlich 50 g/: mi 
4¥ aL sec liefert. Die (i bereiietiensanig der GréBenordnung diirfte demnach | 
ae bestehen; mehr ist nicht zu erwarten. | 
eet Fiir-die interstellare Materie wollen wir, unter Vernachlassigung de 
Bats Abweichungen von der Isotropie, Ly = 3 - 103 cm (Abstand der Sonne ~ 
a vom MilchstraBenzentrum) und v= 3+ 107 cm/sec (Rotationsgeschwin 
ie ae _ digkeit der MilchstraBe am Sonnenort) setzen. Da die Rotation der Milch- 
ce straBe nicht starr ist, muB sie Turbulenz erzeugen. Wir fragen nach den 
ae Relativgeschwindigkeiten der Teile eines Gasnebels. Dazu setzen wir 
, a, ms Ly, = 3+ 101% cm (Durchmesser eines mittleren Gasnebels) und erhalten — 
+e nach (22) vw, = 3+ 108 cm/sec = 30 km/sec. Im Orionnebel hat man 
NG empirisch elatisheweetaieen der Teile festgestellt, deren Komponenten — 
srt im Visionsradius die GréBenordnung 10 km/sec haben. Die Bigenbewex 


3 gungen der Sterne, die aus Gasnebeln dieser GréSenordnung entstanden 


orhan ay In Gas. Resteoaheben grit a as den 
, Biden miissen freilich die Relativgeschwindigkeiten sehr viel kleiner 
(rund 1/, km/sec) sein, weil das System sonst nicht zusammenhielte. Aber — 


mit der Umgebung nicht mehr stattfindet, und daB daher die Turbulenz _ 
ereechtnd erloschen sein muB. . 


" Nachtrag: Herr ToLiMIeEN machte uns freundlicherweise darauf auf- 
Beesais da8B L. F. Ricuarpson! schon vor 20 Jahren aus rein empiri- 
_ schen Griinden die Proportionalitat von y mit L“: angesetzt hat. Er be- 
-rechnet den effektiven Diffussionskoeffizienten in Luft fiir Dimensionen 
_ zwischen L = 5-10" cm und LZ = 108 cm und zeigt, daB das genannte 
_ Gesetz die Daten mit einem Fehler darstellt, der nur fiir das kleinste und 
-_vielleicht fiir das groBte ZL, auBerhalb der Streuung der empirischen Werte — 

_ (die im Mittel weniger als eine Zehnerpotenz betragt) liegt. Der Wert fiir — 
das kleinste Z entspricht auch nicht unter mehr turbulenter, sondern 
-molekularer Diffusion. 


a 1 Ricwarpson, L. F.: Proc. Roy. Soc. A 110, 709 (1926). 


_ eben dieser dauernde Zusammenhalt bedeutet ja, daB der Impulsaustausch 5 


Zur statistischen Theorie der Turbulenz*. 


Von 


W. HEISENBERG. 

Max Planck-Institut fiir Physik, Géttingen. > 
Mit 4 Figuren. 

(Eingegangen am 16, Dezember 1946.) 


Die in der vorhergehenden Arbeit von v. WeizsickeR dargestellte Auffassung 

von der Turbulenz wird mathematisch mit Hilfe der iiblichen Methode der Fourier- 

zerlegung behandelt. Dabei wird das Spektrum der turbulenten Bewegung bis ‘a 
zu den kleinsten Wellenlangen, d.h. bis in den laminaren Bereich hinein ab- vi 
geleitet, die mittleren Druckschwankungen und die Korrelationsfunktionen be- _ 
rechnet. SchlieBlich wird versucht, die fiir die Energiedissipation in der statistischen v 
turbulenten Bewegung charakteristische Konstante aus den hydrodynamischen _ 

Gleichungen herzuleiten. te 


In der von G. J. TAyLor! und v. Karman? entwickelten statistischen | : 
Theorie der Turbulenz wird die unregelmaBige turbulente Bewegung einer ~ 
Fliissigkeit durch einige charakteristische Funktionen beschrieben, zwischen — 


_ denen einfache mathematische Relationen bestehen: die ,,spektrale‘‘ Ver-_ 


teilung der Energie auf Wellen verschiedener Wellenlange, die Korrelationen 
zwischen den Geschwindigkeiten an Punkten eines vorgegebenen raumlichen _ 
oder zeitlichen Abstandes und dgl. Die Arbeiten yon G. J. TayLorenthalten 
ausfiihrliche empirische und theoretische Angaben iiber diese Funktionen. ~ 
v. WEIZSACKER® hat in der vorausgehenden Arbeit die wichtigste dieser _ 
Funktionen, nimlich die spektrale Verteilung der Energie, fiir den Grenz- 


* Richard Brecker zum 60, Geburtstag gewidmet. 

1 Tayuor, G. J.: Proc. Roy. Soc. A 151, 421 (1935); 156, 307 (1936); 164, 15 
(1938); 164, 476 (1938). 

2 KARMAN, TH. y.: Journ. Aero. Sci. 4, 131 (1937). 

8 Weizsicker, C, F. vy.: ZS. f. Phys. im Erscheinen. Die v. WeizsAckEeRsche _ 
und die vorliegende Abhandlung sind in enger Zusammenarbeit in der Zeit des 
gemeinsamen Aufenthalts in England 1945 entstanden. Erst nach AbschluB der — 
Arbeiten hat uns Herr G. J. Tayior freundlicherweise mitgeteilt (Friihjahr 1946), # 
da wesentliche Gedanken dieser Arbeiten schon von Kotmocororr: Compt. — 
Rend. Acad. Se. UdSSR, 30, 301 (1941); 32, 16 (1941) und Onsacer (Phys. Rev., 
68, 286, 1945) gefunden und verdffentlicht worden sind. Vgl. einen Bericht — 


‘von G. K, BatcHELOR am VI. Int. Kongr. f. angew. Mechanik, Paris 1946. 


Etwa um die gleiche Zeit erhielten wir ferner Kenntnis yon einer Arbeit von 
Pranptt und WiecHarpt, die Ahnliche Gedanken enthalt und die inzwischen- % 
in den Gottinger Akademie-Berichten erschienen ist (Nachrichten d. Akad. d, _ 
Wissenschaften in Gottingen, Math.-Physikal. Klasse, aus dem Jahre 1945, S. 6). 
Die vorliegende Arbeit kann also nur als Erganzung und Vervollstandigung dieser — 
friiheren Untersuchungen gelten. 


Be -_ a3 : ee Ya Zur § tat stise en | Theorie tae rab lene Rae ne 

1 groBer Rei aliescher Zante ial Grund von Pa ea 

mgen abgeleitet. Die folgenden Abschnitte sollen zuniichst die v. WEIZ- Si 
erect Uberlegungen in die gewohnte Sprache der Fourierzerlegung Pht ee 
_ tibertragen und mit Hilfe dieser Ubertragung das Abbrechen des Spek- | v eas 
_trums bei groBen Frequenzen infolge der molekularen Ziihigkeit studieren. atte 
‘Dann sollen die F olgerungen fiir die Korrelationsfunktionen und die Druck- 
schwankungen gezogen werden und schlieBlich soll eine Ableitung der 
Grundkonstante der Energiedissipation versucht werden. 


iz erature der 0. Weitsdckerschen Thatieannen in dan Sprache der 
Fourierkomponenten. 


Bei hinreichend grofBen Reynoldsschen Zahlen findet die Energiedissi- 
ration bei der turbulenten Bewegung in der Weise statt, daB die groBen 

- Turbulenzelemente dadurch Energie verlieren, daB fiir sie die Energie- 
und Impulsiibertragung durch kleine Turbulenzelemente wie eine zusitz- 

_ liche Zahigkeit (vgl. z. B. Pranptv}) wirkt. Im stationaren Betrieb wird 

_ also dauernd Energie von gréBeren in kleinere Turbulenzelemente iiber- 
aa wobei der Spektralbereich einer bestimmten Wellenlinge stets 
m-groBeren Wellen her soviel Energie erhalt, wie er nach kleineren 
ellen abgibt. Zur Aufrechterhaltung dieses Gleichgewichtes ist eine 
stimmte Energieverteilung notwendig, die dann, wenn die molekulare | 
_ Reibung vernachlassigt wird, nach v. WeIzsAcKeER durch das Gesetz 


g 


= 


r9/ SJ 


=p =o f Fim ak (1) 
F(k) ~k-*/s 


ye ee ee ee ee ee 


276 
Wellenlange 


ein MaB fiir die mittlere Geschwindigkeit’). Dieses Spektrum F (hk) ~~ k7°/s | 


_dargestellt wird. (« = bedeutet die Wellenzahl, v) = V = 


| istnach zwei Seiten begrenzt. Bei kleinen Wellenzahlen, d.h. groBen Wellen- 
4 langen, wird irgendwie die Stromung aufhéren, als isotrop turbulent gelten 
zu kénnen. Denn die gré&ten Turbulenzelemente sind durch die Geometrie 
der Apparaturen gegeben, die die Turbulenz erzeugen. Dieses Ende des 
_ Spektrums bei kleinem & kann also iiberhaupt nicht Gegenstand einer - 
rein statistischen Theorie sein. Bei groBen k dagegen wird das Spektrum 
durch die molekulare Zahigkeit begrenzt. Bei groBen k wird schlieBlich 
x die molekulare Zahigkeit groBer werden als die scheinbare turbulente 
_ Zahigkeit, das Spektrum wird dort dann sehr rasch abfallen. 
; 


ee! PRANDTL, L.: Strémungslehre, 3. Aufl., S. 105 u. f, Braunschweig: Vieweg 
_ 1942. 


2 Unser v unterscheidet sich von dem 7% in der v. Weizsickerschen Arbeit 
um einen Zahlenfaktor der GréBenordnung 1. 


; 
x 
‘a 


pp te 5 % 4 = my #H . Z 
va ¢ ; z ; Fir d Aiicstnngua welled rae bioeaitts es sichn m o€ 

Die Geschwindigkeit » soll in einem Normierungsvolumen 4 in 
-Fourierreihe entwickelt werden 


ae 
ny, N, ganze Zahlen). 2 


Dabei ist bp = 0%, und die Anzahl der ,,Eigenschwingungen“ 


k und k + Ak ist durch ae 


gegeben!. Dann wird 


Say So afar ak gis vil=frddk, @) 


- na 


see F (k) = (27) 2k? V 2). (4) 


Aus div bp = 0 folgt 


Der Koeffizient der molekularen Zahigkeit werde uy genannt, der mittle 
Energieverlust durch Reibung ist dann, wegen div » = 0 unter der " "ea 
aussetzung ruhender Begrenzungsflachen: 


(6) 


oe 


S =u (rot vb)? 


te 


=u LY) |[dpt?| = pw f F(a) 24 ak. (7 
f . 


i 
~~) 


Pa Wenn das Spektrum in einem groBen Bereich dem Gesetz F (k)~ k- /a 
hg folgt, so wird die Gesamtenergie durch die gré8ten Turbulenzelemente 
Pp bestimmt. Wir kénnen etwa annehmen, das Gesetz k~*/s gelte bis herunter_ 
By. «f° zu einer kleinsten Wellenzahl ko, fiir kleinere & sei F (k) == 0. Dann st 


co ‘ S) 
2 = 2 fPurdkan2 fig ae 30 ky 5 RS ae 
0 al 
1 Dieses Verfahren} ist etwas weniger anschaulich, aber mathematisch bequem T, 
als die tibliche Entwicklung nach sin und cos. Es lauft formal auf die Gr 


ov < 
bedingung hinaus, daB », ego an einer Begrenzungsflache des Volumens Vdie 
% gleichen Werte haben soll wie an der gegeniiberliegenden Begrenzungsflache. _ 


Rhee es tA 


6n Ves oy 


ov. Wemsicker betrachtet den Energieverlust 5, desjenigen Teiles des 
_ gesamten Spektrums, dessen Wellenzahlen unter & liegen. Fiir diese Tur- 
bulenzelemente wirken die Turbulenzelemente kleinerer Wellenlinge 


( <=) wie eine zusitzliche Zahigkeit. Man kann also allgemein schreiben 


oa S,=(u +m) J P(k') «2h? dk’, (14) 

% ; 

_wobei %, die zusatzliche turbulente Zahigkeit bezeichnen soll und rok 
das Zusammenwirken aller Turbulenzelemente mit Wellenlange ee 


-zustande kommt. DimensionsmaBig ist y, nach PRANDTL das Produkt aus - 


_ Dichte, Mischungsweg und Geschwindigkeit, wobei der Mischungsweg 
vergleichbar sein wird mit dem Durchmesser der betreffenden Turbulenz- 
_ elemente, wahrend die Geschwindigkeit der Turbulenzelemente etwa durch 


2% (2) gegeben ist. In Anlehnung an die v. ‘Wesickersche Arbeit 
wird man daher setzen: 


* 


(x ist ein Zahlfaktor). 

> Der Ausdruck unter dem Integralzeichen ist im wesentlichen durch Di- 
‘mensionsbetrachtungen festgelegt; man kénnte’sich aber natiirlich denken, 
da® etwa die Wellen k’ in der Nahe von.k mit etwas anderen Gewichten 
in das Integral eingehen, als die Wellen mit groBen k-Werten, d.h. der 
_Integrand kénnte noch von der dimensionslosen Zahl k'/k abhangen. Wegen 
pe einheitlichen Form des Spektrums F (k)~k~*/s kann man aber alle 
diese Unbestimmtheiten in den Zahlenfaktor x aufnehmen und dem Inte- 
gral willkiirlich die exakte Form (12) geben. Dieses Verfahren ist einwand- 
‘frei im Gebiet des k~*/s-Gesetzes, wird jedoch ungenau an den Enden 
des Gebietes, an denen die Geometrie oder die molekulare Reibung das 
Spektrum veraindert. Aber auch an der letzteren Grenze wird (12) noch 
eine gute Approximation sein, die zum mindesten qualitativ das Eingreifen 
ner Reibung richtig darstellt. 


* Con VF lk 
, n, = xe | dk A : : (12) 
J 


| glee | Sineane 

Die Konstante % in Gl. (12) ai ieeck die hydrods ynamischen 
gen exakt festgelegt sein, sie hat in allen Fallen, in denen von stat ch 
isotroper Turbulenz gesprochen werden kann, den gleichen es und 
hingt in keiner Weise von der Geometrie der Stromung ab. Die theoretiscl 1¢ 
Bestimmung dieser wichtigen Zahl wird im Abschnitt 5 versucht werden. 


Dort wird sich auch zeigen, daB die phere. Sepia treat it ali 


lich als ein Doppelintegral vom Typus i dk’, of eee Besckitt ben 


ae or werden kann, wobei der Integrand die von k’ nach i ’ pro Zeiteinheit iiber- 
at . gefiihrte Energie bedeutet [Gl. (89)]. Dieses Integral ist komplizierter als 
ae der vereinfachende Ausdruck (13), der aus (11) und (12) hervorgeht, abe 

Bat & fiir die folgenden Betrachtungen kénnen (11) und (12) als hinreichend e 
i f ee ' Naherungen gelten. Fiir S;, erhalt man so: AN 

me F a : a 
eas = 2 (oof Ea f F(k')-2k dk’. (13) 
Pek. § R ri) .° 


Der entscheidende Schritt der v. WeizsicKerschen Uberlegung ist die 
_ Feststellung, daB dieser Ausdruck fiir k< kg von k unabhangig sein muB: 
a 


S, = S = const (fiir k > ky), (14) 


weil ja die Gesamtenergie zum allergréBten Teil im langwelligen Gebiet des 
Spektrums liegt, also si Energie,,durchsatz‘‘ von k unabhangig werdel 
muB. Pe, 

Die Gl. (13) kann als Bestimmungsgleichung des tuibalenten: Spektrums 
F (k) aufgefaBt werden, die fiir das Gebiet groBer Reynoldsscher Zahlen’ 
das k~*/s-Gesetz und fiir noch gréBere k-Werte das ae des Spek- 


trums infolge der molekularen Ziahigkeit liefern muB. ‘ 


2. Die Gestalt des Spektrums in der Gegend der kleinsten 


ts 7 urbulenzelemente. 

fee Wir setzen zuniichst 7 =v und differenzieren (13) nach k. Dann ergibt 
.) a Rs, sich 
un “4 4 s F 7 J voR hk ‘ iM 

\ iin » ? ( ) F & ‘ : - 
. ¢ Gait + fa V i } Fu Te [Fe Ki dk'. (15) 
ae “i 0 , +f 
as Dann definieren wir neue Variable « und w durch die Gleichungen: | 
‘ ei, ‘ : 
: ‘ : k x — 7 
1 x=lg ko” PF (k) = F(ky) e ™; w == w(x). 
as 
. 
aw 
ei 


* c : - z 4 ¥ {3 
Die Konstante V2 Bae nh Stn ie aby tet ini-weseuthichen 


%Up ‘ Pad 
d e reziproke Reynoldssche Zahl der Gesamtstrémung und daher stets sehr 
klein; wenn die Reynoldssche Zahl selbst klein ware, so kénnte die Stré- 
mung iiberhaupt nicht turbulent sein. Durch nochmaliges Aig Ati ae 

entsteht aus (17) : 


i ‘ We co wi ix rs ~~ w Sieh 
: : 1 ey ae 
cers tees Soci) 3 
ae x | 


, ba wt ? 
i In dieser Gleichung kann man das Integral f dxe 2 naherungs- 


_weise auswerten, epee man w (2) i in der Nahe - von x entwickelt: zw CAL 
= w(x) + (2, SE ee “ +... und mit dem zweiten Gliede abbricht. Da 
die eipedeiGuliesktion rasch abfallt, erhalt man so eine gute Naherung: 
wo, : 


Witnx 
~ ws are # 
faze = BASS aon , (19) 5 
re pedo ; ; : 
x a: Foes 


urch Einsetzen i in (18) ergibt sich schlieBlich: . on . 


Re — winx 


dw vi) & 2 i) x : 


Tan Sikeent™ aus (20) sofort den allgemeinen Verlauf des Spektrums.” 
Fiir nicht zu groBe az und w kann das erste Glied in der Summe vernach- 


-ldssigt werden und man erhilt 


x w rae Pe Pe ee. 
& =2(1+92), an 92-3; FH=H(G) eH 
3 wie es nach der v. We1zsickerschen Theorie sein muB. Fiir Brahes xund w 
5 dagegen iiberwiegt das erste Glied, daher mu8 dann 


rh 


ee dw 7 
=, a =7, F ~ const + k- 5 (22) 


wee 


‘Zeitschrift fiir Physik. Bd. 124. 41 


‘ eas In der Gegertl ‘dec deestaaMarraiea! el én . illt 
daher sehr rasch, namlich mit der 7. Potenz age Wellenzahl, ab. 

Nur im Ubergangsgebiet von (21) nach (22) sind numerische Rec ch- 
nungen notig, um die Lésung von (20) zu ermitteln. Da fiir kleinere a, a. ne 
fiir das Gebiet rr ; as 


ae eet aig 2* 72 ; 


w=2¢2 
write 


6 oh gesetzt werden kann [damit ist dann nicht nur (18) sondern auch (47) 
ausreichender Genauigkeit erfiillt], kann man von Punkt zu Punkt for ¢ 


schreitend 2 nach (20) aus zw berechnen und damit zw fiir héhere x 2 


leiten. Dabei geniigt es, die numerische ate fiir einen bestimmte en 


4 


groBen Wert der Konstanten, sagen wir =* at © —a durchz hren. 


Fur einen anderen Wert 6 kann man dann w dares eine einfache Ahn-— 
lichkeitstransformation erhalten: i, 


; 3 5 - — 
W, (xt) = We (= + zig s)-Zet (24) 
mo, wie man durch Einsetzen in (20) und (23) erkennt. 
Saat Die Abb. 1 gibt das Ergebnis der numerischen Rechnung fiir 7% “Vhs 
ie = 1000 wieder. Die numerische eg zeigt, daB fiir pee, Wert 


. im Gebiet 


rans 


w (x) = reas 


ist. Allgemeiner wird also in diesem Gebiet des /~?-Gesetzes: 


w(x) =72x+3,0—4 1g AVR) : 
i ; ke J? 
ah, 


i F (k) = 0,0496 - 7 a (=) parle 


. ‘ ' 


oy " Eine brauchbare Interpolationsformel, die in den beiden Grenzfa allen 
eae richtig: ist und auch im Ubergangsgebiet keine groBen Fehler ae lautet 


i rove) "B (ART 


ese 


2 Bale ees urchmesser der groften, Turbulenz- ts ei 4 se 


rt als Reynoldssche Zah\ der Gesamtstromung 


oe 


: Ry= Ltote 
‘ ea ‘ 


n, , SO rd ark .@, (27) und (29) ° 
k, = 0,16, (Ry x). 


Abb. 14. Darstellung der Funktion w (x). 


= 
oe : 
ce 


Man kann L, =~ als den ,, Durchmesser der kleinsten Turbulenzelemente 
; 


D eichnen und erhalt 


40 


Te L, = 6,25 Ly (Ro x)~ "4. (31) 
Hewes 
; Durch (9), (28) und (30) ist die Gestalt des Spektrums im ganzen k-Be- 


ich Becstericet. Bei den wirklichen Strémungen wird allerdings der Ver- 
41* 


-lauf des Spektrums bei tether ‘Werte > n, di 
dort die Geometrie der Versuche, z. B. d ga: ay Eas mit denen 
die Turbulenz erzeugt wird, eine Rolle spielt. Man wird dann, um den 
Vergleich mit der Erfahrung sinngemai durchfiihren zu konnen, eine 
GréBe k, einfiihren derart, daB etwa im Bereich des k—- pee (als 
fiir k, Sh > he) die Formel 2] Wi 


. 


ry = bate ata) 


richtig wird. Die so definierte GréBe ky sagt dann nicht direkt etwas iiber 
den Verlauf des Spektrums bei den kleinsten k-Werten aus. Wohl aber 
wird das Spektrum im allgemeinen in der Gegend k~ ky stark vom 
k-*/s-Gesetz abweichen. ; 

Auch fiir k S>k, wird das Spektrum nicht unbegrenzt die Form ke? 
beibehalten. Derin die bekannten Untersuchungen von BurGERS* machen 
es sehr wahrscheinlich, daB es bei hinreichend kleinen Reynoldsschen — 
Zahlen schlieBlich gar keine turbulenten Bewegungen mehr gibt. Anderer- 
seits fallt das k~7-Gesetz so rasch ab, daB das Gebiet & >>, praktisch keine 
Rolle spielt. Ein etwas gréBerer Fehler wird, insbesondere im Ubergangs- 
gebiet, durch die Ungenauigkeit der Gl. (13) selbst entstehen; aber es 
lohnt wohl nicht, schon jetzt die sehr viel komplizierteren Gleichungen | 
des 5. Abschnittes auf das hier gestellte Problem anzuwenden. Die rich- 
tigen Gleichungen wiirden jedenfalls zu etwas anderen Zahlfaktoren n 
(27), (80) und (381) fiihren. 3s 

Fiir den Vergleich mit der Erfahrung braucht man die Energieverteilung 
tiber die Wellenzahlen einer bestimmten Richtung, etwa iiber k,, da di 7 
Spektren experimentell von Simmons? und Drypen® durch die zeitlichen 
Schwankungen der Geschwindigkeit in einem Luftstrom gemessen worden 
sind, der mit einer konstanten relativ zu 7» groBen Geschwindigkeit U a n 
MeBort vorbeigefiihrt wird. Dieses Spektrum hat auch eine verschiedene 
Form, je nachdem es sich um die Fourierentwicklung von b, oder t 
handelt. Experimentell wird zunachst das Spektrum fiir b, gebraucht, 
wir wollen aber auch das fiir b, ableiten, da es spater bei der Berechn ng 
der Korrelationsfunktionen nok werile ist. Da nach Gl. ©) (0; ) = “2 ist, 


wird 
ae Oh ke 
m= (1-8). 


a iBpnw. ERS, Ke 3 M.: Verh. d. Kgl. Nied. Akad. d. Wiss. 17, Nr. 2, 1 (1939); 
18, Nr. 1, 1 (1940). ‘ 
2 SIMMONS u. SALTER: Proc. Roy. Soc. A 165, 73 (1938). . san 
* DRYDEN, SCHUBAUVER, Mock u. SkramsTaD: Nation. Adv. Comm. Aeron. 
Nr. 581 (1938); Drypen, H.L.: Proc. V. Intern. Congr. f. Applied. Med. 
Cambridge (Mass.), S. 362 (1938). iw 


e 


Ae 


eared, sane 
. i= me's ee +00 f 
rs a ae ie dk k 
te re : 
: pat’ 


=< f Fw_x) Fe. 
k 


’ +00 Dai eo 
< neg dkydkz 41 k2 ’ 
| Fy tka= ff ese 3 (1-2) rw 
ss a rt ss ; 


ae ee 
7 Baas i . sr 6 F, ky 5/5 

7 ee ; Py (k,) ==. BB (52) ; 

ae ae 

fet 3 3 

bk > hy F(k) = Py, 


F 5 
Fe (k,) = ah he” He, 


a 2F, 5 NEE 9 
Fy, (leg) = ae eg! eyo He. (37) 


Als brauchbare Interpolationsformel [die aber im Ubergangsgebiet 
as weniger genau als (28) ist] kann man wieder setzen: 


if ¥ 5] -2 
roves [(ByP os 


| kE* = 0,645 k, (39) 


‘soll die Frage gestellt werden, bei welchen kritischen Reynoldsschen 


ansehen, wobei nach v. WEIZSACKER U, = Up (i:) ist. Aus’ 29), (30) nd 


naté I’,.(k,) ebenfalls logarithmisch, in willkiirlichen Einheiten. Wenn man 


mit 
Bevor der Vergleich mit der Erfahrung im einzelnen durchgefiihrt w 


len der Ubergang vom k~‘/s-Gesetz in das k~7-Gesetz — also, wenn mar 
will, der Ubergang von der eigentlich turbulenten zur laminaren Bewe 
— erfolgt. Als die kritische Reynoldssche Zahl hierfiir kann man etwa 
Ausdruck : ¥ 

R= t+ < : 


(31) erhalt man dann . 


Der Zahlwert von x wird spater noch diskutiert werden. Jedenfalls fi idet 
also der Ubergang bei einem bestimmten numerischen Wert der Reynolds- 
schen Zahl statt, wie aus allgemeinen Ahnlichkeitsiiberlegungen zu eTwal ; 
ten ist. 

In Abb. 2 sind die Messungen des Spektrums F,, (k,.) von Simmons (1. ¢ 
mit der Theorie verglichen, Es handelt sich um Intensitaétsmessungen 4 
einen Luftstrom, der mit den Geschwindigkeiten U = 456 cm/sec ( 
608 cm/sec (X), 1060 cm/sec (GQ) am MeBort vorbeistrémt und durch ei 
Gitter von 7,6 cm Maschenweite turbulent gemacht worden ist, die Mes 
sung erfolgte 2,1 m hinter dem Gitter. Die MeBpunkte Simmons’ sind nur 
im rechten Teil der Abb. einzeln eingetragen, in der linken Hilfte ist de: 
ungefiihre Streubereich der MeBpunkte durch einen senkrechten Strich 
angegeben, Abszisse ist k in cm! (in logarithmischem MaBstab), Ordi. 


J 


annimmt, daB U/v, in allen drei MeBreihen den gleichen Wert hat, was 
durch andere Messungen von Taytor bestatigt wird, so erhalt man bei 
einer geeigneten Wahl dieses Verhiltnisses die drei in die Abb. wine n- 
neten Kurven. Qualitativ werden die Simmonsschen MefSpunkte durch di 
Kurven gut dargestellt, insbesondere auch das Auseinanderlaufen der dr 
MeBreihen im kurzwelligen Teil des Spektrums. Im einzelnen aber gi yt 
es auch erhebliche Abweichungen; man erkennt aus der Figur, dab» del 
Giiltigkeitsbereich des k ~*/s-Gesetzes hier so klein ist, daB eine zuverlassig 
Nachprtifung nicht méglich ist. Dies liegt an der Kleinheit der Reynol 
schen Zahl ty. Bei k = 1 em—ist der Durchmesser der Turbulenzelemente 


ps 
sade Py 
=" * wt : Cas % f RS Pay d 
+e eS ee - Rr ie: 


, < “ FY 


3.em, also etwa halb so groB wie die Masch diesem 
Gebiet ist die Turbulenz noch nicht villig isotrop, das k~‘/s-Gesetz kann 
also noch nicht gelten. Schon bei k = 4 cm~! aber macht sich der EinfluB 
der molekularen Zahigkeit bemerkbar, die Intensitat sinkt starker ab. 


Abb. 2. Die turbulente Energieverteilung als Funktion der Wellenzahl. 


- 


b 


4 


wy hare pt 


Auch tie verwandten Messungen von DrypeEn (1. c.), die sich iiber ein 
_ groBes Spektralgebiet erstrecken, sind bei Bo kleinen Reynoldsschen Zahi- 

~ Jen durchgefiihrt, daB die Giiltigkeit des lee /a-Gesetzes kaum nachgepriift 

| werden kann. Es ware also wiinschenswert, ahnliche Messungen mit sehr 

o viel groBeren Reynoldsschen Zahlen durchzufiihren. aa a etiniete 
Ws erha i rve 

: Ulu oak man aus der Angleichung der theoretischen Ku 


Me 


x eee 
ae . 


Piel 
> 


3 ) ~~ a a ; 
. Rerun tee = 53 x, wenn man | tters 
identifiziert. Dieser Wert paBt gut zu Messungen? diese oe altnis 

bei ahnlichen Versuchen, wenn man annimmt, daB x etwa 0,5 ist. 

Eine andere und wohl genauere Bestimmung von » erhalt man aus dem 

- zeitlichen Abklingen der Turbulenz, das schon von TaYLor (I. c.) theore-_ 
tisch vollsténdig behandelt worden ist. Fiir den gesamten Energieverlust 

pro cm? und sec: S ergibt sich aus (9), (13) und (14) 


3 
5 Sit ees 


Also muB fiir die zeitliche Abklingung von v, gelten: 


mit der Lésung? 


| 2g () = ee 
Hes: 1+ VS x kyu (0) t 


Taytor, der im wesentlichen diese es abgeleitet hat, berichtet uber 
Eh 


ne Messungen von Simmons, bei denen ~t} als Funktion von t = 
(a = Abstand des MeBpunktes vom Gitter) ermittelt wurde. Aus (46) folg 
%¢ 


Ue Po ee V3 pe. Sy ‘=. 
ea ee ee me ee 


i, 


~/ Wenn manv,=u’ V3 setzt (u’ = Vv v, nach TaYLor) und Ly mit der — 
- Maschenweite identifiziert, so folgt aus den Taytorschen Messungen 
% = 0,85, aus den entsprechenden Messungen von DryDEN ein etwas klei- — 
nerer Wert. Wegen der Unsicherheit in dem fiir 1, einzusetzenden Wert — 
ist diese Bestimmung aber wohl noch um etwa 50%, unsicher. ss 


3. Die Korrelationsfunktionen. 


a 

Taytor und v. Karman (1...) haben die Korrelationen studiert, die 
zwischen den Geschwindigkeiten an zwei Punkten in gegebenem Abstand — 
bestehen. Die beiden Korrelationsfunktionen R, (2) und R, (2), die hierbei 
die Hauptrolle spielen, sind definiert als “ 

* Vgl. Taytor, G. J.: Proc. Roy. Soc. A 164, 486 (1938), 

* Anm. bei der Korrektur: Bei dieser Lésung ist kg = const vorausgesetzt, 
was sicher fiir gréBere Zeiten nicht zutrifft. Das Problem der Abklingung wird — 


genauer untersucht in einer im Erscheinen begriffenen Arbeit des Verfassers_ ' 
(Proc. Roy. Soc. A), 


a 
- 


a 
aa ») 
,. . 
Ya 
es 
” beg 
“4 
a ath p 


‘Vv robe cm Punkt P, um die Strecke 2 in der 2-Richtung gegen den Punkt Py : f 
choben ist. dfs 


Dies Funktionen stehen nach TAYLOR in einfachem Zusammenhang 
“mit den Spektren: : 


“so | 
=. gla F, (k,,) cos ky x 
ie ; R, (2) 5 aE oe 
ew) Jak, Py (ky) ovis, 
Jak, F,, (k,) cos k, x 


Il 


Ry (x) = 
fdk, Fy (k,) 


; P 
Pe ‘Mit Hilfe der Gl. (34) und 9 oan & liber in 


Pes - “ : ; 
. vet: 3 [dk F (k) (sin ka — kz cos kz) k? «3 
Or 
Bs, ; J dk F (k) 

ID: : 
ae * oo 4d * 

ae $f dk F(k) (2? sinkx+kaxcoskx —sinkz) k* 2% 

0 
Ry (2) = —— 7 s . (50) 
f dk F (k) 

a < > 9 2 

n diesen Ausdriicken erkennt man unmittelbar die Richtigkeit der 
_y. KArmAnschen Beziehung: ae 
a Pre tg ie , (64) 


ba en iicccpemen: LE y- und ra ie BS ae - Wenne < 7 =—-ist, ent- 
ae k, ke 

ickelt man die sores. zweckmabig oa ‘Porenifon von x. Die ersten 
Entwicklungsglieder fiihren dann auf die GrdBe 


T dk F (k) ke 
As a ei (52) 


Coe 
no 
| 


T dk F (k) 
0 


‘die aus (13), (44) und (29) lei Geet 
| ; hae Bs sey: 
re = 9%) xR a ) 
eyo *Sorerkalt man: . 
| Bers en 
Fir Ke: . 

Os R, (2) =1— 2 Ag f'4 


Taytor hat eine Lange 4 durch die Gleichung 
: ey 


definiert und als ein MaB fiir dia GroBe der kleinsten Turbulenzelemente 
bezeichnet. Nach (53) wird ; : ae 


0% 


i ° + 
to _ — 0.4341, (R,x)*. | (56) 


Es mu betont werden, daB A nicht identisch ist mit der GréBe | “ 
{Gl. (31)], die wir als ,,Durchmesser der kleinsten Turbulenzelemente* 
bezeichnet haben, und da A auch anders als L, von Ly und vy abhang a 
Ein Vergleich von ($1) und (6) zeigt, daB fiir insieschen groBe Reyno 
sche Zahlen die Linge L,. <A’ Wars 


Im entgegengesetzten Grenzfall _< t< > a SR man aus CO}: an 


Ry (x) = 1 — 0,643 “ae wine 
R, (xz) = 1 — 0,858 (ky x) 4+... 


Daber hingen diese ersten Entwicklungsglieder noch nicht von der sp ©] 
ziellen Form des Spektrums in der Nahe von ky ab; erst fiir x ~ Ait d 
uel, 
die Form des Spektrums in der Nahe von ky wichtig, dort kann man aber 
das Problem nicht mehr mit rein statistischen Methoden behandeln. Die 
Formeln (54) und (57) geben also wohl eine vollstandige Beschreibung der 
Korrelationen, soweit sie als Folge statistischer isotroper ease be- 


ol 

trachtet werden kénnen. 
Die Formeln (54) und (57) zeigen auch deutlich, daa die Korrelation sc 
funktion nicht in allen Strémungen die gleiche Form hat, da8 vielmehr _ 
bei Veriinderungen der Parameter die inneren und die Mittin? Teile der } 


a 


* J sh : s 


na Punkt is sy 


Rene von eye gegeniiber einer andersatigen 


NN _-Vermutung von v. KARMAN (l. c.) betont worden. ; Wage is 
Zum Vergleich mit der Erfahrung sind in Abb. 3 die aesstibed von ath 
-R,@) und Ry (x) durch Simmons eingetragen (Kreise bzw. Punkte), ferner Sal te 


die nach der genauen Formel (50) berechneten theoretischen Kurven. 


Abb. 3. Die Korrelationsfunktionen. 


Dabei ist wieder Ly mit der Maschenweite des Gitters identifiziert und A 
aus dem Spektrum fiir Y = 1060 cm/sec berechnet worden. Die experi- 3 a 


- mentellen Werte stimmen tatsichlich mit den theoretischen bei kleineren . “a 
_ Werten von «x sehr genau iberein, eigentlich genauer, als bei der Un- ~ "ae ace 
: _ bestimmtheit von L, erwartet werden konnte. Von zky~1 ab wird die 


_ Abweichung der experimentellen Punkte von den theoretischen Kurven 
é — merklich, was auch nach der Ableitung anzunehmen war. Denn der Ver- 
% lauf bei gréBeren x-Werten hingt vom Verhalten des Spektrums in der 
_- Nahe von ky ab, das durch unsere Formeln prinzipiell nicht erfaBt werden 
__ kann. Aber selbst bei groferen «-Werten bleiben die Albwen Dus ch von 
ms den theoretischen Kurven klein. 


1 Tayzonr, G. J.: Journ. Aeron. Sci. 4, Nr..8, 311 (1937). 
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4. Die Druckschwan. ae 

Beim Studium der Diffusion in einem turbulenten Luftstrom hat TayLe R 

(1. c.) eine Beziehung zwischen der fiir die Diffusion maBgebenden Kea 

relationsfunktion und dem quadratischen Mittelwert des Druckgradienten | 
abgeleitet. Wir wollen daher auch die quadratischen Mittelwerte der Druck- ‘ 

schwankungen vom Standpunkt der hier beschriebenen Theorie aus unter- 


7 
© ab 


vg: -*< ‘ Loe 


suchen. ee 
In Anlehnung an GI. (2) kann man den Druck in eine Fourierreihe : 
~. entwickeln yo 
, i >. : : 
Pp — Pai Ps ltt Px — P: 5 (58) 
t 
und die hydrodynamische Grundgleichung . ‘ 
s a E 
: b=—(ov)>—— vp +* Ab rh 
geht uber in - ; 
F : Ue rs : ae 
by = — D7 (dy f) Dae Pe Dy. (59) 
Y’ 7 
Wegen (b; f) = 0 folgt daraus < . 
Ss 4 ' . . é . 
‘ : a 
Bisnes 3 PN (Dp EF) (bpp, He. (60) 
t’ : a P 


Fir die quadratischen Mittelwerte von Druck und Druckgradient ergibt — 
ae sich cs 
if ey LP ta bad MO 

p> =S'|pr| , grad* p = Ske | pF. (61) 

VY + f ; t a 
J Wir interessieren uns zunichst fiir diesen letzteren Mittelwert: “= 


o% —— on pa a PP Se ot ae 
ot grad? p = >) Py a (Dy £) (Dy_y E) (Dp £) (Dy_ ye» BD. (62) 
ees ae 


Der Mittelungsstrich bedeutet hier einfach zeitliche Mittelung. Wenn man 

Mittelwerte der Art (62) ausrechnen will, muB man in irgendeiner Form 

eine ,,Unordnungsannahme“ iiber die turbulente Bewegung zugrunde | 

legen. Dabei kann man davon ausgehen, daB die Amplituden by im Lauf 

der Zeit um einen durch (10) bzw. (28) gegebenen Wert schwanken, sodaB 

der zeitliche Mittelwert by0_y; einfach durch das Spektrum (28) gegeben | 4 
é ‘ 


Ae 

im 

a Phase Geen; im Dntenschae gleich ete 
a orkommer. Wenn man die Phasen zu verschiedenen Wellenzahlen als 
‘statistisch  véllig unabhingig ansehen kénnte, so wiirden bei- der Mittelung we . 
papeber Produkte von vier Faktoren 


De, De, De, Dy, . 


nur die Glieder iibrigbleiben, bei denen je zwei Wellenzahlen entgegen- Beer: 
- gesetzt gleich sind; also Glieder vom Typus : 


We ; i ~ De, Dt, Dr, Dt, D_e > 


at us 


und diese ‘Mittelwerte kénnten durch die Produkte der Mittelwerte’ der 
Amplitudenquadrate ersetzt werden: 
i. « . be 

= Z We th 4 ORS Se ee et Se a (63) 


ce 


Aa Wirklichkeit werden jedoch statistische Korrelationen aeecher! den 
. ee zu Feischiedenen Wellenzahlen bestehen, da die Wellen sich gegen- 
 seitig beeinflussen. Im Abschnitt 5 wird versucht werden, in einem ein- 
_ fachen Fall solche Korrelationen abzuschatzen. Trotz des Vorhandenseins 
_ der Korrelationen méchten wir aber annehmen, daf in einer Summe von 
der Art (62) die Glieder vom Typus (63) den gréBten Anteil beisteuern, 
denn ihr Mittelwert ist schon in der ersten Naherung, ohne jede Annahme 
a iiber das zeitliche Verhalten der Wellen, von Null verschieden, wahrend 
die anderen Mittelwerte erst durch das feinere Wechselspiel verschiedener 
_ Wellen einen von Null verschiedenen Wert erhalten. Wir glauben also, daB : 
’ man eine brauchbare Naherung erhalt, wenn man in (62) nur die Glieder 
1 vom Typus (63) beriicksichtigt. Dann ergibt sich 


£ 


‘3 ° —— (v4 f ‘) (b_ vt’) (Dg E') (Dev he 
grad* p = ea ee Ae 


ae 
a | 
3 


(64) 


Be, ‘Bei der Mitteilung iiber die Richtungen der vy — man nimmt dabei wieder ~ 
z “an, daB alle Richtungen | f fiir vy gleichwahrscheinlich seien — beniitzt 
man zweckmabig die Relation 


——__ __ |b; (af) (bf) / 
(0, a) (v__ 6) = LNs [es — "|: (65) 


—,—__¢ an A’? 2 — (YP) 
grad® p = ra |ve | jee | — ro (66) 


Setzt man we r= i “a + so seek man die : Pg al ars 
~und findet: 7 
, grad” Pp a 5 lel 1a | k' Mal ae 


‘ 


Y= ¥(t)= ides 1p Ber Sot sh peta le see]. 


Fir 0 <s<1 gilt naherungsweise: en . : na 


Y (s) FS (1+ > s+ =}. f _ (og 


Bie 7“. Verwandelt man die Summen in Integrale und setzt das Spektrum (28) 
rate in (67) ein, so folgt schlieBlich - 


‘ +a ae 
grad? p = =e a ky ee Pee * | at eles aa 


6 de fT Cy 


Man erkennt aus ee daB die Integrale bei kleinen k-Werten tone a 
gieren, da man die Integration also ohne erheblichen Fehler von k= 0 | 
ab fiihren kann. Dies zeigt, da8 grad #p tatsachlich durch das Verhalten : 
des Spektrums bei gets k, d. a durch die Aleinsten Turbulenzelemente 
> bestimmt ist. Hatten wir p® berechnet, so hatte sich im Gegenteil ergeben, _ 
ier] daB das Integral bei kleinen Werten von k divergiert, daB sein Wert also 
ganz durch die gréBten Turbulenzelemente bestimmt wird. Der Wert von “ 

_ p® kann daher iiberhaupt nicht nach dem hier angewandten Verfahren : 

-_berechnet werden; denn erstens hat das Spektrum bei kleinen k eine von — 
der Geometrie abhangige Form, und zweitens ware es bei den grdften 
Turbulenzelementen sicher ganz unberechtigt, nur die Mittelwerte yom > 
Typus (63) zu beriicksichtigen, da die Geometrie dem System der grofiten . 
Wirbel sicher bestimmte Phasenbeziehungen aufpriigt. 

Aus (70) wird jetzt: 


& 


grad? p = jraallf's eieci raat cat ay 
[rac [heal ‘ad 


Das Doppelintegral rechts wurde nach einem graphischen Verfahren 

zu 0,763 abgeschiitzt; so folgt schlieBlich [vg]. G0)] — © ; < i 
grad? p =.0,47 p@ ot Re kS 

= 0,05 p wh RV Rix. 


TOR ( .c.) hatte fe! ‘die Valoleay” es dag aap ai 


leiche Gr6Benordnung wie pv: (<) haben sollte, also die GréBenord- 


Die von TaYLor definierte Linge aS : 


4 


“(>)2 
: (52 (22)* - =e i dh. (74) 
¥ . grad? p = = pt its (75) 


“ . 
muB daher fiir groBe Reynoldssche Zahlen erheblich groBer werden Sf 
die Lange A von Gl. (55). Aus (75), (7 3) und (56) folgt: 
a : x SA- 042 VRsx. (76) 


~ Dieses Ergebnis pat allerdings schlecht zum experimentellen Befund; 


denn TayYtor gibt bei einem Versuch, den Simmons im Anschlu8 an ahn- | 


_ liche Experimente von ScuuBaveEnr! ausgefiihrt hatte, sa =0,5 an, wobei. . 


. p o———— . 
nach den Versuchsbedingungen etwa VR, x =~ 3,9 angenommen werden 


-muB. Man muB daher die Frage stellen, ob etwa das Ergebnis (72) dadurch — 


‘gefailscht worden ist, daB nur die Glieder (63) bei der Mittelung beriick- 


-sichtigt wurden. Man kann aber leicht einsehen, daB zwar vielleicht der 


_ Zahlenfaktor i in (72) dadurch beeinfluBt werden kann, daB aber die Ab- 
_ hingigkeit von. ky und k,, d. h. die Abhangigkeit des 2, von (Ry x) nichts 
3 mit dieser Vernachlassigung zu tun hat. Denn schon die GL. (62) zeigt, daB 
_ auf der rechten Seite wegen Gl. (10) der Normierungsfaktor v% k'!* auf- 
_treten muB. Dieser Faktor wird nach Ausfiihrung der Mittelung erganzt 
: durch einen Faktor der Dimension k’!:, der offenbar héchstens von der 
peeramuns ks sein kann — und auch sein muB, denn das zugehérige Inte- 
gral iiber k wiirde eben wie hk’ divergieren, wenn nicht bei k~ k, der 


_Abfall des Spektrums mit /~7 einsetzen wiirde. Es bliebe noch die Méglich- 


 keit, daB nur der Zahlenfaktor in (72) durch die alleinige Beriicksichtigung 
: Pee Glieder (63) zu niedrig geschatzt worden ist. Aber man kann sich schwer 
en, daB der richtige Ausdruck um mehr als das Zehnfache groBer 
x ' wiirde — was zur Deutung der Experimente notig wire. 
Be Vielleicht 14Bt sich der Widerspruch in folgender Weise aufkliren: 
- Der Hauptbeitrag zu grad® p riihrt von Wellenzahlen der Ordnung /, 
: Her; also von Turbulenzelementen, deren Durchmesser wenige Milli- 


2 "a Scuunaver: Rep. Nat. Adv. Comm. Aero. Nachr, Nr.524 (1938). 
re 


. a. . +. * ke 
Tings 3 a S = 4 co , irty ealy 
2 be A = st , ay ' 


ing a > yt Kile ile Man erkennt nun aus (72), daB grad®p etheblich 


Re: ‘ 
Aleiner sein muB, und zwar um so mehr, je gréBer das Verhiiltnis 4 ist. 


oP ope iS a 
est ey Sp eer 

meter betragt. Bein Mantas von | Shine Ns wird der Luftstrom di 
einen 20 cm langen, quer zum Windkanal gespannten Heizdraht « erw é 
und dann die Verteilung der erwirmten Luft in einem gewissen Abst 
if hinter dem Heizdraht gemessen. Fiir die Bestimmung von A, sind ge si 
irks, die kleineren Abstande (5 bis 15cm) maBgebend. Es liegt nahe an z- 
nehmen, daB der Heizdraht selbst im Luftstrom eine kleine WirbelstraBe 
und zusatzliche Turbulenz hervorruft, wobei die Turbulenzelemente 
einige Millimeter groB sein diirften — d.h. der Draht erhéht gerade d le 
Intensitat der Turbulenz in dem Spektralgebiet, das auf grad? p den stark- 
sten EinfluB hat. Dabei diirfte die zusatzliche Turbulenz in der unmitte / 
baren Nachbarschaft des Drahtes viel gréBer sein als die urspriingliche | 
Turbulenz des gleichen Wellenlangenbereiches. Aber diese zusatzliche — 
Turbulenz klingt natiirlich schnell ab, und es ist wohl schwer abzuschatzen a 
ob sie allein die Diskrepanz zwischen (76) und dem empirischen dy: We 
eats erklaren kann. 


5. Die Energiedissipation bei normaler isotroper Turbulenz. ~~ 


Die Untersuchungen des vorausgehenden Abschnitts hangen bereits - 
eng mit einem Grundproblem der statistischen Turbulenztheorie zusammen : 
1a mit der Bestimmung der Energiedissipation bei normaler Energievertei-_ ‘ 

Nett lung, d. h. der Bestimmung der Konstante x in Gl. (12). Bei diesem Problem 
: kann die molekulare Reibung vdllig vernachlassigt werden. Die hydro-— 
dynamischen Grundgleichungen kénnen also in der Form cs: 


4 


: 5 1 

+ a De VER eRe vo=0 

: ee . oe vorausgesetzt werden, Ferner soll als Normierungsvolumen ein geeigne ; 
Bears! | herausgegriffenes Teilvolumen der Fliissigkeit gewahlt werden, das unter — 
ve ux Umstiinden mit der Fliissigkeit — etwa dem Mittelwert der Geschwindig- 


_ keit ttber das Volumen entsprechend — mitbewegt wird. Wir nehmen also 
ye an, das Volumen bewege sich mit der Geschwindigkeit u. Dann geht (60) 
‘+ Soa tiber in 


b= EN (yD [Oe — Ge Oe DL HEH M — ( _ 


Fur die Berechnung der Energiedissipation muB man ermitteln, wie sich 
die Intensitat |v¢| einer bestimmten Eigenschwingung (oder vielleiche® 
besser: die Summe seer? Amplitudenquadrate iiber einen klein on 


Spektralbereich Ak: a ‘| yt) im Lauf der Zeit andert. Man erkennt _ 


aus (77), da man dafiir Zeitmittelwerte tiber Produkte vom Typus 


Dr, Ds, Ue, 


1 = paste: Wegen at dtattetivels glelohinktgen 
en wiirden diese Mittelwerte verschwinden, wenn es 
nicht igeiegas Korrelationen zwischen den Phasen zu verschiedenen f nf. 
gabe, die von der gegenseitigen Beeinflussung der verschiedenen Wellen 
herriihren, wie bereits im Abschnitt 4 auseinandergesetzt wurde. Um diese — Te! 
Beetelarionan zu ermitteln, muB man den EinfluB, der auf eine Welle mit aa 
_gegebenem f von Wellen mit anderem f ausgeiibt wird, irgendwie in den ie 
_ Gleichungen ausdriicken; das kann z. B. dadurch geschehen, daB man eine 
der drei Amplituden in (78) als Zeitintegral iiber 0, darstellt und 6, 
wieder durch eine Summe iiber zwei andere by nach (77) ausdriickt. Dann 
erhalt man Produkte von je vier Amplituden »;, die z.T. aber zu ver- 
schiedenen Zeiten zu nehmen sind. Fiir solche Produkte gelten die Uber- 
_legungen des 4 Abschnittes, nach denen man eine erste Naherung da-. 
durch bekommt, da8 man nur Produkte vom Typus (63) beriicksichtigt. 
N atiirlich k6nnte man das Verfahren im Prinzip fortsetzen und die anderen 
- Mittelwerte von vierfachen Produkten dadurch zu berechnen suchen, daB 
_ man sie auf sechsfache zuriickfiihrt usw. Aber solche Rechnungen wiirden. 
_wohl viel zu kompliziert werden, die héheren Glieder tragen wohl auch 2 
- weniger bei, und wir werden uns mit dem ersten Schritt begniigen. ae 


- Bei diesen Rechnungen wird man offenbar Mittelwerte vom Typus 


s 


D, (t) b_y(¢ + 7) 


kR+tARkR 
Dd % (t+ 5) 0-2 (t—F) 
R, (t, 7) =—"—_; a (79) 


m3 De D_e 
R 


F paces und wir definieren daher: 


Dabei ist die Summation iiber einen kleinen Spektralbereich Ak in die 
- Definition von R, (t, t) aufgenommen worden, damit in Ry (t, t) nicht 
- die GréBe des Normierungsvolumens unmittelbar eingeht und damit die 
-Mittelung iiber alle Richtungen von f gleich vorgenommen wird. Der 
‘. h. Spektralbereich Ak ist dabei offenbar so breit zu wiahlen, daB noch viele 
> Eigenschwingungen des Normierungsvolumens in ihm Platz haben (d. h. 
_ k2 Ak V>>1), aber doch sehr klein gegen k selbst. Diese Forderungen 
sind bei den Turbulenzelementen von der Gré&enordnung V selbst nicht 
a _ mehr vereinbar, aber fiir diese kann man die statistischen Methoden ohne- 
~ hin nicht anwenden. Das ganze Verfahren ist also nur durchfiihrbar, wenn 
sich herausstellt, daB die groBen Turbulenzelemente zu den zu untersuchen- 


‘ den Mittelwerten praktisch nichts mehr beitragen. 


en's” eT 


Ey 


Beitschrift fiir Physik. Bd. 124. 42 


Ai aus den Rb 7 Gleichunge age 1 
_ R,, (t, 7) zu erhalten, liegt es nahe, fess tole ee 


‘ . i+ ch /) a “3 | 
y 7 ‘ . 
(e+ 5) oat 3) = 2D te) (oF ge) 
: a ‘ 


.« , ‘ 
1 Tt 


Ny : y i t 
ris : ; = L (uf) Dy # Sie . 


; t : *- 
: t+— Bie oa ; 
In diesem Ausdruck kann man ¥,, ? ersetzen durch ein Zeitintegral iiber — 
24 7 ss 
rae, , 
£’ 


t+= sei Bat < a 
Af. eg” J 
Am [atdeee = je ty? + by (— T). (81)_ 


Wenn man 7 hinreichend groB wahlt, wird die Korrelation zwisch on 
b_,/(t) und bx (7) verschwinden; es ist daher zweckmaBig, nach dem | Bin 

’  setzen in (80) den Grenziibergang T —- oo vorzunehmen. Wenn man auch — 
noch die Mittelung iiber die Richtungen vornimmt — dadurch fallt be 
Glied mit u weg —, erhalt man aus (80) und (81): 


as 


i to 
Ul (f t’) ra t” ? 


ye ‘ co & 
a k+4k this 3 * 7 
i ” mat d t Pts F , ties a = us t+st 
a ae S| 2 (0, tee? ke "re 7am 
A ‘ q 0 . b 


_ Beriicksichtigt man weiter, wie im Abschnitt 4, nur die Glieder vom Typus . a 
_ (63), ersetzt ferner f—f durch f und integriert iiber den Kosinus des 
Winkels zwischen f und diesem Vektor, so folgt: 


* oh AR 2 oa 
a ne (+) er(t—3) = a 
| 2 SS 


F } as a . - 

eS fas a: ipa (0 | Dy | Ry (t—F 7-4!) Ry (1+=3*, 2" 

wet ke 

[k— kT 
* 


: 8 f-9 (k2— 2) [2 kk! (x 4e—3 +e x2) — (k2 + k’2) (k2— k!2) lg 


aa my = Aur sta 
A 4 v. “~ . 


Diese Gleichung gibt die Moglichkeit, die zeitlichen HiaoGhy orien ae ve By on 
— aR, (t,t), d Ry (t,) 2 el 
wigs eee und a ee durch die A, selbst auszudriicken, auBerdem Pyne 
_ kann man, wenn die Ry bekannt sind, aus (83) die Energiedissipation be- ha ii 5 
‘rechnen, indem man += 0 setzt. Dabei' wollen wir annehmen, daB der _ he. a Be) 
ganze exh tercieaaxg entweder stationar ist oder nur sehr langsam ab- Poy . 
klingt, so daB die Zeiten, in denen sich die Intensitit | pj, | merklich andert, ig ee x 
sehr lang sind verglichen mit den Schwankungsperioden von Dp. | vi, | ee EE ¥; 
bedeutet dann den Mittelwert iiber eine Zeit, die zwar sehr lang gegen die . rveg ne 
1 ees pao aber sehr viel kiirzer als die Abklingzeit ist. ae 
i ; 2 
Die eka Fir ool $e u gibt ein MaB fiir die Schwankungen der ee Yr. 
GriBe Ry (t, =) b Funktion von t um ihren zeitlichen Mittelwert: . + oe ie 
Seer xs 
R, (=) —— R,, (t,t) (t > t) “4 (84) ay Age : 2 
a] : P 4 eae ed 
Man kann vermuten, daB diese Schwankungen klein ‘sind im Gebiet 2 eae eS A 
_ kleiner +, das durch die kleinen Turbulenzelemente bestimmt ist, und daB’ a : 
sie mit ectieoticns groBer werden; diese Frage wird spater.noch unter- . ee 
sucht werden. eee oe 
Vor der Durchfiithrung der weiteren Rechnungen mu8 nun noch fest- — ae ee 
gelegt werden, wie das Teilvyolumen V und seine Geschwindigkeit u ge- oe. a my a 
wahlt werden sollen. Man konnte zuerst versuchen, 1= 0 zusetzenundVo ar 
_ mit dem Gesamtvolumen zu identifizieren. Dadurch wiirde man aber ein Fe a 
-falsches Bild der Verhaltnisse erhalten. Der zeitliche Abfall der Korrela- eas ie 
q tionsfunktion A; (t, ) = R, (+) als Funktion von 7 ist in diesem Koordi- hee rae . 
_ natensystem namlich durch die gréBten Turbulenzelemente bestimmt, ve Bes 
und daher sehr rasch. Man kann zeigen, daB die Korrelationsfunktionin ve eae 
diesem Koordinatensystem in hinreichender Naherung durch ie GE . si 
, " > Sul? 
5 rer 
j ht T a a 
. ne op? Vie et a 
kUot px? ; > a 
: R, (t) = { — re 12 dz ; * 
| 0 *. ae 
_gegeben ist; auf die Rechnungen, die zu diesem Ausdruck geftihrt haben, 7 ‘ 
- braucht nicht naher eingegangen zu werden, da der Ausdruck spater nicht st oe 4 f 
weiter verwendet wird. Die physikalische Deutung des Ausdrucks wird ss ¥ y 
_ durch die folgende Uberlegung gegeben: Die Funktion /, (7) in ihm falit ; (hae 
nach einer Zeit der Ordnung Ze ab; das ist die Zeit, in der etwa gerade ein 7a we 
ty V% ag 
Wirbel der Wellenlange as infolge der groBen Geschwindigkeit in ae ie 
Pe ecabien Sa Ge ee am Beobachtungspunkt vorbeizieht. DaB ee iM 
? ms aan 


Ses 2. | 42* 
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A. ‘ j i é > : > W. Hels ta men ry , ~, = a . , 
a ss 652 . \4 a z i a A » ‘ais 4 Henk 5d oe = 
e's die Korrelationsfunktion nach dieser Zeit absinkt, bedeutet also einfach, — 
ie daB die Geschwindigkeit in den groBten Turbulenzelementen die GroBen £3 
i 4. ordnung v, hat, aber statistisch um Werte dieser Ordnung schwankt. Mit 
Eis der Auflésung des Wirbels von der Wellenlange ees hat dieser Vorgang - 
as nichts zu tun, Vielmehr ist bei Giiltigkeit des F (k) ~ k~"/s-Gesetzes nach — 
a den Ahnlichkeitsbetrachtungen v. WEIzSACKERs zu erwarten, daB sich die 


~ 


| | [« (¢-2, n'—n)e ((c+ 1S) y's, 9 ys)—e(t-%, ata) ((c-75") ya! ii 


: 2 1 
Auflésung des Wirbels erst nach Zeiten der Ordnung 2x v>1 k * k, * 
vollzieht. Andererseits hat die Energiedissipation aber mit der Auflésung — 
der Wirbel zu tun und nicht mit der Bewegung im groBen. Wenn man die 
Auflésung der Wirbel in den Gleichungen beschreiben will, mu8 man das 
Koordinatensystem also mitbewegen. Man mu8 dann das Teilvolumen V _ 


in den Lineardimensionen etwas, aber nicht sehr viel gr6Ber machen als 
“3 und es nach Mabgabe der mittleren Geschwindigkeit in ihm mitbewegen. 


Wir wollen versuchsweise annehmen, daB man fiir jedes A ein ihm entspre- 
chendes Volumen V angeben kann, derart, daB V k* von & unabhangig — 
wird und da fiir die so gewahlten mitbewegten Volumenelemente die — 
Korrelationsfunktion R (t, t) eine universelle Funktion der Variabeln — 
v, k's kis t baw. v, k's kis = ist, wie nach der vy. WeizsdcKerschen — 
Ahnlichkeitsiiberlegung zu erwarten ist. Wir werden zeigen, daB die aus 
(83) hervorgehenden Beziehungen fiir R, (t, z) durch diese Annahme tat-+ : 
sachlich befriedigt werden kénnen, wenn die F, nach dem k~*-Gesetz 

verteilt sind. ‘+, 


Setzt man namlich R, (t, t) = g (C, y) wobei 
U 1 


so folgt aus (83): 
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fay (1 (\- RY 2+ yt) —(1— y*) (1—y') lg E : faut (87), 
y 
re Diese > Gleichungen enthalten tatsichlich die Konstantent ky, vp nicht mehr. 
Dies liegt daran, daB das Integral iiber y sowohl bei kleinen wie bei groBen 
y _Konvergiert (fy) verschwindet hinreichend stark sowohl bei y= 0 
- wie fiir y—0o]; daher kann man das Integral iiber k’ ohne erheblichen 
Fehler statt von ky einfach von 0 ab fiihren; auBerdem zeigt die Konver- 
_ genz des Integrals bei groBen Werten von k, da die molekulare Reibung 
_ in diesem Probler* atsichlich keine Rolle spielt; das Verhalten des Spek- 

_trums im Gebiet der kleinsten Turbulenzelemente ist fiir die Korrelations- 

-funktionen R (¢, t) und die Energiedissipation bei mittleren k-Werten un- 

wichtig. 

_ Ehe wir die numerische Lésung von (86) versuchen, soll die Gl. (83) 

_ noch benutzt werden, um in der hier angestrebten N aherung die Energie- 

_ dissipation zu berechnen. Zu diesem Zweck setzen wir t = 0 und integrie- 
€ “ren die Gl. (83) tiber & zwischen zwei willkiirlichen Grenzen K, und K;: 
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Fr (2K!) | Dick! (+ 4 — 5 KA) — (0? +B) gee ig ot). 
‘ Der Integrand auf der rechten Seite ist eine antisymmetrische Funktion 
in k und k’. Wenn man die zeitliche Anderung der Gesamtenergie berech- 
F net, d. h. K, = 0, K, =©0 setzt, so ergibt sich also Null, sofern das Inte- 
eee rechts iiberhaupt konvergiert. D.h. die Gesamtenergie ‘ist zeitlich 
_ konstant, was auch gefordert werden muB, da die molekulare Reibung 
nicht beriicksichtigt worden ist. Wenn man jedoch die zeitliche Anderung 
_ der Energie betrachtet, die in dem zwischen K, und K, gelegenen Teil des 
_ Spektrums enthalten ist, so 14Bt sich das eee auf der rechten Seite 
. in der folgenden Weise umformen (der antisymmetrische Integrand sel 


einfach J genannt): 
soied (89) 
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Aus dieser Schreibweise eee da8 man das erste ty nae auffassen darf 
als die Energie, die pro Zeiteinheit von kleineren Wellenzahlen (Kx K,) her 
in das Gebiet zwischen K, und K, einstrémt, das zweite Integral als die | 
Energie, die nach gréBeren Wellenzahlen (k° > K.) abstromt. Setzt man 
insbesondere K, = 0 und K,>>hkp, so stellt das zweite Integral die ge- 
samte Energiedissipation dar; sie muB sich beim Normalspektrum [F (k) 
~ k-*hs] als von Ky Saablitente erweisen. So erhalt man aus (83), (86) — 
und (89) fiir die Energiedissipation den Ausdruck 


an K Fay f(y) fare A, “) ¢ (ee ; A) 2 


i - co > 


0 


Dieser Ausdruck ist tatsiichlich von K, unabhangig, wie es sein muB. — 


Da die gesamte Energiedissipation nach Gl. (44) auch durch e x wae bh, 2 


gegeben ist, so folgt: 


Aus dieser Gleichung kann x numerisch berechnet werden, wenn die 
Funktion g (€, 4) bekannt ist. 


Wir gehen nun zur Behandlung des Gleichungssystems (86) aber. 
Dieses System stellt insofern-eine groBe Vereinfachung gegeniiber der 
Ausgangsgleichung (77) dar, als es keine dimensionsbehafteten GrdBen 
mehr enthialt und schon aus dem Gleichgewichtsspektrum hk ~*/s hergeleitet _ 
ist. Andererseits enthalt auch (86) noch Aussagen tiber die Schwankungen 
der g (€, y) als Funktion der € und ist deswegen wohl zu kompliziert, um 
strenge Lésungen zuzulassen. Man kénnte versuchen, in einer ersten Nahe. | 
rung die Schwankungen ganz zu vernachlissigen und mit den Mittelwerten — 
zu rechnen, Leider stellt sich aber heraus, daB der Beitrag der Schwankun- 
gen in gewissen Gebieten groB ist. Man erkennt dies aus der zweiten Gl. (86). 


Setzt man nimlich 


g ¢, N=gm+Ag€,xy),  wobei 


» 


~ ro ae 


¥. 
a hep pi bs aie 


enn 


bes > 5 = . ; } Sh Seas 
a See a ; > Mat . 
tna gi) =e Gy, (93) 


so folgt aus dem Zeitmittelwert Her <weiten Gl. (86): 


2 


~ hs  r 
3] ute | aa! tea! —a +e! tame (i vi) = 
- Oo 0 


= 1 ferro ou [Se Eee (E 
=? a, 0 
Tea Ag (¢-242) vi, a'y3) (94) . 


_ Diese Beziehung zeigt, daB die Schwankungen A g (C, y) nicht immer 
a Adein sein kénnen. Zwar verschwindet die linke Seite'von (94) fiir y= 0; 
dies folgt aus der spater noch zu besprechenden Beziehung : 


. . 1 4/ F Aig : | 
sa (4) =—-s Fw) (95): ate 
Seal bedeutet, daB aa Spektrum k—*/s tatstichlich im Gleichgewicht ists, ae 
aber fiir groBere || nimmt die linke Seite erhebliche Werte an. Es ist ~ = 
daher auch zweifelhaft, ob man eine ausreichende Naherung bekommt, ; 
wenn man beim Ubergang von (82) nach (83). nur die Mittelwerte i. 
Tyee (63) beriicksichtigt. Es ist mir aber nicht gelungen, hier die Nahe- — 
_ Tung zu verbessern oder mehr als eine ganz grobe Abschatzung der Lésung _ 
. von (86) zu gewinnen. 
of Man kann fiir eine solche Abschatzung vielleicht annehmen, daB fir van 
- groBe Werte von 7 der erste Summand auf der rechten Seite von (94) viel 
| gr6Ber ist, als der zweite. Denn im ersten wird das Integral tiber das Ge- 
- biet 4’ ~ 7 hinweggefiihrt, was wahrscheinlich viel betragt, wahrend im 
32 zweiten fiir groBe 7 die Faktoren A g im ganzen Integrationsgebiet schon 
_ stark abgefallen sind. Man kann also, wenigstens fiir groBe yj, die Annahme 
1 U iverstichen, daB der zweite Summand auf der rechten Seite von (94) ver- . 
Baichitaciat werden darf. Dann wird in dieser Naherung aus dem Zeit- 
-mittelwert der ersten Gl. (86) unter Benutzung von (94): 


ene ay be : 9 
»Sst) _ Ef ay) | a aint n'e(n'yl). (ir n>) (96) 
0 ma ute 


’ t nate ’ 

Diese Gleichung kann man etwa in de oa Jeise ausnutzen, da 
plausible Form fiir g (7) annimmt, wobei man den Mafstab in der 4-1 
tung zuerst offenlaBt und ihn nachtraglich so bestimmt, daB die Gl 
fir groBe 7 méglichst genau gilt. Damit wird man die Steilheit des Abfalls 
von g (q) bei groBen H einigermafen richtig treffen, und eben diese Stei 
heit ist fiir den Wert von x maBgebend. “Si 

Bei der praktischen Durchfiihrung der Rechnung ist es zweckmiabig, 
an Stelle von y und f (y) neue Variable - 


Abb. 4. Die Korrelationsfunktion g (7). 


s= ys; 9 (ds=f ly) dy 


einzufiihren. Dann gilt, wie man aus (87) erkennt [vg]. auch (95)]: 


? () =—s9(s). 38) 


&. 


Diese Gleichung beruht auf dem Umstand, da die Fnergicdiasipatta 7 
von der Wellenzahl <. k nach der Wellenzahl k bis auf einen durch di és 


¥ 
s 


Ahnlichkeitstransformation bedingten Faktor iibereinstimmt mit der r 
k nachak, Ferner gilt dann-in guter Naherung | 


18 Tey 


' 
i. 


o 
» 
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Die Abb. 4 gibt eine plausible Kurve fiir g(y), dazu die rechte Seite 


von (96) als fan. ... und g’ (q). Der MaBstab ist bereits so gewihlt, daB die 


beiden’ letzten Kurven bei groBen 7 iibereinstimmen. Bei kleinen y, gibt es 
dann erhebliche Unterschiede, aber dort kann auch die Gl. (96) nicht mehr 
richtig sein. Setzt man die so gewonnene Funktion g (y) in (91) ein und ver- 
nachlassigt die S “swankungen, so ergibt sich fiir x: 


eaN 


1 co 3 
of rrr | ds (—Ig s) 9(s) | dn g(n) g(ns) = 0,98. (100) 
0 0 


Diese grobe Abschatzung gibt also die richtige GréBenordnung fiir x, 
aber der exakte Wert mag gut um einen Faktor 2 von 0,98 verschieden 
sein. Die Rechnungen dieses Abschnitts haben also zwar nicht zu einer 
exakten Berechnung der Konstante x gefiihrt, wohl aber zu einer quali- 
tativen mathematischen Darstellung der Vorgange, auf denen die Energie- 
dissipation beruht. Vielleicht wird es méglich sein, durch eine umfassende 
Diskussion der verschiedenen Versuche von Simmons, DryYDEN (1.c.), 
PranpTL! und anderen iiber das Spektrum und iiber das Abklingen der 
-Turbulenz zu einer recht genauen experimentellen Bestimmung von x zu 


gelangen. 


1 PranpTL, L.: Proc. VI. Intern. Congr. f. Appl. Mech. Cambridge (Mass.) 
1038, S. 340. 
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a Der Streuquerschnitt von Atomen 
By fiir unelastische Streuung schneller Elektronen*. P 

" 
My ‘: Von 


Hetnz Kopre. 


el 
<= 


(Eingegangen am 28. Juli 1947.) 


Die Streuung von Elektronen an Atomen ist schon haufig behandelt 
worden ([1]-[8]). Trotzdem machte eine Anwendung auf die Rick 
mikroskopie eine neuerliche Bearbeitung erforderlich, und zwar am 
folgendem Grunde: Fiir den Bildkontrast und damit die Sichtbarkeit in 
Elektronenmikroskop kommt es daraut an, die Anzahl der Elektronen z 
kennen, die beim Durchgang durch Materie aus dem praia 

’ herausgestreut werden. Da dieser beim Elektronenmikroskop extrem ein , 
ist, sind das praktisch die Elektronen, die tiberhaupt gestreut werden. 
_ Man kann sich also darauf beschranken, den gesamten Streuquerschni 
zu berechnen. Dabei kommt es nicht auf besonders groBe. Genauigkeit — 
_an, es wire aber erwiinscht, fiir alle Atome eine einfache Formel zu haben. 

Eine derartige Formel wurde zunachst von DeBye [4] fiir die elastis he 
Streuung unter Benutzung der universalen Dichteverteilung nach THOMAS- 
FERMI abgeleitet; durch Integration iiber den Winkel kann man aus’ 
dieser Arbeit leicht den gesuchten Gesamtquerschnitt fiir die elastische 
(koharente) Streuung erhalten. Etwas spater wurde von HEISENBERG die 

- Verwendung der Thomas-Fermi-Methode auch auf die unelastische 
Streuung ausgedehnt ((2], [5], [7]), und es lag nahe, hieraus ebenfalls 
durch Integration einen Ausdruck fiir den Gesamtquerschnitt (6;)ges ir 
unelastische (inkoharente) Streuung abzuleiten, Es stellte sich aber heraus . 
da das nicht méglich ist, weil man auf diese Weise zu einem Integral | 
kommt, welches fiir } (Streuwinkel) —- 0 divergiert. Die Beseitig 1g 
dieser Schwierigkeit bildet den Inhalt dieser Arbeit. 

Der partielle Streuquerschnitt fiir einen Streuwinkel 9 ist nach BETHE (4) 
gegeben durch 


To A eae 
need z 
ee 


8 Te ae met, 
ox _ -\€,| sin a9. ip 


t/ 


o (9) dd = 2 q 4 k 


Dabei ist @y der, Boursche Wasserstoffradius, f resp. f die Wellenzahl ion ji 
Elektrons vor resp. nach dem StoB, und S 


* Richard Becker zum 60, Geburtstag gewidmet. 


: -— : Z 
*,) con (@) bite ee 


r=0 


wobei Y, die Gesamteigenfunktion des Atoms im n-ten Zustand ist und’ 


Z, die Kernladung bedeutet. Da bei gegebenem f und gegebener Anregungs- 
ergie } durch |q| eindeutig bestimmt ist, kann man g an mtells von > 
BfGhren und bekommt dann aus (1) 


4. ' 
= |£on (a)? ¢9- (4) 
Fir elastische Streuung ist k = k’ und demnach q gegeben durch 


Rs a, Goo = 2k sin 5. in) 


Solange die Anregungsenergie Non fiir den n-ten Quantenzustand klein 
gegeniiber der kinetischen Energie T des Elektrons ist, gilt (5) fur nicht 
kleine Winkel in guter Annaherung auch noch fiir unelastische StéBe. 
Dagegen bleibt das fiir 9 = 0 nicht mehr richtig. Denn da k' = k kann q 


nicht kleiner werden als 
‘ 


* 


” - 


k 


e 


Se fiir g als untere Grenze jeweils den Wert q, nach (6) einzusetzen. Die 
obere Grenze ist dann gingx =k + k’, man darf aber ohne gropen Fehler 
dafiir co setzen. Damit mbt sich FARRER 


es [he =< Gs 1 sp ‘fon da. : a; 


i) « - 


Die genaue Auswertung dieser Gleichung ist ein ziemlich schwieriges 
Problem (vgl. die Rechnungen von Berne [1] fiir Wasserstoff), da man 


elangt, die sich nur numerisch auswerten lassen. Eine wesentliche Ver- 
infachung ergibt sich nun, wenn man an Stelle der verschiedenen gp 
einen Mittelwert g einfiihrt, der etwas gréBer als die Anregungseneregie 
der Resonanzlinie, also fiir die meisten in Frage kommenden Elemente 
; twa gleich der halben Ionisierungsspannung gewahlt werden soll. Die 


P- i = { m n ‘ : : 
ie ©, Gon)min = In = |k—F'| ~ ge weg utran eo 


“Wenn man aus (4) durch Integration [o]g,, gewinnen will, hat man dem- 


ie Matrixelemente alle einzeln ausrechnen muB und dann zu Reihen 


Sn a 


Marechtionse dieses Netaurbaies ere aus, daB r 

fahrungen beim Wasserstoff nur die He oaks. zu den ee 
Zustanden wesentlich zum Streuquerschnitt beitragen?. PaaS. wird 
sich zeigen, da® g im Endergebnis nur logarithmisch auftritt, so dab es a ul 
seine genaue Festlegung nicht allzusehr ankommt. Wir setzen also” 


(Mae id = 2a J. 
fi 2k. kh TR 


co 


[S]oes i a = 4 l€on < 


q 


HEISENBERG [5] hat nun gezeéigt, daB sich unter der Voraussetzung, d 
sich die Gesamteigenfunktion als antisymmetrisiertes Produkt von - 
elektroneigenfunktionen schreiben 1a8t (wobei noch enepsiesn st, 
daB jede Elektronbahn doppelt besetzt ist), die Summe unter dem Integ gral 
sich mit Hilfe der Drracschen gemischten Dichtematrix 


p(t) = 2 oF @) oe) me 


(die Summe geht iiber alle besetzten Eigenfunktionen) darstellen 1a 
Trennt man gleich noch den Anteil der koharenten Streuung ab, so e1 gibt 
sich fiir den Gesamtquerschnitt [oj]ges fiir unelastische Streuung : 


S,() =Z—2f dvdr! |p(t,r)P ese, (a) 
Die Shy ierigkeit liegt jetzt in der Berechnung von S;, da man dazu die 
im allgemeinen schwer zugiingliche Dichtematrix benétigt. Abges 
davon, daB man natiirlich 9 aus Hartree-Eigenfunktionen tatsichlich auf: 
bauen und damit 9; fiir ein gegebenes Atom numerisch berechnen kann, 
ergeben sich zwei MOéglichkeiten. Einmal kann man wie das von HEISEN- 
BERG en wurde, aus der Thomas-Fermi-Theorie einen ad on 


po Als einen experimentellen Beweis fiir diese Annahme kann man die Mesel 
sungen von RuTHEMANN, Ann. Phys, (6) 2 113-146 (1948) betrachten, die 
gleichzeitig eine Priifung der im folgenden berechneten Streuquerschnitte er- 
méglichen. (Vgl. dazu auch y. Borrres und Korps, Naturwiss. 34, 187 (1947). 


4 i 
sree 


Bx Naa i 
ee rs sohne ae Alukteine 
ane ae » Dickies y a 
it die gemischte Dich olen, Uber diese ‘Ableengs aie 
r te lweise inaishpaates wird, wird weiter unten noch zu sprechen | sein, | 
ist nmlich notwendig, das HEIseNBERGsche Resultat mit einer zweiten 
Méglichkeit za kombinieren, nach der sich S; wenigstens fiir kleine q ohne 
B ezugnahme auf eine asymptotische Formel berechnen la8t, und die wir 
st betrachten wollen. Re? 
_Entwickelt man in (12) die Exponentialfunktion in eine Potenzreihe, ie aia 
o erkennt man, daf sich S; als Potenzreihe von q darstellen laBt. eh 
leicht zeigen, da diese Reihe, weil 0 (r, r’) fiir groBes r resp. t’ ex- 
onentiell abfallt, einen nicht verschwindenden Konvergenzradius haben ; 
8.) Man kann ferner g(t, t’) als kugelsymmetrisch voraussetzen, denn 
wenn das nicht von} vornherein der Fall i ist, dann ist es ohnehin notwendig, 
ye alle Richtungen des einfallenden Strahls zu mitteln. Dann fallen aber 
die Glieder weg, in denent und t’ nicht beide in grader Potenz vorkommen, 
vor allem alle ungraden Potenzen von g. Beriicksichtigt man noch 
bekannten Eigenschaften der Dichtematrix 


e(t, t!) = e* (r,t) 
J e@. ddr eer”) =p@',r”) 


; 2.f e@,r dr =Z, 

so folgt . i 
2 2 ee 

Ss ~ se f olen Vdr= 3 O09. Fi 


Das Integral © lieBe sich nun ebenfalls mit der universellen Dichte- 
ion nach THomMas-FERMI auswerten (vgl. SOMMERFELD [9]). Hierbei 
t sich aber die Tatsache, da& die Thomas-Fermi-Dichte fiir vy > co 
1 langsam verschwindet, unangenehm bemerkbar und fiihrt zu betracht- 
ichen Fehlern. Es scheint daher besser, © empirisch zu bestimmen, und 
azu kann man Zusammenhang zwischen @ und der diamagnetischen 
uszeptibilitat y ausnutzen. Es gilt (vgl. SommerreLp [10]) 


Nie 
1” toe oT EERO 


Gl damit folgt, wenn wir aus spater ersichtlichen Griinden gleich noch 
“Siege von q die GréBe 


v=q-b ; b=0,176- 10-8 2-/ cm (13) 
. 4 2 
SE nD” a Oe Web Laer « (14) 


< Bebe 
Diese Damsahiag gilt atictich h nur fiir eee ine v. 
tae _ wie bereits bemerkt, Hetsenpenc [5] eine appear n 
S; angegeben. Sie Jautet in der Gestalt, in die sie von edie geb sracht 


worden ist: 


staal fatas VB) [So yeh 


Dabei hat v die oben angegebene Bedeutung, wahrend ¢ die von FE MI 
angegebene Funktion ist. Die obere Grenze der Integration ist gegeben 


> ae 
ce) 5 ree 
; 
ay 


ine 
” 
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> 


RENTS, oe ae eee 


durch | . 
“ | : pa 1/7 2 . “a 
‘ | | Es ‘4 
. ; at Man erkennt nun sofort, daB.S? fiir sehr kleine Werte von v falsch wi d 
Es ist namlich | ; 
asi eee = 
Fe ),ap =z Z| 9 (2) dz=128 Z=8 +0, 2 
: 0 ; 
und folglich gilt fiir kleines 
; SH (wv) ~ 8 v _ (16) 


im Widerspruch zu ie allgemeinen Eigenschaften von Se (Der Wert di 

Integrals kann nach SoOMMERFELD [10] berechnet werden.) ta 
Der Grund fiir dieses Versagen liegt in dem von HEISENBERG benutzten 

Ansatz fiir die Dichtematrix g 


= ptt’) 


mit 


; g(pY= 1 fir |p| <P 
oh =0 fir |p| >P, 


—_- 7 
vay 


sw 


wobei P der } Maximalimpuls an der Stelle 1 5 & +r’) ist. Man erkennt a nu n 


x 

a bei der Verfolgung der iisiradauncetiia Rechnung, daf bereits e dink 
Dis »Abrundung* von g, also ein stetiger Ubergang nach Null geniiger 
aN wiirde, um Sj wie v? nach Null gehen zu lassen. Eine solche ,,Abrundun g 


ist in Wirklichkeit sicher vorhanden, sie laBt sich aber durch asymptotisc 1e 


'~ 44 
~* 


a es Ausdriicke nicht erfassen. Anderseits erkennt man aus dieser Uberlegi ng, 
bi iy daB die HetsenBeRGsche Darstellung fiir gréBeres g unbedenklich pea 
4 ’ werden kann, 


Po ae 
- we < 


as es Pte ese The Ros at 
ae anitt V to se ic, nae sahues MIgeeronen 663° 


iS Wend: man ee Peis. der beiden Naiherungen (14) und (1 ih 
bestimmen will, so wird man als Grenze den Schnittpunkt v* der ent- 
sprechenden Kurven annehmen diirfen. Er ergibt sich aus (14) und (15) zu 

= B/a. Man kénnte dann als Naherung eine an dieser Stelle stetig zu- 
sammengestiickelte Funktion benutzen. Es ist aber bequemer, statt dessen 
eine méglichst einfache NaherungSfunktion zu konstruieren, die fiir kleines 
in (14) und fiir groBes v in (15) iibergeht. Da fiir die Streuung auBerdem 
ur kleine Winkel maBgebend sind, kann man auBerdem an Stelle von S; _ 
ie Anfangstangente nach (16) benutzen. Wir setzen nun als Naherace 


By 


< é 2 
ate Sx pa seat 8 
. 2+ B/a 


(17) 


Ve 


{ 
Setzt man 2 das i in (11) ein und integriert, dann bekommt man, wenn man 
gleich noch die Zahlenwerte ausrechnet _ 


= Sie. baer os) car gt Zs Ts 
10-8 _“mel_10 says 
[G;]jeg = 1.87 - 10 r 1log 7.45 +10 cuar F 
b- 


‘Dabei bekommt man den Gesamtquerschnitt - [oj]ges fiir unelastische 
‘Streuung in cm?, wenn man 7 1 in cm? und die Ionisierungsspannung J 
die Energie der Elektronen T in Elektronenvolt einsetzt. 


(18) 


| Die Gleichung (17) ist eine ziemlich grobe Naherung, durch die fiir 
-groBere Streuwinkel nicht unbetrachtliche Fehler entstehen kénnen. Fiir 
-genauere Rechnungen ist es deshalb zweckmaBig, an Stelle von (17) mit 


dem Naherungsausdruck 


: 


| \ eee (17) 


) 1 v+B/n + ‘ 

zu rechnen, der fiir v >9 und v >©0 richtig ist. Die numerischen Werte 
yon S# miiBen dann der Arbeit von BewrLoaua [2] entnommen werden. 
Fir fas Gesamtstreuquerschnitt 148t sich dann kein geschlossener Aus- 
druck mehr angeben. Durch numerische Integration unter Benutzung 


von (18) berechnete Werte finden sich in einer demndchst erscheinenden - 


Arbeit von v. Borrizs [11]. 

. Diese Forme] gilt fiir Atome. Fiir Ionen ist sie an sich nicht ohne weiteres 
-anwendbar, da die teilweise mitbenutzte universale Dichtefunktion nach 
-Tuomas-Fermi dafiir nicht gilt. Da aber alles, was dadurch hineingekommen 
ist, unter dem Logarithmus steht, wird das nicht viel ausmachen. Dagegen 
scheint es, daB (17) besonders einfach den EinfluB der Bindung zu beriick- 
sichtigen gestattet, indem man nicht [o;] getrennt fiir die einzelnen Atome 
berechnet, sondern nur fiir den Logarithmus einen entsprechenden Mittel- 
wert einsetzt, fiir y dagegen den fiir die Verbindung gefundenen Wert. 


« 


y + : ‘ 
Grundsatzlich nseperdees ee (17) fir Me talle 


die Ionenriimpfe 6; nach (17) auszurechnen, ‘fir die V 
als annahernd frei betrachtet werden konnen, gilt dagegen die Ruthe 
sche Streuformel (vgl. L. Marton und L. I. Scuirr [6)). 
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Relativistische Wellengleichungen‘*. 


Von 
K. P. WicNeEr. 
(Princeton N. J., Palmer Phys. Lab.) 


(Zingegangen am 16. September 1947.) 


Das relativistische Einkérperproblem kann in der Quantenmechanik von zwei 
Gesichtspunkten betrachtet werden. Man kann versuchen, lineare Gleichungen 
zu finden, die relativistisch invariant sind. Die Lésungen dieser Gleichungen 
bilden dann eine relativistisch invariante Mannigfaltigkeit, die die médglichen 
Zustande des Systems darstellt. Andererseits kann man versuchen, die invarianten 
Linearmannigfaltigkeiten direkt zu bestimmen, und dieser Weg ist der hier be- 
schrittene. Auf diesem Wege findet man die relativistische Wellengleichung erst 
nachtraglich, als e7we Gleichung, die die schon bekannte Linearmannigfaltigkeit 
charakterisieren kann. — Im Falle einer endlichen Masse gibt auch der zweite 
Gesichtspunkt nur die Mannigfaltigkeiten, fiir die schon MAsorana! Gleichungen 
angegeben hat. Die Mannigfaltigkeiten fiir verschwindende Restmasse kénnen 
aber nicht einfach durch Grenztibergang von den Mannigfaltigkeiten mit end- 
licher Restmasse erhalten werden. Sie enthalten fiir gegebenes Impulsmoment 
entweder nur ein oder zwei, oder aber unendlich viele Polarisationszustande. Der 
letztere Fall wird hier ausfiihrlicher untersucht, Gleichungen angegeben, die 
diese Linearmannigfaltigkeiten charakterisieren [(11) und (12)] und die Form des 
skalaren Produktes bestimmt [(27) und (33) im Impulsraum, (39), (41) und (43) 
im Koordinatenraum]. 


1. Die Frage der relativistisch invarianten Wellengleichungen kann von 
zwei Seiten angegriffen werden. Man kann einerseits versuchen, die 
relativistisch invarianten Gleichungen fiir GréBen zu bestimmen, die nicht 
nur von. den vier kontinuierlichen Weltkoordinaten, sondern auBerdem 
von einer diskreten Koordinate abhangen. Diese diskrete Koordinate kann 
der Spin sein, wie in Diracs Gleichung, oder kann zur Unterscheidung 
der Komponenten eines Vektors oder Tensors dienen, wie das z. B, im 
Falle der MAxwettschen Gleichungen der Fall ist. Dieser Weg ist vielfach 
und mit bedeutendem Erfolg beschritten worden, zuerst wohl in der grund- 
legenden Arbeit von Masorana}, spaiter von Dirac’, Proca, KeMMEr, 


* Richard Becker zum 60. Geburtstag gewidmet. 
1 Masorsna, E.: Nuovo Cim. 9, 335 (1932). 
2 Drrac, P. A. M.: Proc. Roy. Soc. 155, 447 (1936); 183, 284 (1945), 
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Frerz, Durrin, BELinrantet und O. Kier? und ne neuerdings von B 

und Hants-Cuanpra’, Der Nachteil dieser Methode besteht offenb 
darin, daB derselbe physikalische Sachyerhalt in verschiedene mathe m 
tische Formen gekleidet werden kann. So z. B. kann man das el 
magnetische Feld durch die Feldstarken oder durch die Veltorpotential 
beschreiben, ohne daB die Gestalt der Gleichungen die Identitat des be- 
schriebenen Phanomens unmittelbar erkennen lassen wiirde. Die Mehr ep 
deutigkeit besteht auch in formaler Hinsicht: So z. B. fordert BHABH 
daB alle Komponenten der Wellenfunktion zu einer bestimmten Zeit 
wahlbar sein sollen, d. h. daB die Gleichungen keine ,,Anfangsbedingu 
gen‘ stipulieren diirfen, Andere Autoren stellen diese Forderung — dic 
z. B. die Maxwellschen Gleichungen ausschlieBt — nicht auf, so daB die 
Fragestellung auch in dieser Hinsicht nicht eindeutig ist. — + cay 


' Der zweite Weg kann als der invariantentheoretische Weg gekennzeich- 
net werden. Man geht dabei nicht von einer Gleichung aus, sondern ver- 
sucht die relativistisch invarianten Linearmannigfaltigkeiten von Zustan 
den zu bestimmen. Zwei solche Mannigfaltigkeiten werden als dquivalen | 
betrachtet, wenn unter den Zustanden der beiden Mannigfaltigkeiten ei 
eindeutig umkehrbare Beziehung besteht, so daB die Ubergangswahrsche nein - 


» 


nigfaltigkeiten dieselben sind. Diese Bedingung garantiert natiirlich, daB 
zwei Mannigfaltigkeiten, die physikalisch identisch ant auch in de 4 
Theorie als aquivalent erscheinen. AS 

Man wahle die Zustinde ,, 9, 93,... in einer invarianten iat 
faltigkeit, von denen man jeden Zustand durch Linearkombination erhal-_ 
ten kann, in solcher Weise, daB die Ubergangswahrscheinlichkeiten zwi- 
schen ihnen verschwinden 2; 


(Pir Pr) = Bin: ; (A) 


Man betrachtet dann Zustande L¢,, Log, Les, ... die im Koordinate 1: 
system, das vom urspriinglichen durch eine Lorentztransformation L be 
vorgeht, dieselben Eigenscheften haben wie 9,, 99, 3,-.. im ursprii 
lichen’ System, Die Existenz solcher Zustinde ist, was man relativistische 


1 Preis Al.: Journ. de Phys. et Rad. 7, 347 (1936); Durrin, R. J.: Phys. Reva 
54, 1114 (1938); Kemmer, N.: Proc. Cambr. Phil. Soc. 34, 354 (1938); Proc. Ro 
Soc, 166; 127 (1938); 173, 91 (1939); Motuer, C.: Nature 142, 290 (eee 
BELINFANTE, F. J.: Nature 143, 201 (1939); Frerz, M.: Helv. Phys. Acta 12, 
(1939); PAULI, W. u. M. Fierz: Helv. Phys. Acta 12, 297 (1939); FIERz, Mu. 
W. Pati: Proc. Roy, Soc. 173, 211 (1939). 

® KLEIN, O.: Arkiv f. Matem. och Fysik 25 A, 15 (1936). as 

® Buanna, H. J.: Rev. Mod, Phys. 17, 200 (1945); Proc. Ind. Acad. Sci. 21, 


241 (1945); BHABHA, H. J. u. HarisH-CHanpra: Proc. Roy. Soc. 185, 269 (1 ; 
189, 372 (1947), . af. ng 


~~ 


{wad ‘ 


K sien die fey von L abhangen, werden mit D(L),; bezeichnet 


Lo, = oh aw PEs Pr : @ 


< 


_gruppe bilden. Und zwar handelt es sich hierbei um die inhomogene 
Lorentzgruppe, d. h. der gew6hnlichen Lorentzgruppe einschlieBlich Ver- 
'schiebungen (,,Translationen‘) i in Raum und Zeit. Es gilt 


=. Y XD (Lyi DL); = DL, Ly (3) 
und e. you 
megs... LZ) D(LI, D(L);, Cn ie a NC 
ao aS © PPWK Wy = ae Nene (3b) 


: Es 1aBt sich weiter leicht zeigen, daB die soeben gewonnenen Darstellungen 
der Lorentzgruppe fiir aquivalente Mannigfaltigkeiten auch selber Aqui- 
valent sind. Es besteht demnach eine eindeutige Korrespondenz zwischen 


relativistisch i invarianten linearen Mannigfaltigkeiten und (ein- oder mehr- | 
_ deutigen) Darstellungen der inhomogenen Lorentzgruppe. Da diese Dar- 


Rate larigen bestimmt werden kénnen — und im wesentlichen bestimmt 
_ worden sind! -, ist das erstere Problem einer definitiven Lésung zuganglich. 
fe Natiirlich definieren die Gleichungen, die in den zuvor genannten Ar- 
beiten? aufgestellt worden sind, auch Darstellungen der inhomogenen 
- Lorentzgruppe und die Lésungen dieser Gleichungen die zugehérigen 
3 linearen invarianten Mannigfaltigkeiten. Es zeigt sich aber, daB diese 
Mannigfaltigkeiten in fast allen Fallen der Arbeiten® komplizierte 
5 Aggregate von einfacheren Mannigfaltigkeiten sind. Sie entstehen durch 
‘ Zusammenfassung mehrerer irreduzibler Mannigfaltigkeiten, die hier be- 
_ schrieben werden sollen, und die ihrerseits nicht mehr in mehrere relati-, 


4 vistisch invariante Linearmannigfaltigkeiten zerlegt werden kénnen. 


_ Die Frage, inwieweit die lineare Mannigfaltigkeit und die zugehdrige | 


% ‘Darstellung die physikalischen Eigenschaften des Systems zu bestimmen 
- gestatten, soll hier nicht erértert werden, Da die inhomogene Lorentz- 
85 _gruppe die Translationen i in der Zeit mit enthilt, ist jedenfalls die zeitliche 


ig 1 Dies ware offenbar, wenn der physikalische Zustand die Wellenfunktion ein- 
- deutig bestimmen wiirde. Wie im Abschnitt 5, FuBnote 7 gezeigt worden ist, 

epnerve die Behauptung richtig, obwohl ein konstanter Faktor vom Betrag 1 in 

i! der Wellenfunktion sinnlos ist. 

$3 ~21.c. FuBnote 1, 2, Seite 665, und 1 — 3, Seite 666. 

any Fah - -FuBnote 2, Seite 665, und 1-3, Seite 666. 

y 43* 


, ae ~ ; . 
i] fre. ase sich “dine die ®p stake Se Die 


Piet man sole kann, daB sie eine (unitiire) Darstellung der Lorentz- _ af <i : 


; Rie cas > 
Audécinpeny alien Bizemeenaten ade die Darstell cowl 
die betreffende Eigenschaft fiir die Wachiaeteen 2 Pe Po . zur 
Zeit t= 0 bekannt ist. 2 aa 
Die vorliegende Arbeit ist auf dem soeben italien invariantenth he 4 
tischen Gesichtspunkt basiert. Obwohl die Fragestellungen dieses Gesichts 
ss punktes .viel eindeutiger sind als die des zuerst beschriebenen Gesichts- 
re punktes, so ist es andererseits klar, daB die Antworten, die man erhalt, viel f 
ae, beschrankter sind. Wahrend die Methode der Wellenfunktionen z. B. f : 
tach die Wechselwirkung des zugrunde gelegten Systems mit dem elektr 
magnetischen Feld einen bestimmten (wenn auch in gewissen Fallen einer 
ss drrefithrenden) Ansatz nahelegt, gibt die invariantentheoretische Method le 
; gar keine Andeutung zur Lésung der Frage der Wechselwirkung. Zudem ; 
ist es wohl méglich, daB eine Zusammenfassung mehrerer irreduzible . 
Mannigfaltigkeiten physikalisch sinnvoll ist, wenn sie auch vom rein | in- 
variantentheoretischen Gesichtspunkt willkiirlich erscheint. _ a 


2. Wie oben erwahnt, sind die irreduziblen Darstellungen der i inhomo 

genen Lorentzgruppe ,,im Wesentlichen“ bestimmt worden. Der Sax h- 
verhalt laBt sich genauer folgendermaBen beschreiben. Es laBt sich zeigen, 

daB die Funktionen 9}, 99, 9s, ---, Qj, --- durch Funktionen @ (pj, Po; Ps 

Pa, ©) ersetzt werden kénnen, so daB die Variablen p,, po, Ps, Py, © den 

__ einfachen Index 7 ersetzen. Eine Verschiebung des Koordinatensystems 
__ in der Richtung des Vektors a, y, z, t fiihrt 9 (py, Pe, Ps Pa, ©) in a 


+ 
“A 
et (Pik + Pr + Psz—Pact) 2 (P1; Par Pax Bd; t) 


(4) 
,s 


uber. Es zeigt sich weiterhin, daB in einer irreduziblen Mannigfaltigkeit 
nur solche 9 (py, Pa, Ps, Pa, ©) Vorkommen, fiir die 


5) 
<q a 
denselben Wert hat. Jene Arten von Darstellungen sind bestimmt wordent, 


a # 


Pi— Pi— P2— PS 


1 Wiener, E.: Ann, of Mata. 40, 149 (1939). Der oben skizzierte Zusam men 
A ae hang zwischen relativistisch invarianten Linearmannigfaltigkeiten und Da 

lungen wird an dieser Stelle ausfiihrlich erértert. Auch wird gezeigt, daB a 

as mehrdeutigen unitaren Darstellungen der inhomogenen Lorentzgruppe ein- oder 
zweideutigen Darstellungen Aquivalent sind. 

Es soll hier nicht unerwahnt bleiben, daB der Gesichtspunkt in MAJORANA 
Arbeit (vgl. FuBnote 1) ahnlicher zu diesem ,,zweiten Weg“ ist als der Gesichtst 
punkt der spateren Arbeiten, Wenn in diesen letzteren Arbeiten (FuBnoten 2 
von einer Darstellung der Lorentzgruppe gesprochen wird, so bezieht sich das 
immer auf die Transformationseigenschaften der Wellenfunktion i in einem Ra 
zeitpunkt. Diese hat sehr wenig zu tun mit den Darstellungen, die hier betra 
werden und die sich auf die Transformationseigenschaften der Gesamtwelle 
funktion beziehen, Die letzteren sind immer unitar und, entsprechend der 
endlichen Zahl der méglichen Wellenfunktionen, unendlich dimensional, . 


. 
* 
é 
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: 
- 
f 
; 
> 
: 
- 
€ 


- 


Relativistische Wellengleichungen. 669 


fiir die (5) entweder positiv ist oder zwar Null ist, ohne daB aber alle p 
gleichzeitig verschwinden wiirdent. 
Wenn (5) einen positiven Wert hat, so kann die Variable © entweder nur 


_emen Wert annehmen, oder, in einer anderen Darstellung, zwei Werte 


annehmen, oder, in einer dritten Darstellung, drei Werte annehmen, usw. 
Die erstgenannte Darstellung erhalt man auch von der KiE1n-GorDON- 
Kuparschen Gleichung, die zweite von der Drracschen Theorie des 
Elektrons, die dritte von der Procaschen Gleichung und man erkennt, daB. 
die linearen Mannigfaltigkeiten, die den obigen Darstellungen entsprechen, 
Partikeln mit endlicher Masse und den Spin-Werten s = 0, 1/5, 1, 14/3, .. . 
beschreiben. Da alle Gleichungen in den Arbeiten? Partikeln mit end- 
licher Masse beschreiben, sind die zugehérigen Linearmannigfaltigkeiten 
immer Kombinationen yon Linearmannigfaltigkeiten der obigen Arten, 
mit verschiedenen Massen und verschiedenen Spins. Man kann ein ein- 
faches Gleichungssystem, dessen Lésungen die Linearmannigfaltigkeit mit 
Masse m und Spin s bilden, erhalten, wenn man eine Wellenfunktion 
(@, Y, 2, t, 61, Sg, . . -, G5) einfiihrt, die von 2 s Spinkoordinaten in symmetri- 
scher Weise abhangt. Alle diese Spinkoordinaten sind von der Drrac- 
schen Art, d. h. sie konnen vier Werte annehmen. Das; ist den Operatoren 
Yjx Yiy Yio Yj UNterworfen, die die Kommutationsrelationen 


fees Vin ee et (6) 
Geet vay Oo fir bk 

befriedigen. Die mit verschiedenen ersten Indizes sind nattirlich ver- 

tauschbar. Das Gleichungssystem, das das Teilchen mit Masse m und 

Spin s beschreibt, ist dann (mit 71 = Z, %y = Y, Lz = 2, X= Ct) 


h Ro 

(FD tage —20me) Yt 9j-) = 0, (7) 
Te getee ok Weer aa (ye Oe 
h (S+tateatal Bede tae «hy: a? 


ersteren Darstellungen sind zudem nur Darstellungen der homogenen Lorentz- 
gruppe da, sobald ein Weltpunkt gewahlt ist, keine Translationen mehr zulassig 
sind. Weiterhin ist die Annahme, daB die Wellenfunktionen Funktionen von 
%, y, z,¢sind, nicht ohne weiteres statthaft in der zweiten Betrachtungsweise, ob- 
wohl es sich zeigt, daB sich dies immer erzwingen lat. Daf es sich dabei vielfach 
um ein Erzwingen handelt, zeigt das weiter unten betrachtete Beispiel. 

1 Barcman, V.: Ann. of Math. 48, 568 (1947) hat neuerdings auch die Dar- 
stellungen der homogenen Lorentzgruppe bestimmt. Damit ist auch der Fall 
Ay = fo = fs = f1 = 9 gelést, doch ist es unwahrscheinlich, dak dieser Fall 
direkte physikalische Bedeutung hat, weil doch alle Wellenfunktionen verschie- 
bungsinvariant sind. 

21.c. FuBnote 1-3, Seite 666. 


fiir s = 0 nichtssagend wird. Fiir s = 1/, ist dagegen (7a) eine Folge von (7). 
wok Fiir s >1/, ist das System (7) schon von O. Kie1N! betrachtet worden, do ch 
Be, ist (7a) in diesem Falle nicht mehr eine Folge von (7) und mu besonder: a 
Mise hinzugefiigt werden, um die Komplikationen, mit denen sich KLEINS Arbeit - 
befaBt, zu vermeiden und das Lésungssystem irreduzibel zu machen. Natiir- 
lich ist (7), (7a) nur ein Beispiel eines Gleichungssystems, das die ge- 
wiinschte irreduzible relativistisch invariante Linearmannigfaltigkeit gibt, — 
ein anderes Beispiel hat, wie bereits erwahnt, schon MAJORANA? angegeben, 
Es wurde bisher gewohnlich angenommen, da® die Gleichungen fiir ein — 
Teilchen mit verschwindender Ruhmasse von den Gleichungen mit end- _ 
licher Masse erhalten werden kénnen, indem man in den letzteren m = 07 ; 
setzt. Dies ist jedoch nicht der Fall. Wie man zeigen kann’, kann das € © 
in WY (Py, Pos Pas Pa, ©) fiir p} — Pi — P; — P; = O nur zwei Werte annehmen, 
wenn es nur endlich viele Werte annehmen darf. Ein altbekanntes Beispiel : 
hierfiir liefern die Maxwellschen Gleichungen, die nur zwei Polarisations- 
richtungen zulassen. Die Sachlage ist die, daB fiir s >1/, die durch (7), (7a) ~ 
beschriebene Mannigfaltigkeit nicht mehr irreduzibel ist, wenn man darin ~ 
m = 0 setzt*, sondern in mehrere Mannigfaltigkeiten zerfallt, denen man 
die Spins s, s—1, s—2,. . . zuschreiben kann. Diese Mannigfaltigkeiten ent- _ 
halten fiir gegebene p zwei linear unabhangige Elemente. Nur die Mannig- _ 
faltigkeit mit s = 0 enthalt nur ein Element, wenn die p gegeben sind. 
Es ist fiir das folgende wichtig zu bemerken, da8 in allen diesen Linear- — 
mannigfaltigkeiten beide Wellenfunktionen (oder fiir s= 0 die Wellen- 
funktion) invariant bleiben gegeniiber gewissen Transformationen. Wahlen _ 
wir fiir p1, Po, Ps, P= 0, 0, p, p, dh. eine in der Z-Richtung fortschrei- 
tende Welle. Dann sind die fraglichen Lorentztransformationen “" 


10. 0 0 EGE y bo 


ie Baek, Y 0 8 Oo ae 
Oey 4h ea Oo tt oe 
v4 1 2 . 2 Y ‘a 0 4 2 Y 9 ¥ ; Hs ™ 
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i ; ‘1. c. FuBnote 2, Seite 666. ‘ 
ie 4 21. c. FuBnote 1, Seite 665. ; we) 
die ® 1. c, FuBnote 1, Seite 668. a 
23 Eine weitere, aber nicht besonders bedeutungsvolle Komplikation ist; daB | 
ad diese Mannigfaltigkeiten fiir #2 = 0 nicht mehr recht durch (7), (7a) beschrieben — 
ie ; werden kénnen, Wenn man (7), (7a) in diesem Fall benutzen will, mu8 man den — 
Bish Grenziibergang # — 0 in den Lésungen durchfiihren, Selbst diese gehen dann, — 
ie oa wie im Text auseinandergesetzt wird, in eine reduzible Mannigfaltigkeit tiber, 
ae ' “ee 
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Produkt (ie beiden Transformationen at : 
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Yor = 3-sr? 1457457" 


Man wird hieraus folgern, daB es auBer den Linearmannigfaltigkeiten, die 4 Ag: 
on ‘denen mit endlichen m? 2 = pi— p?— p?— p? durch Grenziiber- 
gang zu m= 0 hervorgehen, noch weitere Linearmannigfaltigkeiten mit) te 
BR P; — p:— p;= 0 existieren. Dies kann in der Tat gezeigt wer- 
d ent. In den fraglichen Mannigfaltigkeiten kann das € ing (py, Ps, P3, Pay S) 
am ndlich viele Werte annehmen. Es ist in der Tat moglich, anstatt des 
i kontinuierliche Variable x und 7’ einzufihren, so daB die Transfor- 
a ionen (8a) das 9 0, 0, p, p, 7,7) in 


a 


\ pies x’y’)'p ) (0, 0, DP, Py Ts x) : (9) 


hed obs 


‘uberfuhrt. Die Faitds asa Sialtiskeit die so erhalten mart ist jedoch Fone 
nur dann irreduzibel, wenn die GréBe 

% <r 
ze ae m+n? (0) Apes 
fiir alle @ denselben Wert hat. Diese Bedingung ist ganz analog der, die 
an Hand von (5) fiir die p eingefiihrt worden ist. Der Wert von (10) charak- 

erisiert das System in demselben Sinne, wie der Wert von (5) das System 

mit: endlicher Masse charakterisiert. Die Dimension von (10) ist die des “a 
Quadrates eines Impulses, so daB es gestattet, mit Hilfe vonh eine Lange ~ 
zu definieren. 
e _In der Tat existieren zwei Arten von Linearmannigfaltigkeiten, die die 
‘eben besprochenen Eigenschaften haben. Der Unterschied ist, daB die 
baie Mannigfaltigkeit mit einer eindeutigen Darstellung der Lorentz- 
“gruppe verbunden ist, die andere mit einer zweideutigen. In der ersten hat 
das Teilchen sozusagen einen ganzzahligen unendlichen Spin, in der zwei- 3 
se einen halbzahligen unendlichen Spin. 

s. Die vorangehenden zwei Abschnitte waren zum groBen Teil des- 

Sbeiptiver Art und es muBte fiir strenge Beweise auf eine andere Stelle? 


' 
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ee. atm re ed ‘ tre fr 
-__-verwiesen werden. Dia det otpendenale : re 
friiheren Arbeit unabhangig sein und die eben m t hr shonin ; 
beschriebenen. Linearmannigfaltigkeiten_ mit me iiblichen. Me sthod 
beschreiben. } 
Es ist unschwer, eine relativistitell inyariante tetany im tape 
raume aufzuschreiben, deren Lésungen die obengenannte Pai tig- 
keit bilden. Die Wellenfunktionen —. auBer von pj, Px Ps» P4noch yon 
vier anderen Vektorkomponenten £,, 2s, &s, ars ct ab. Im Falle des 
ganzzahligen unendlichen Spins haben wir ‘ 


o™ 


nia (Pi—Pi—Pe—P)e=0 = (ALA) 
me att (Ps Es — Pi &1 — Po &s — P33) 9 = 9 . (11.4) 
aS ie E-Pye=0 (4.3) 


ang 

a 
Diese Gleichungen wurden erhalten, indem zuniachst an Stelle derz, m Vv ie 
GroBen &), &s, &3, 4 eingefiihrt wurden. Der Variabilitatsbereich dieser 
GréBen sowie die Abhangigkeit von 9 von ihnen wurde dann aber durch 
(41,2), (11,3), (11,4) so eingeengt, daB man im wesentlichen doch nur zwei 
er, Variable hat, unter denen auBerdem noch die Beziehung besteht, die d = 
val "fe 


; ra) ra) - _= 
(Pepe 1 Ps Ee +Pa ze +P, $5 + ih =) SN: 


¢ 


. Konstanz von (10) ausdriickt. Die Einfiihrung der iiberschiissigen Variab 
Mie len gestattet den Grundgleichungen eine Form (11) zu ci von der il 
On relativistische Invarianz leicht ablesbar ist. 


ts Im Koordinatenraum lauten die Gleichungen (11) 


[b £-¥ S)o-00- 


 G8e 


a ah worin / und & reelle Konstanten sind. 
Pe: Die Summation in diesen wie in allen folgenden Gleichungen ist i 
"0 . die drei réumlichen Koordinaten zu erstrecken, x und & wird fiir die d 
Barkin * dimensionalen V ektoren mit den Komponenten @y, Lay Xs bzw. op : : Ss 
x 2 | stehen. Die Gl. (12) sind offenbar relativistisch invariant, die Z, + bilden 
Ae 
her 
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einen ortsfreien Vierervektor, d. h. einen Vierervektor, der, wie etwa der 
Impuls oder die Differenz zweier Lagenvektoren, invariant gegen Trans- 
lationen ist. Durch eine Anderung des MaBstabes des Vektors &, + kann 
man in (11,3) und 12,3) das 2 durch 1 ersetzen. Dies wird fortan angenom- 
men werden. Die & werden dann dimensionslos und das = wird: die Di- 


_ mension einer reziproken Lange annehmen. 


Es konnte einem zuniichst scheinen, daB8 man beliebig viele Gleichungs- 


_ systeme der Art (11) oder (12) aufschreiben kénnte. Es folgt aber aus der 


_ allgemeinen Theorie, daB alle diese Gleichungssysteme, sofern sie wider- 
spruchsfrei sind, (14) und (12) aquivalent sind, insofern sie keine Linear- 
' mannigfaltigkeit mit endlichem Spin enthalten und wenn der Ausdruck (5) 


nicht negativ, d. h. die Masse nicht imaginar ist. (Auch der Fall p, = p, = 
Ps = Py= 0 ist auszuschlieBen.) Eine notwendige Bedingung fiir die 


_ Widerspruchsfreiheit von Gleichungssystemen der Art (12) ist, daB das 
_ Verschwinden der Kommutatoren irgendeines Operatorenpaares Q eine 


Folge der Gleichungen sei. In unserem Fall ist Q, mit allen anderen Q 
vertauschbar, waihrend 


[Qe, Qs] = 0; [Q2, 24) a Q15 [Q3, Q4] ae — 2Qs. (13) 


Man sieht aus (13) auch gleich, daB man in (12,1) keinen Massenterm ein- 
fiihren kann. Andererseits sind natiirlich (11) und (12) zwei spezielle 
Formen, die unsere Linearmannigfaltigkeit beschreiben, und man kann 
sicher auch andere Gleichungssysteme finden, die dasselbe leisten. 

Der Vollstandigkeit halber werde bemerkt, da8 im Gleichungssystem, 
das das Teilchen mit halbzahligem unendlichen Spin beschreibt, (12,1) 
durch 


4) a é 
(sa DT 95) 0-0 (14) 


ersetzt werden mu8. In diesem Fall enthalt ® eine Spinvariable, die s, 
sind die Paulischen Spinmatrizen. Doch werden wir uns im folgenden auf 
eindeutige Wellenfunktionen, d.h. auf die Gleichungssysteme (11), (12) 
beschranken. 

4. Die Frage, die wir zu beantworten versuchen, betrifft das skalare 
Produkt zweier Wellenfunktionen! ©, und ®,, die (12) befriedigen. Man 
k6nnte zunichst denken, daB dieses skalare Produkt einfach durch 
Oe J Of ©, dx dé dz gegeben ist (das Differential da wird fir 
dz, dx, dx,, das Differential dé fiir dz, d&, d@, stehen). Man tiber- 


1 Es sei hier daran erinnert, daB es eine Folge der allgemeinen Theorie ist, 
daB das skalare Produkt zwischen den Elementen einer irreduziblen Linearmannig- 
faltigkeit durch die Forderung der relativistischen Invarianz bis auf einen ge- 
meinsamen konstanten Faktor bestimmt ist. 


ve oe eat ae $e o eae “ Bye \. 
is DS ay he ie 7 
oe ie e ee <n ogg She ye aera ts 
Fonte aga, Hay of ; p et abet x Par oe 
eae ’ «2 | OE heal 4 Lt +7. > 1 SS hom. 
6 : : a * J Ww Gn eRe . abe * « ee 
eee ? ‘ Be Fs os 7 “S 


nur jene Werte von ¥ eingehen, die (16) befriedigen. Dies ist offenbar di 


zeugt sich apes leicht, daB dieses Titeaiel vmendllel ist, iad. es ble st 
endlich, auch wenn man die Integration iiber d= weglaBt. Dasselb be gil 
Integrale, die man dem skalaren Produkt der Krix-Gonpon-Kup: 
schen Wellengleichung 


(6 -S S)venso-o 


nachzubilden versucht, indem man Zeitderivierte der ® einfiihrt. e 

Wir werden das skalare Produkt fiir unsere Weilenfunktionen 9 und oO ¢ 
mit Hilfe einer Methode bestimmen, die wie zunachst an Hand von (15) 2 
illustrieren wollen. Im Impulsraum lautet (15) ~ 


(p? — p? — p2 — p2) VY (Py, Poy Ps: Ps) = O- (16) 


ny Dae ees ; - oa 
Der mathematische Trick, mit Hilfe dessen wir (25) ableiten werden, ee) : 


steht darin, daB man (16) zunachst unbeachtet 14Bt, da® man aber alle 
physikalische GroBen (wie z. B. das skalare Produkt) so definiert, ~ : 


Fall, wenn wir “ 
(by, Ye) = 2f YT Ye 8 (Pi— Pi — P2— Ps) dpdp, : 
“a 


(d p= dp, dp, dps) annehmen, womit gleichzeitig die relativistische In- 1- 
varianz garantiert ist. Indem man fiir p, eine neue Variable P einfiihrt. 


Ps =P+Pit Pi + Py » 18)5 
kann man fiir (17) auch Je 


o* 


1 ‘ roe “9 
(Yir bo) = FUT 3(P)(P +p) 7 dP dp = Frds|pltdp (19) « 


schreiben, worin in }, und ty fiir py= | p | gesetzt werden muB!. a 


1 Der Zweck dieser Ableitung ist, einen Weg zu zeigen, auf daB man die 
Form (19), im_ besonderen den Faktor ||" auf rationalem Wege erhalten kann, 
und zwar auf einem Wege, de: auch zur Bestimmung des skalaren Produlkial 
der » von (11) dienen kann, 

Man kann die Ableitung auch folgendermaBen zusammenfassen. Es ist der 
Sinn von (16), daB Y nur fiir solche Wertesysteme definiert ist, die auf dem Kegel» 
Pi = Pi +3 +p} liegen. Zunachst wurde aber wv in willkiirlicher Weise auch — 
auBerhalb dieses Kegels definiert. Dies gestattet relativistisch invariante Aus- 
driicke der Form (17) hinzuschreiben, in denen noch 8 eine beliebige Funktion 
sein kann. Um sinnvoll zu sein, darf aber das skalare Produkt nur von den 
Werten von Y abhangen, die ) auf dem Kegel annimmt. Daher muB die vor- 
erwihnte beliebige Funktion in Wirklichkeit die 8-Funktion sein und man wit c 
direkt auf (17) und (19) gefiihrt. 

Die Gleichungen (11, 1) und (11, 2) werden fiir die Ableitung von (27) u = 
dieselbe Rolle spielen, die (16) soeben gespielt hat; (11, 3) wird Spi ihe 
alle Pommiess des skalaren Produktes beibehalten. 


Wi = ne leichu ng 


‘< n 9 * ’ Y ae s* es 4 
urch tie Wetton i X Koordinatenraume Dye ; 
= hn man eee er , i By 


- ’ as Ais . 


an os wenn man der Einfachheit halber k = 1 schreibt. Der Zusammen- 
ha “ie zwischen f, und t), ist ebenfalls relativistisch invariant und das resul- “és 
endef’, befriedigt (15). Durch die Substitution (18) kann man die Inte. ¥ Sy 
gration nach p, wieder eliminieren und erhilt ‘it rd 


2 Pet) =n" fe lotr ete tl | pha’ oay.eet 


oF : me : ; ne 
Stee. sg ca eA a aa 


ekehrt gestattet ae Fouriersche Integraltheorem |p|"! ), (p, |p|) et 
a (p, |p|) mit Hilfe von ¥, (x, 0) und @W, (2, 0)/8t auszudriicken. oe a 
an erhilt fe oe 


jel @ [p)* = Aas PY, 0% HP * da 


“de (P, |p|) = ny—* [ZS W, (2,0) PF da. (22) 


Di es in (49) naan gibt schlieBlich re - Nae 


ef ds bs) =F, yo et Y, (2,0)* 2 W, (x,0) de. (23) 


oe 


Obwohl dies dem richtigen Ausdruck fiir das skalare Produkt Ses sehr 
hnlich ist, ist es damit doch nicht identisch. Man iiberzeugt sich auch 
ht, daB (23) im allgemeinen nicht relativistisch invariant ist — es ist _ 7 “See 
ht einmal zeitunabhingig. Die Ursache hiervon ist, daB die bisher still- 
weigend gemachte Annahme, daB in (19) die positive Quadratwurzel 
nommen werden muB, nicht aus (15) folgt. Ware diese Annahme richtig, 
) wire in der Tat 0/0t ein schief hermiteischer Operator und die beiden 
ile von (25) hatten denselben Wert, d. h. (23) ware korrekt. In Wirklichkeit 
r enthalt , zwei Arten von Gliedern: 


WY, ~a,e7Ft +b, eB! (24a) 
Ps ist ahnlicherweise 


OW, jot ~ —ika,e—'#' + iE be. (24b) 


gehen sea d” omee a 
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a Oe ee 
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nd, 


Produkt . By ‘% 

fi pay, ©. an ORe 3) 5) 
“he (¥,,%) =s5, | (#3 xa — wy, St) az. 25) 
a i Die beiden Teile von (25) sind identisch fiir Wellenfunktionen, die entweder 


nur positive oder nur negative Energieanteile haben. Jedoch, wenn sow ohl 
positive wie auch negative Energiewerte in ‘, und P, enthalten sind, 
nur der Gesamtausdruck (25) zeitunabhangig und, wie man direkt veri- 
fizieren kann, relativistisch invaraint!. Obwohl der letzte Teil [von (24 . 
ab] der obigen Ableitung (die wohl vielen bekannt ist) rigoroser gemachi 
werden kénnte, kann die obige Form wohl zur Illustrierung des Verfahrens 
rk: dienen, nach dem wir das skalare Produkt zweier ®, die (12) befriedigen 
. berechnen werden. “J . 
hie, 5, Wir wollen zuerst wieder das skalare Produkt im Impulsraume, d. h. 
zweier @ von (11), aufstellen. In Analogie zu (17) liegt es nahe, hierfiir x: a 


St 


(1) G2) = . 
= 2 ofe, d(pi—p*) d(pg2s—P-%) 3(P—E—1) dpdp, dé dk, 
' zu schreiben. Die $-Funktionen in diesem Ausdruck machen es e . 


t ‘ 
UN fliissig, die Giiltigkeit der Gl. (41,1), (11,2), (14,3) fiir die @ zu for 
| dern. -Dagegen liefern sie keinen Ersatz fiir (11,4), aus dem auch 


é a é a Lae 
(Ps ge + Pe ae Pe ce th ge) he =0 = 


as 


folgt. Diese Gleichung besagt aber, daB @¥ o, denselben Wert annimn tt, : 


oe wenn man zu allen &; dasselbe Vielfache von p; addiert. Diese Operatior 
5 andert auch die Argumente der $-Funktionen nicht, wenn sie urspriing- 
4 oe ae lich alle Null waren. Es folgt, daB8 der soeben hingeschriebene Ausdruck fiir 
( ; das skalare Produkt divergiert, da der Integrand langs gewisser Geraden 
i a konstant ist. Dem kann man aber abhelfen, indem man die Integrati 
4 Sih tie auf eine siebendimensionale Ebene beschrankt in solcher Weise, daB (26) 
a oy * Fir diese relativistische Invarianz ist es natiirlich notwendig, daB die (15) 
a gh befriedigen. Ahnlich wird es fiir die relativistische Invarianz von (39), (41) und 
i 2 (43) notwendig sein, da die ® (12, 1), (12, 2) und auch (12, 4) erfiillen. Dies wird 
4 im Abschnitt 6 durchwegs angenommen werden. 
vr 
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: das Integral von der Lage dieser Ebene unabhingig macht, In dieser 


. 


? 
* 


Weise wird man auf den Ausdruck 


| (P12) = 2 fer o°8 (pe— p*) 3 (pyEy—p-&) 3 (E2—E2—1) 
(Uy Py—u-p) S(w.E—u, &,—a) dpdp, d&d&, (27) 


: geftihrt. Hierin ist u ein beliebiger dreidimensionaler Vektor, dessen Kom- 


4 


ponenten mit w, einen Vierervektor der Lange 1 


ui—u=1 (27 a) 


bilden; a@ ist eine beliebige Konstante. Der Ausdruck (27) wire offenbar 


) 


relativistisch invariant, wenn er sowohl von a wie auch von der Richtung 


_ des Vierervektors wu, wu, unabhingig wire. Dies ist aber tatsichlich der Fall 


und 148t sich leicht zeigen, wenn man beachtet, daB die @ noch (11,4) und 
(26) befriedigen. Differenziert man z. B. (27) nach a, so kann man im 


 Resultat von der Identitat 


+ 


(My Py — wp) 8 (w-E— ub, — a) = 


ar 
Ps 
CG 


=--(S», E + Pigg) B(uE— Wea) (28) 


Gebrauch machen. Nun kann man aber den Differentialoperator der 
rechten Seite von (28) durch partielle Integration auf die anderen Faktoren 
,»umwalzen“, Dies gibt wegen (26) Null, wenn der Operator auf 97 02 
angewandt wird. Wenn er auf 5 (p, £4, — p- &) angewandt wird, enthalt 
das resultierende Integral die beiden Faktoren (= pj — pi) 9’ (pg £4 — p°&) 
und 8 (p; — p?). Er verschwindet daher wegen der Identitat . 


2 8 (2)=0. (29) 


Ahnlicherweise verschwindet das Glied, indem der. Differentialoperator 
auf 8 (£2 — £| — 1) angewendet wird. 

Um noch die Unabhangigkeit von (27) von der Richtung des Vierervek- 
tors WU, Ww, zu demonstrieren, kann man darauf die beiden Operatoren 


é é 0 
tel 2 Se ee + u,=— (30) 
¥) Cu, j 4 ij 


anwenden. Im ersten Falle geben die zwei letzten Faktoren von (27) 

(iw, Pj — 4; Py) 8 (U-§— Uy &y— 4) + 

+ (u, Py— U- P) (U4; E, — Up 6) o’ (u-§ — uh, — a) = 

= (Sr ge + Pe Ge) mB — Hh) FE MEO). GN 


* 


“ 
eee 
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eee SFE ee a 
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eee 


wr =) ta 


. Py 
~ 
SxS 


ais 


. . : | a £ om 
_ Der Differentialoperator der redline Seite 1 eS (3! saat aber derselbe, 


(28) vorkam, und seine Umwilzung auf die anderen Faktoren erenbehat 
Null, Dasselbe Resultat erhalt man, wenn man den zweiten Operator von 
(30) auf (27) anwendet. Dieser Ausdruck ist mithin unabhingig von ¢ 
und von der Richtung des Vierervektors u, wy, woraus seine relativistische 
Invarianz folgt. Das Rechnen mit $-Funktionen mag einem zunachst et-, 
was unbehaglich erscheinen, doch ist das nur ein Kunstgriff, der das Ein- 
fiihren neuer Variablen und das Berechnen von Funktionaldeterminanten 
zu vermeiden gestattet. Im folgenden werden wir (27) in der einfacheren 
Form beniitzen, die es annimmt, wenn man a = 0 und fiir die Rich ing. 
von uw, Ww, die Zeitachse wahlt. Aus (27) wird dann F. 


(915 2) = 2 J of. 5(pPi—P*) 3(p-®) 8(—1) py apd py dé. . 


Dies kann schlieBlich, ebenso wie (18), transformiert werden und gibt 


oo 


(21,92) = J of ee 3(p-8) 3(@—1) dpdé, (33) 


worin in den @ fiir py= |p| und £,= ct = 0 substituiert werden’® mubB. 
Die Bedeutung von (33) ist, daB die Integration tiber den ganzen drei- 
dimensionalen Impulsraum, iiber &,, 5, £3 jedoch nur iiber einen Einheits- 
kreis, dessen Ebene durch den Koordinatenursprungspunkt geht und 
senkrecht zu p steht, zu erstrecken ist. Gl. (33) unterscheidet sich von 
(19) besonders in der Abwesenheit des | p —!, die vom py in (82) hert art. 
Dieser stammt vom Faktor uy py— wu * p in (27), der den Richtungskosinus 
zwischen der Integrationsebene im —-Raum und dem Vektor p, pg dar- 
stellt. Die Abwesenheit des | p |~!-Faktors wird sich im Endresultat darin 
auBern, da an Stelle der einen Zeitderivierten in (25) zwei Zeitderivierte 
in (42) auftreten werden. na 

Wir wollen nun von der Wellenfunktion im Impulsraum 9 zur Wellen. 
funktion im Koordinatenraume ® iibergehen. Dies geschieht mittels der 
Transformation . 


tah fy SS) oo (ARE ‘ folr, Bir) Sg) Bae ee 
3 (pi — p*) 3(p-E—p,&) dpdp,. 


Infolge von (34) befriedigt ® automatisch (12,1) und 12,2). Es befriedigt 
(12,4) infolge von (11,4) welches ja fiir 9 giiltig bleiben soll. SchlieB ich ° 
hingen die Werte von ® am Hyperboloid —2— & — 4 = 0 nur von den 
Werten von @ am selben Hyperboloid ab. Offenbar ist der Zusammenhang 
(34) auch relativistisch invariant. a 

Wir kénnen in (34) sowohl fiir ¢ wie fiir + Null setzen und die Integrat on. 
ebenso wie nach (20) iiber py ausfiihren: 


hoe : yoke mt he 
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gees Ty 3-Funktion in (35) so deuten, daB die een iiber 

Ep, Po Ps nur tiber die zu — senkrechte Ebene zu erstrecken ist: Umgekehrt 

wird dann ® (a, 0, €, 0) als Funktion von 2,, 2g, zs constant in der Richtung 

des Vektors E, was ja auch eine Folge von (12,2) ist. Wenn man umgekehrt 

PP, |p|, &, 0) aus ® (2, 0, &, 0) erhalten will, so kann man das Fouriersche 

Theorem in zwei Dimensionen benutzen und die Integration tiber eine 
beliebige zu z semirechte Ebene ausfiihren. Man eee demnach 


|p iE 0 ta iPh E, 0) = (2x) —* [ ®(,0, &, 0) son S(w-8) dx. (36) 


Won der Gleichung, die durch Differenzieren Hath t aus (34) Belyorgst, | 
erhalt man ebenso A es 


2 (P. P|, £0) = (2xie)-? © (2,0,,0) 60 8(@.2) de. (36a) ao, 


oy (33) Sranohen wir das Integral iiber zwei 9 in derjenigen Ebene des 

Impulsraumes, die senkrecht zu — steht. Nach dem Fourierschen Theorem R eS 

ist dies gleich dem Integral iiber das Produkt der entsprechenden Fourier- = 

transformierten, also gemaB (36a) einem Integral im Koordinatenraum, et Ph 

ebenfalls i in einer Mbeae senkrecht zu —: 
: 


emi. % @o* : 
pees Je Q2 3(p-&) dp = + | cae ae Oleee) ax. (37) 


Dies gibt schleBlich fir das ¢kalare Produkt (33) 


(x a) = @, o,) = 4 f 28% 500.8 81) dedz, (8) 


Fa das Analogon von (23) ist. Sowohl ®, wie auch ®, mu& fiir (38) an 
‘den Stellen ¢ = + = 0 benutzt werden. Es mag noch einmal betont werden, 
dab die Ursache fiir das Auftreten des Faktors 6 (p- €) in (33) -und des~ 
3 (a - £) in (88) ganz verschieden ist: Im ersten Ausdruck tritt der Faktor 
3 (p: £) auf, weil das skalare Produkt nur von den Werten der Wellen- 
-funktion abhingen soll, fiir die p- = 0 ist. Der Faktor 8 (w+ €) in (38) 

tritt hingegen auf, weil der Integrand darin unabhingig von der Kompo- 

nente von x in der £-Richtung ist. Es geniigt daher, dieser Komponente einen 


‘3 ios 

einzigen Wert zu geben. Prin 
ri ‘Seiner Ableitung gemaB ist (38) das Analogon von (0 3): sie ware richtig, $= ee 
wenn @, und ®, entweder nur positive oder nur negative Energiewerte ent- ie { 
“hielte. Da die Gl. (12) dies nicht garantieren, ist (38) im allgemeinen ebenso- Be 
wenig richtig, wie (23) richtig war. Dies kann man in beiden F allen auch taba os 
schon -daraus ersehen, da man an Stelle dieser Ausdriicke auch andere Shs 


a an 
Chats sisi qe fess nich: m a len s 
gleichwertig sind. Solche Ausdricke sind im vorli legends | Fal 


(O°) age for @0,/00 3(x-8) 3(E?—1) dade (38a 


re 
*- 


und eal? 


, 4a 


~S 


(®,, ®,) = — ee f(@ OF /0 0) ®, 5(a-&) 3(G?—41) dxd&. ’ © Sb) 


Beide Ausdriicke folgen aus (36) und der Gleichung, die man tne 34 
nach zweifacher Differenzierung nach t ableiten kann a a0 


92) 
ID) 
a 


[ple |p|, 8.0) =—@xey Sia ® (x, 0,8, 0) ef a oe 


Alle drei Ausdriicke (38) sind gleichwertig und relativistisch inva n 
wenn ®, und ®, etwa nur positive Energiewerte enthalten. Wenn ¢ ‘i 
ss Energiewerte in ®, und, teils positiv, teils negativ sind, so ist keiner x 
a: drei Ausdriicke auch nur zeitunabhangig. Man kann sich aber dunk 
a M Rechnung, die der in (24) gegebenen genau myth Fes 8 ist, iibe me u 

. a daB i 


ee 2 20% Ba x 2O,  #O% = a 


3(x-£) 3(@®—4) veel 


gen 


2 te 
zeitunabhiangig sein muB, und es wird sich zeigen, daB (39) in der Tat das 
oe Ve richtige skalare Produkt gibt. : fs eS 
Py Bevor wir zum Beweis der, relativistischen Invarianz von (39) iibergehe: 
~ wollen wir den Ausdruck (38a) noch etwas umformen. Wegen (12, 1) k 
man den zweiten Differentialquotienten nach der Zeit durch den La plac 


Operator ersetzen, so daB (38a) die folgende Form annimmt: +*@ 


— [or ao 3(-£) 3(&—1) dadt 


=| Dae Fe BOO + Ore Fee. 5s —naed -d 


er ae x: a? 
Be) = { (erad O*. grad ,) 3(v-£) 32—1) dadé. (40) 
ine We a “e 
Re Die zweite Zeile erhalt man durch partielle Integration, die dritte d 
BAY die Bemerkung, da® das zweite Glied der zweiten Zeile wegen (12,2 

£ ; schwindet, da doch sowohl in ®, wie auch in ®, fiir t= 0 pee 
BK 4 te 
Y. 4 % we 
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muB. Die obige Transformation laBt sich auch ausfiihren, wenn eine be- 
Jiebige Zeit oder Raumderivierte von ®, oder ®, an Stelle von'®, bzw. ®, 


“steht. Im gegenwartigen Fall gibt (40) direkt 
z 


Sow pe 
* 9@2 
{se 2 + grad Of - grad @,) 3 (x2) 3(@—1) dedz, 


Die 5-Faktoren bewirken, daB die Integration iiber &,, &4, &; nur iiber einen 
_Einheitskreis, dessen Ebene senkrecht zu z ist, auszufiihren ist. 


- 6. Die Ausdriicke (39) und (41) werden einem wohl zunachst sonderbar 
_erscheinen: der Integrand hat keine einfache relativistische Bedeutung und 
es ist nicht einmal offenbar, da der ganze Ausdruck translationsinvariant 
‘ist. Doch kann das letztere, wie auch die volle relativistische Invarianz von 
(89) und (41) leicht gezeigt werden. Die Ursache, daB fiir das skalare Pro- 
-dukt so viele gleichwertige Ausdriicke geschrieben werden kénnen (wie 
die relativistische Invarianz fordert) ist, daB wir im Laufe der Entwicklung 
_t, t, wie auch die Lage der Integrationsebene willkiirlich festgelegt haben. 
_ Die relativistische Invarianz von (41) kann man am einfachsten mit 
Hilfe der Infinitesimaloperatoren zeigen. Es gibt deren zehn: drei Verschie- 
-bungen im Raume, eine in der Zeit, drei Drehungen und drei eigentliche 
_Lorentztransformationen. 
Die Invarianz gegen Verschiebungen im Raum bedeutet, daB etwa 


f 3@-5 3@—1) dG/ox, drdé (42) 
verschwindet. Das G ist dabei 
G= 4. fae aes + grad OF - grad ®,) (42a) 
2 Ct Gt 


Um (42) auszuwerten, kann man das 0/0x, auf das 3 (x: &) umwilzen, 
was hierauf in 2, 3 1s 2) iibergeht. AuBerdem kann man fiir 3 (&? — 1) 
auch 8 (£2 — 1) © £7 schreiben, so daB (42) auch gleich 


— [se —)Ze>y Eee ye Ey) dxdt 


ist. Wenn man nun die 0/dx; wieder auf das G umwilzt, so kommt im 
resultierenden Ausdruck & £; 0G/0xz; vor. Dies verschwindet aber wegen 
(42a) und (12,2). 

Die Zeitunabhangigkeit von (41) folgt direkt durch Differentiation nach 
t und der Bemerkung nach Gl. (40). Die obigen Zeilen zeigen dann auch, 


daB aligemeiner 


Zeitschrift fir Physik. Bd. 124. 44 
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ist, worin + = 0 ,die Zeitvariable Pei der Vektor b aber ‘baicbig ae 
werden kénnen. Y : ‘eS . 
Die Ausdriicke (39) und (41) sind Sffonbar invariant gegen raumlic he 
Drehungen, so daB nur noch der EinfluB einer eigentlichen Lorentztr : 
formation untersucht werden mu. Betrachten wir z. B. eine infinitesin 
Lorentztransformation in der 2, t-Ebene. Wir vernachlassigen alle Gliec * Zs 
die zweiter Ordnung in der relativen Geschwindigkeit v der zwei Koord 
natensysteme sind. “4 : 
Zunichst mu man in G die Differentiationen nach ¢ und z, durch so he 
nach den neuen Koordinaten ersetzen. Dadurch erhalt das transformierte 
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Integral (41) die zusatzlichen Glieder a 
| | , rere 
: : = : - 3 = o> % ae 


Zudem muB man in den® die neuen Koordinaten an Stelle der alten ain 
fiihren. Dies gibt die zusatzlichen Glieder fiir G “a 


a yea 
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Das zweite und vierte Glied kinnen weggelassen werden, dz in (41) t =+ <0) 
gesetzt werden mu8. Wir erhalten mithin die weiteren Zusatzglieder 
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elle or ts + yeas eo, ae) coe AO, + Ste a , a 
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ry; am Ox, et Ox, Cae) 1. OF i 


S(x-&) 3(—1) dxdz 
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S(w-E) S(E2—1) dadé. 


Die nun folgende Rechnung, die nur skizzenhaft gegeben werden wird 
wird zeigen, daB die Summe von (44), (45a) und (46a) verschwindet, « d al 
also (41) in der Tat relativistisch invariant ist. “ia 


In (45a) wird man die @/é2; von denjenigen ® die auch nach der Zei 
differenziert sind, auf die anderen Faktoren abwalzen. Wenn das a/2 afaik af 
das andere ® angewendet wird, so erhalt man Glieder die, zusammen. mi 
Jjenen mech ov von. (45a), - nur nach der Zeit differenziert po ¥ w 


. ee bape oN 
-verschwinden ° wegen (w, 9). Nur jene Gieder ro iibrig, 
= 0/0m aut das x, abgewilzt wurde. In dieser Weise geht ele 


Baek. Soares, $0 ex 29, 
(2) Vat Ox, 
* “! F ‘ 


=) ve A) 8(a-8) agate (45b) she ye 
b P \ 


3 In (46a) wird man die gemischte Differentiation nach ¢ und + mit Hilfe — 
vor (12,4) durch Differentiationen nach x; und &; ersetzen. Dies ist die 
vesentliche Stelle, wo (12,4) beniitzt wird. Die Gitsrentiktenen nach 2; 
a ind £, kénnen dann auf die anderen Faktoren abgewiilzt werden. In den : 
Gliedern dagegen, die Differentiationen nach x; enthalten, wird man diese 
yon jenen ® abwilzen, die nur nach z; differenziert erscheinen. Wenn man 
die s etwa mit dem ersten und vierten Glied von (46a) ausfiihrt ergibt sich 
nach einer etwas langwierigen aber sehr einfachen Rechnung unter Be- ; 
utz ng von (12,2) fiir diese Glieder von (46a) 


4s 2O + xD o3 
fae Dtaa, 06, ede get seo) 8 2) 8 Ratatat to 


; @ igs ie 
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+ 38 qa] % aan, 8 (2-8) SA) dade. (Bby. ee 


a erste Integral verschwindet wegen (12,1) und der Gleichung, die man 
durch Differenzieren von (12,4) nach t erhalt. Im zweiten Integral kann 

n fiir 3 (€?—1) 8 (w@- &) = 8 (2? —1) DE; 08 @- &)/0 a, schreiben - 
und das 0/0x; auf die anderen Faktoren abwalzen. Wegen (12,2) verschwin- yes, 
den alle Glieder, ahnlich wie wir das nach (42) gesehen haben. Im dritten 
Integral von (46b) schlieBlich wird man das 0/ Ox, aufdie'anderen Faktoren 
-wilzen. Wenn das 8 (x- @) differenziert wird, erhalt man Null wie wir mcr 
‘das schon wiederholt gesehen haben. Ubrig bleibt schlieBlich vom ersten — ; 
und vierten Glied von (46a) 


ig> | 
Bes gs ee i ae 2 ¢ ’ 


Das zweite und dritte Glied von (46a) geben nach einer ahnlichen Umfor- 
mung das noch fehlende Glied um die Summe von (44), (45b) und (46c) 
zum Verschwinden zu bringen. Hiermit Ast die volle relativistische Ss ' 
varianz von (41) gezeigt. 

5 Was (41) selber anbetrifft, ist es zundchst . befriedigend, daB (MD, ®) 
— definit ist. Dies ist bei keinem anderen Gleichungssystem mit ein- 
a 


44% 


4] 


Le ee 
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deutiger Wellenfunktion der Fall. Obwohl Pautt und WEISSKOPF ge- — 
zeigt haben, da$ man durch einen Kunstgriff bei der zweiten Quantisierung ~ 


die Schwierigkeit des indefiniten Charakters von (Y’, ‘f’) beseitigen kann, 
ist es sicherlich einfacher, wenn auch die nicht doppeltquantisierte Theorie 
den Prinzipien der Quantenmechanik in einer natiirlichen Weise entspricht. 

Die gréBte Schwierigkeit, die einer physikalischen Interpretation der 
Gleichungen (12) entgegensteht, ist, daB es wenigstens fiir += 0 nicht 
méglich ist, die Wellenfunktion auf einen endlichen Raumbereich zu kon- 
zentrieren: infolge von (12,2) ist ® langs der Richtung von £& constant. 
Hand in Hand mit dieser Schwierigkeit geht die, daB man den Integran- 
den von (41) nicht einmal naherungsweise als die Wahrscheinlichkeit 
deuten kann, das Partikel an der Stelle x anzutreffen. In der Tat zeigt die 
Moglichkeit, die in (43) ausgedriickt ist, das Integral (41) in mannig- 
facher Form zu schreiben, daB der Integrand selber nicht als Wahrschein- 
lichkeitsdichte interpretiert werden kann, Obwohl die Frage einer detail- 
lierten Interpretierbarkeit von (12) durch die vorangehenden Bemerkungen 
noch keineswegs als entschieden betrachtet werden kann, muB die Schwie- 
rigkeit, auch nur einer angenaherten Ortsmessung einen Operator zuzu- 
schreiben, als schwerwiegend angesehen werden. 

Wie man wohl am besten aus (33) ersehen kann, kann eine ebene Welle 
von Partikeln (12) in unendlich vielen Weisen polarisiert sein: Zu jedem 
Impulsvektor gehéren unendlich viele orthogonale Eigenfunktionen, die 
sich in der Abhangigkeit von » langs des Einheitskreises im —-Raume unter- 
scheiden. Es folgt, da8 es in einem Hohiraume unendlich viele Zustande 
gibt, deren Energie unterhalb einer bestimmten Grenze liegt, d. h. wenn 
Partikel, die (12) gehorchen, existieren kénnten, wiirde der Hohlraum eine 
unendliche Warmekapazitat haben. Neben der vorerwaihnten Schwierig- 
keit wird man aber diese als verhaltnismaBig geringfiigig betrachten. Die 
Welt ist sicher so ferne von einem wahren thermodynamischen Gleichgewicht 
(in dem ja fast keine Protonen vorhanden wiiren), da8 die Annahme, daB 
sie unendlich ferne ist, nicht ohne weiteres abgewiesen werden muB. 

Des Verfassers Interesse an den hier beschriebenen Linearmannig- 
faltigkeiten wurde dadurch erweckt, daB sie, obwohl sie Teilchen mit ver- 


schwindender Restmasse darstellen, doch eine GréBe = von der Dimen- — 


sion einer Liinge zu ihrer Charakterisierung benétigen. Es wiirde demnach 
scheinen, daB wenn die Teilchen, die den Gl. (12) gehorchen, zur Uber- 
tragung von Wechselwirkungen angenommen werden, die Wechselwirkung 
automatisch eine Linge enthalten wiirde. Diese Méglichkeit schien eine 
Stiitze zu erhalten durch den Umstand, daB die Maxwellsche Linearmannig- 
faltigkeit in der obigen als Grenzfall enthalten ist. Doch ist dieser Grenz- 
fall 2 = 0, also eine unendliche Fundamentallinge, weswegen die Be- 
deutung des obenerwihnten Zustandes fraglich erscheint. 


Zur Hyperfeinstruktur des WI-Spektrums***. 
; Von 
: Hans KoprerMann und Drerricu Meyer in Gottingen. 
; Mit 3 Abbildungen. 


(Eingegangen am 25. September 1947.) 


Zusammenfassung: 


Es wurde die Hyperfeinstruktur von 19 Linien des WI-Spektrums analysiert 
und festgestellt, daB die Drehimpulsquantenzahl des W 183-Kerns den Wert 
I= 4% hat. Die magnetische Aufspaltung der untersuchten Terme ist extrem 
klein. Der Wert der Isotopieverschiebung im Grundmultiplett 5 d46s? 5D be- 
_ zogen auf 5d5 6, 7S, betragt fiir das Paar W 183 — W 184 Av = 0,073 cm-}. 
_ Die Verschiebung zwischen W 184 und W 186 ist 10% kleiner, Die Isotopenlage 
ist normal. 


Grace und More? haben festgestellt, daB viele Linien des WI-Spek- 
_trums aus drei eng beieinander liegenden Komponenten bestehen, die den 
_geraden Isotopen des Wolframs mit den Massenzahlen 182, 184 und 186 
-zugeordnet werden miissen. Sie beobachteten keine Komponenten des 

W 183, schlossen aber aus dem wechselnden Intensitatsverhaltnis der 

Dreierstrukturen bei verschiedenen Linien, daB die Komponenten des 

W 183 annahernd auf diejenigen der benachbarten geraden Isotope fallen. 
Sie vermuteten den Wert I = 1% fiir die Kerndrehimpulsquantenzahl des 
W 183 und glaubten feststellen zu kénnen, daB die Isotopieverschiebung 
im WI-Spektrum verkehrte Termlage hat. 

Wir haben in einer mit fliissiger Luft gekithlten Hohlkathode das WI- 
Spektrum lichtstark erzeugt und 19 im Sichtbaren gelegene Linien mit 
Fasry-Pérot bei 15-70 mm Etalonabstand untersucht. Als Vorzerleger 
diente eine STEINHEILscher Dreiprismenapparat. 

Sieht man von dem extrem seltenen W-Isotop 180, das der optischen 
Beobachtung entgeht, ab, so haben die vier stabilen W-Isotope die Haufig- 


keiten: 
W 182 : W 183: W 184: W 186 = 75 : 57: 100: 99. 
Die von uns untersuchten Linien sind Ubergange von angeregten Ter- 
men der Konfiguration 5d‘ 6s 6p zu dem Grundmultiplett 5d* 6s? °Do 1 9,5,4 
* Richard Becker zum 60. Geburtstag gewidmet. 


** Eine kurze Inhaltsangabe der Arbeit wurde bereits in den Gottinger Nach- 


richten 1946 gegeben. 
1 Grace, N.S. und K. R. More: Phys. Rev. 45, 166 (1934). 


eth 5+ seinerseits, und bd 63 “s, pe nee Die ee ienen eine S 

s “a's ‘ wie sie in Abb. 1 schematisch angedeutet ist. Bei den Linien A = me 
“ae (Dy — 214) und 2 = 5053 A (D, —214,), z. B. haben wir als Intensitat 
as pet gemessen: ‘an 
aa Lat Ipen :Ioag = 100: 116: 114. is 
Be ' ae 
i ‘ meee Da bei beiden Linien weder auBerhalb der Dreierstruktur noch zwische 
ts . PA den Komponenten eine Andeutung von weiteren Komponenten zu “find 
est . ist, muB geschlossen werden, daB hier | die 
ra magnetisthe Hyperfeinstruktur des W 183 aus 
Berrie zwei Komponenten besteht, die ziemlich ge- 


y nau auf B und C fallen. Nimmt man mit 

At +b Ga Grace und More an, daB die Drehimpuls- 
Abb. 1. Typisches Aufspal- | quantenzahl des W 183 den Wert I=% 
pu A aesep. hat, so muB beziiglich des W 183 die Linie 
» = 4660 A, bei der der untere Zustand 

apes wegen J =0 magnetisch nicht aufspalten kann, aus einem Hyperfei sine 
strukturdublett mit dem Intensitatsverhaltnis I, : I, = 38 : 19 bestehen. 
Weve So > Big gibt nur eine Méglichkeit, in Ubeceactimntneys mit dem gemessen en : 
oe Intensitatsverhaltnis zu kommen, namlich die, daB man A dem W 186, 
. his dem W 184, C dem W 182 zuordnet und annimmt, daB 6 mit B una 
mit C zusammenfallt. Dann folgt: Iy :Ig.): I¢iq = 100: 119: 113, v 


“, 
* 


+ 


+ ie i NB Siro he 
oe Aa eta re tng Mal Oreo 


Riou: : innerhalb der Fehlergrenzen mit dem gemessenen Intensitatsverhaltnis 
rs +e jdentisch ist. 7 

ae a Fiir den 214,-Term ergibt sich eine magnetische Aufspaltung des W 193 a 
Lage wa | von Ay = 0,05 cm™4. Der Schwerpunkt des W 183 fallt zwischen W 182 
Reet und W 184 und zwar naher zum leichteren Isotop hin, in Ubereinstim- 
ASA < mung mit allen bisherigen Erfahrungen an anderen Elementen. Da di e 
a aia Linie A = 5053 A véllig gleiche Struktur besitzt, kann der D,-Term magne- 
“+ Sor Raed tisch nicht mefbar aufspalten; dies ist verstandlich, da sich seine beiden 
aS te s-Elektronen magnetisch absattigen und die d-Elektronen zusammen nu 
Ta ‘ eine Aufspaltung liefern, die klein gegen die Aufspaltung des oberen 
Terms ist. . a 
Rae Etwas anders liegt es bei dem Linienpaar 4 = 4983 A (Do — 200,) ind 
; eves y 4 = 5435 A (D, — 200,). Hier hat die Komponente C eine deutliche | Ui n 
coe symmetrie nach B hin, die zeigt, da& die Komponente a des W 183 1 
ae genau mit C zusammenfillt. Fiir die Maxima wurde an diesen Links 

A messen: I4: I p46: leyg = 100 : 123: 108, was wiederum gut zu dem 2 

- ae erwartenden Intensitatsverhaltnis paBt, wenn man I = % annimmt und 
a : die in Abb. 2 angegebene Deutung der Struktur zugrunde legt. Aus; der 
“ ‘ ' Die Termbezeichnungen und Elektronenkonfigurationen stammen von : 
ae : porte, O. und C, Mack: Phys, Rev. 65, 76 (1943). 


; = Atncahent der Bae = 5545-2 (Dy 244.) die aus abet’ bck . 
getrennten Komponenten besteht, zeigt, daB auch der D,-Term, der eben-— 
fa alls der Konfiguration 5 d‘ 6s? angehért, nicht 

eBbar aufspaltet. 6 4 ayer 
P Daich systematisches AnschlieBen der ande- . a Fass 


A ; . May a} 


re beobachteten Linien an die bisher be- y ; & 
sprochenen Terme konnte in gleicher Weise 4 8 ac epee 
d ie magnetische Aufspaltung des W 183 bei = peinapets hae ae pape Bre ee 


von 4 = 4983 A: ). re 
einer Reihe von Termen der Konfiguration , : 


9 d° 6s 6p festgelegt werden. Tabelle 1 faBt das Ergebnis zusammen. Die 


gaben kénnen auf Grund des Gesagten nur eine Genauigkeit von etwa “a 
159% beanspruchen. a: 
+4 :: Tabelle 1. Bt Er wa igeadda 
t Bhachanisohe Aufspaltung Avy einiger Terme des W 183 in cm-}. 
0 Term - Term aries 
aay | 0 200, 0,05 ee 
5D, 0 214, 0,05 ; 
per’ 4D, 0 239, 0,05 . 
“3 5D, 0 262, 0,05 pene 
a 6D, 0 230, 0,06 
7S3 0,055 261, 0,06 
247, - 0,06 ey 
266, 0,06 


_ Die analysierten magnetischen Hyperfeinstrukturterme haben normale 
-Termordnung. Das ergibt sich eindeutig aus'dem Befund, daB die Kom- 
ponente C + a in allen beobachteten Linien gréBere Intensitat besitzt als % 
die Komponente A. Fiir die Richtigkeit der Analyse spricht auch die Tat- p21 
ache, daB mit gréBer werdendem J der oberen Terme in den Ubergangen 

~ yon 5d46s 6p nach 5d‘6s? das Intensitatsverhaltnis von Boos 64 & 
-systematisch anwachst. 

Ein véllig anderes Aussehen haben die iatenitocen von 5d*6s 6p 


nach 5d®° 6s 7S,. Die Mehrzahl von ihnen erscheint bis zu Etalonabstanden e5 Ree 
on 30 mm einfach. Erst bei ganz groBer Auflésung (60-70 mm Etalon) ee e 


-erkennt man eine geringe Aufspaltung oder wenigstens eine Verbreiterung. 
Einige dieser Ubergiange zeigen allerdings Aufspaltungen von. 4hnlicher a 
Grobe wie die bisher besprochenen. Bei diesen haben wir genau das um- aes 
_gekehrte Bild beobachtet. Die Komponente A des W 183 liegt am kurz- : 
swelligen, die Komponente C am langwelligen Ende des Aufspaltungs- “toa 


bildes. Wiederum wurden nur Dreierstn ktur 
dings in der Linie A? = 4269 A (S,— 2633) zwis 
yon a und } zu sehen sind?. ’ 
Der Wert fiir die magnetische Aufspaltung ad eee kann m 
abgeschitzt werden. DaB selbst bei den S,-Linien ohne beobachtbare 
topieverschiebung keine Komponenten des W 183 zu sehen sind, ze 
daB die Aufspaltung des S-Terms annahernd gleich denen der 5d# 636 
Terme ist. Wir geben daher den Wert von 0,055 + 0,015 cm™ an 
eee Unser besonderes Interesse galt aber der Isotopieverschiebung. Die’ 
uns gemessenen Werte sind in Tabelle 2 Spalte 3 aufgefiihrt. Aus d . 


Tabelle 2. 


y Lsotopieverschiebung an den untersuchten WI-Linien und daraus ger 
Wie Sseiopieverschaeiang der Terme. 


gemessene Isotopie- 7 korr. Isotopie- daraus gewonnene Iso 
verschie verschiebung verschiebung der Te 


ey Ubergang 
182—184 | 184—186 _1s2—184 | 184—186| Term | 182185 | 1841 


| 


4302 | S,-261, |~0,013 ~ 0,018 0,013 
5006 | D,-261, | 0,059 | | 0,056 | 0,061 


0,012 | 261, | 0,013 
0,055 Dy ee 


4680 | D5-261; | 0,059 0,055 | 0,061 0,055 D, 0,074 
5225 | D,-239, | 0,053, 0,051 0,055 0,050 | 239, 0,019 
4844 | D,-239, | 0,055 | 0,049 | 0,055 0,049 | Dg | 0,074 
4484 | D,-239, | 0,054 0,048 0,054 | 0,048 D, | 0,073 
5053 | Dy-214; | 0,052 | 0,046 | 0,051 | 0,046 | 224, 0,019 
4660 | Dy-214, | 0,050} 0,045 0,050 | 0,045 Do 0,069 
5515 | Dy-214, | 0,052, 0,046 0,052 | 0,046 | Dz 0,071 
5435 | D,-200, | 0,061 0,053 | 0,059 | 0,053 200, ~—-0,014 
4983 | Dy-200; | 0,059 0,052 | 0,058 0,052 Dy 0,072 
4046 | Sy-276, | 0,062 | 0,057 | 0,062 | 0,056 | 276, | 0,062 
4378 | Dy-276, | <0,015 | <0,0152 0,012 | 0,011 
4071 | D,-262, | 0,045 | 0,043 | 0,047 | 0,043 | 262, | 0,024 
a! 4295 | Sy-262, |=0,024 | © 0,024 | 0,024 | 0,022 | 
4887 | D265, | 0,061) 0,053 0,060 | 0,054 | 266, 0,014 
5015 | Dy-247q | 0,060 | 0,053 | 0,069 | 0,053 | 247, | 0,015 
5069 | “D,-230, | 0,059 0,055 0,060 | 0,054 | 230, 0,013 
4269 | Sy-263, | 0,094} 0,081 | 0,090 | 0,081 | 263, | 0,090 


' 
1 Aus der Verbreiterung der Linie geschitzt. 

2 Desgleichen. 

* Bei 70 mm Etalon gerade noch als dreikomponentig zu erkennen, 


1 Nach dem Aufspaltungsschema fiir I = 4 sollten bei diesen Ubergé 
noch eine oder zwei schwache Komponenten zu sehen sein, deren Titensitatad 
dings so gering ist, daB sie nicht beobachtet werden kénnen. Je gréBer J wird 
um so mehr treten diese zuriick und man beobachtet nur 2 starke mS en 


ame F\ deren Abstand gleich der Differenz der Hfs-Terme von oberem und 1 
j Zustand ist. 
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Bstopenanordnang in den ’S,-Linien folgt fiir die oberen Terme der unter- 
‘suchten Ubergiinge zwangsliufig normale Termordnung, d. h. die Terme 
ides W 182 liegen tiefer als die des W 184 und W 186 und da die Kombina- 

‘tionen dieser Terme mit dem Grundmultiplett *D, soweit sie untersucht 
‘sind, alle die W 182-Komponente an der kurzwelligen Seite haben, so 

‘herrscht dort ebenfalls normale Termordnung. Da der Grindaisiaal 
' des W-Ions die Konfiguration 

'5d*6s hat, sollte der 5d5 6s 5a 6s 6p 

-*Ss-Term sehr genihert die 
| gleiche Isotopieverschiebung 
_ wie dieser besitzen. Wenn also 
‘der 7S,-Term nicht zufallig 
| durch einen Term mit starker 
Isotopieverschiebung gestért 
/ist, was nicht der Fall zu 
_ sein scheint, so geniigt es auf Abb. 3. eer 
diesen zu beziehen, indem 
ihm die Isotopieverschiebung Null gegeben wird. Schematisch ist dieser 
_ Sachverhalt in Abb. 3 gezeichnet. 


Durch die Uberlagerung der Komponenten der geraden Isotope mit den 
Av 182-184 
Ay 184-186, 
einzelnen Linien nicht genau gleich, wie man eigentlich erwarten miiBte. 


sas? 0 


Komponenten des W 183 ist das Abstandsverhaltnis in den 


: —1 84 
Der Mittelwert aus allen Messungen ergibt ee ats =e Ad Se as 


belle 2 Spalte 4 haben wir, soweit nétig, die Isotopieverschiebungen in den 
Linien auf diesen Wert korrigiert, wobei der Abstand Ay 184-186, der durch 
Uberlagerung weniger gestért werden kann als Ay 182-184, méglichst bei- 
behalten wurde. Durch Kombination entsprechender Linien folgen dann 
die Werte der Isotopieverschiebungen in den Termen, wie sie in Spalte 5 
bezogen auf *S, angegeben sind. 

In Tabelle 3 sind diese Termverschiebungen noch einmal zusammen- 
gestellt. Man sieht, daB die Terme der Konfiguration 5d*6 s? die groBte 
und unter sich innerhalb der MeBfehler die gleiche Isotopieverschiebung 
haben. 

Die angeregten 5d*6s6p-Terme besitzem meist etwa fiinfmal kleinere 
Werte der Verschiebung. Ob die beiden stark aufspaltenden Zustainde 263 
und 276, gestort oder beziiglich der Elektronenkonfiguration falsch klassi- 
fiziert sind, laBt sich z. Z. nicht entscheiden. 

Der Wert von 0,073 cm + 0,005 fiir die Isotopieverschiebung des 
W 182 gegen W 184 in den *D-Termen des WI-Spektrums, welcher der 
Wirkung eines 6s-Elektrons entspricht, paBt seiner GroBe nach sehr gut 
zu den schon bekannten Werten seiner Nachbarn. Die um etwa 10% 


| Isotopicverschibung der untersucht 


. 
| Konfiguration | Av idee 


5 d® 6s 


5d! 6s 6p~ 


| 


276, 


~ kleinere Verschiebung zwischen W 184 und W 186 hangt wahrscheir 
-mit dem Sprung in den ph Bs ee ah beim Theses von R : 
~zam Re 187 zusammen!. Ney 


Gottingen, II. Physikalisches Institut. 


oe Siehe P. Brix und H. KoprermMann: Gédttinger Nachrichten, 
Phys. Klasse 1947. c Garces ee 


P Von 
_W. Pau und G. Wessex in Gottingen. 
rs cet 79 hate 8 -Abbildungen. 


on (Eingegangen am 25. September 1947.) > 


‘Mit Hilfe einer elektrischen Waage wird in einem Silber-Atomstrahl Dichte, 
-mittlere Molekulargeschwindigkeit und deren Lem peratitapbangiskert § mit einer 
bt : Genauigkeit von + 3% gemessen. 


~ erwies es sich als notwendig, die Zahl der absorbierenden Atome moglichst 
- genau zu bestimmen. Es 1aBt sich zwar die Teilchendichte und ihre Ver- 

_teilung in einem Atomstrahl aus der Temperatur des Verdampfungsofens, 
A dem Dampfdruck der zu untersuchenden Substanz und den apparativen 
- geometrischen Abmessungen errechnen. Der Absolutwert der Dichte ist 
aber v wegen des exponentiellen Anstieges des Dampfdruckes mit der Tem- © 
- peratur sehr empfindlich auf diese GréBen, so daB es im folgenden unter- 


e 


_ sung ergibt paAizeitee die mittlere Molekulargeschwindigkeit im Strahl 
und ihre’ Temperaturabhangigkeit. 
_MeBmethode. Aus einem Ofen wird im Hochvakuum das zu untersuchende 
ae verdampft und mit zwei Spalten ein Atomstrahl ausgeblendet. | 
S Mit einer empfindlichen elektrischen Waage kann an verschiedenen Stellen 
E des Atomstrahls die auf die Waagschale aufgedampfte Masse G[g] ge- 
3 messen werden. Die Dichte ergibt sich zu 


et , | 
ka p= ser le], eens) 


Pe cin AF die Flache der Waagschale, G die pro Sekunde aufdampfende 
~ Masse und @ die mittlere Geschwindigkeit der Atome im Strahl ist. Letztere | 
gaiarobe errechnet sich gaskinetisch? zu 


“= pat fet (2) 
: ’ 4 m 
ne 


- * Richard BeckER zum 60. Geburtstag gewidmet. 
= 1 Stern, O. ZS. f. Phys. 3, 417, (1920). 


Riokes 


fen eee. 
eth 


aac 


> 


Bai optischen Untersuchungen mit Hilfe eines Atomstrahls als Absorber 4 rf 


; _ nommen wurde , direkt die Dichte in einem Atomstrahl zu messen. Die Mes- Sp aes, 
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\ 


Sie kann jedoch direkt mit groBer Genauigkeit gemessen werden. Durch ; 
den Impuls der aufdampfenden Atome wird auf die Waagschale eine 
Kraft ausgeiibt, die beim Ein- und Abschalten des Atomstrahls mittels : 
einer Klappe meBbar ist und einer Belastung durch M{g] entspricht. ; 
Der Impuls P ist gegeben durch 


P=G.%¢,=Mg-At und daraus o,= (3) 
wobei v, die Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur Waagschale 7 
und g die Erdbeschleunigung bedeutet. Die mittlere Molekulargeschwindig- 
keit etrechnet sich also aus dem Quotienten zweier in gleicher Weise ge-_ 
messener GréBen, Ausschlage einer Waage, so daB sich der gemeinsame _ 
Eichfaktor der Waage heraushebt. 


Berechnung der Dichteverteilung. Aus der 
kinetischen Gastheorie ergibt sich die Dichte in 
einem Punkte P(a, y, z) des Atomstrahls zu 


Q ‘ > 
ced W Few: por Q (4) 


wenn gy die Dichte im Ofenraum und Q den 
Raumwinkel, unter dem der Ofenspalt von P ~ 
aus gesehen wird, m die Atommasse bedeuten 
(Abb. 1). Sind die Abmessungen des Ofenspaltes 
klein gegen die Entfernung 7 des Punktes P yon 
diesem, so wird mit « und § als Richtungswinkel ” 
der Flache 


‘ S=Foose 
Abb. 4. F cos x-cos 8 
Q =e (5) 


Die Masse, die pro sec auf ein Flachenelement dx, dy der Ebene z = const 
aufdampft, ergibt sich zu 


G= p+ 0 dz dy.cosa cos B = CFO! df (6) 


darin. bedeutet 


3 /_m_ Fs! 
C= 3 NS - 
8 Var ane (a® + 3°) (y? + 3%) (a? + y? + 2)" (7) 


Befindet sich in der Héhe 2 iiber dem Ofenspalt eine Rechteckblende 
FF, =a,.b, und kann von P aus die gesamte Ofenspaltfliche gesehen 
werden, so hat die Blende auf die Intensitat in diesem Punkt keinen Ein- 
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fluB. Im Halbschattengebiet jedoch kann nur ein Teil F’ des Ofenspaltes von 
P aus gesehen werden. In Gl. (5) und (7) ist daher F durch F” zu ersetzen. 
Im Falle von Rechteckspalten 14Bt sich F’ graphisch ermitteln, 

Die Apparatar. Ein Schnitt durch die Versuchsapparatur ist in Abb. 2 
dargestellt!. Der Atomstrahlofen ist einer fritheren Anordnung von Pau? 
nachgebaut. Verwendet wurde ein indirekt geheizter Molybdinofen (3) 
mit aufgeschraubtem Ofenspalt, 2x8 mm? Flache. Die Temperaturmes- 
‘sung erfolgte mit einem Pt-Pt, Rh-Thermoelement (2). Senkrecht iiber dem 


Abb. 2. Die Versuchsapparatur. 


. Wasserkihlung 

Thermoelement 

Atomstrahlofen 

Blende 

. VerschluBdeckel 

Biigel zam Abwerfen der Eichgewichte 
. Elektrische Waage. 


TAO wpe 
. viel 


Ofenspalt war auf die Wasserkiihlung der verstellbare Abbildespalt auf- 
gebaut; dariiber befand sich ein doppelwandiger schwenkbarer Deckel (5) 

mit dem der MeBraum vom Ofenraum abgeschlossen werden konnte. In 
einem seitlichen Ansatz war die elektrische Waage (7) untergebracht, ein 
empfindliches Drehspulsystem, dessen Direktionsmoment weitgehend er- 
niedrigt war. Der Zeiger war durch ein diinnes Quarzréhrchen ersetzt, der 
ein Glimmerblattchen als Waagschale und ein kleines Gegengewicht trug. 
Mittels Schliff und Spindel konnte die Waage so verschoben werden, daB 
mit der Waagschale der Atomstrahl ausgetastet werden konnte. Die Gleich- 
gewichtslage der Waage wurde optisch (Lichtweg 5 m) festgestellt. Die 


1 Vorversuche wurden von W. Srepicke durchgefihrt. 
2 PauL, W.: ZS. f. Phys. 117, 774 (1941). 


‘wae lage bestand aus einer eieursninncee die eee ante 


f ra 4 spulsystem wurde mit einem Prazisionskompensationsapparat geme 
ne ee Die Apparatur wurde mit einer Leybold-Hg-Pumpe Modell E evakuier 7 
% od take Der Druck betrug bei allen Messungen weniger als 1 . 10-> mm Hg. | 
Vine ee 
A Temperaturmessung. Um einen Vergleich der MeBergebnisse mit den 
ae ; theoretisch konstruierten Dichtekurven durchfiihren zu kénnen, wurde das 
ey eee Thermoelement sehr sorgfaltig geeicht und die Eichung durch Messung des. 
i ee Silberschmelzpunktes kontrolliert. Der Fehler betrug nicht mehr als: 1% 
Sacre * Pe Eichung der Waage. Die Massenanderung AG auf der Waagsc ale 
% a wurde als Spannungsanderung AU; am Drehspulinstrument mit dem Kom- 
= pi eh pensator gemessen. Dazu muBte der Kompensator bzw. dessen Nullinstr ru 
ea 2 ment absolut in Gramm geeicht und der Eichfaktor 2, = AU, al G si] 
Bens eels 
fire: phe stimmt werden. Zu diesem Zweck stellten wir Eichgewichte aus Pla 
Sage ae ~~ und Kupfer her. Es wurde ein Pt- und Cu-Draht @ 20u von 250,0 cm Lange 
en auf einer Analysenwaage gewogen und mit dem Mefimikroskop gute Home 
ih ; genitat des Drahtdurchmessers festgestellt. Dann wurden 4-10 mm lange 
(4 Tea Stiicke abgeschnitten und die Lange mit dem Komparator gemessen. Die 
be ghz Hichgewichte, deren Masse auf diese Weise auf weniger als 1% festgelegt 
ae ae war, wurden auf die Waagschale gelegt und im Vakuum der Reihe nach — 
iss abgeworfen. Die Eichung wurde jedesmal nach dem Zusammenbau der~ 
. fe ‘, Apparatur mit mindestens fiinf verschiedenen Gewichten vorgenommel ‘: 
cK pita, Die Abweichungen im Eichfaktor betrugen nicht mehr als 1%. Dieser e 
* : wies sich im verwendeten Bereich als unabhangig von der Belastung, - da 
<g he : die Gewichtsstiicke zwischen 25 und 250 y! lagen; die GréBe FE, =") 
| 5 ae welche die Ablesegenauigkeit der Anordnung darstellt ergab sich zu 
Brit . E, = 0,31 a Da ein Skalenteil Verschiebung des Lichtzeigers no ch 
“ae a gut abgelesen werden konnte lassen sich somit noch Massenanderungen 
eee von 0,3 ¥ feststellen. £, ist etwas belastungabhangig, anderte sich jedoch 
’ Be wahrend einer MeBreihe nicht. Lediglich bei Verwendung einer griBere ny 
; ee Waagschale verschlechterte sich die Empfindlichkeit. : ar 
eS): ) _ Versuchsergebnisse. Die Messung wurde an einem Silbetatomstes 
it : durchgefiihrt und ging folgendermaBen vonstatten: Zundchst wurde die 
2 ae Waage auf den Nullpunkt eingestellt dann zur Zeit t = 0 der Atomstrahl 
bat ofen geofinet; der durch den Impuls bzw. durch das Gewicht der auf- 
ee dampfenden Atome hervorgerufene Ausschlag wird dauernd elektrisch 
: kompensiert und in jeder Minute die Spannung U;, abgelesen. Am Ende ~ 
4 , des Versuches wird der Ofen geschlossen und nochmals der Impuls durch. 
Bo [os 11y= 10g, 


L*.% ktion . , eae 
chnitt auf der Ordinate gibt dieGréBe 
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a. Impulses an. ri - ” 
| Abb. 3 zeigt die Methode der 
nsititsmessung in x-Richtung; 
ingefangen bei einer beliebigen 
Nullstellung der Waage auBerhalb 
des Atomstrahls wird die Waage | 
schrittweise vorgeschoben und je- 


~~ 


v G und der Impuls gemessen. — 
Man erhalt auf diese Weise Inte- 

sralkurven, deren Differentiation - 
e Intensitatskurven D(x) ergibt; 
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pb. 4. Dichte D(x) und %, als Funktion von x, Ausgezogen: theoretische Kurve. j HS ar 
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in absolutem MaB zum Vergleich mit eingezeichnet. Die Abweichung se hy 

er MeBwerte auf der rechten Seite der Kurve erklart sich folgendermafen. er. 

Bei der Messung dieser Punkte war die Waage so weit vorgeschoben das 31 a 


. _ hag rk 2 rs | 
— end ete Te 3 BS on ets Pee 
ein Teil der Atome auf Waagba ‘ken aL [ sie G 

" a “ed* Pe f: - et 
gemessen. wurde. % ~ ‘ 
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b) Um die Abhangigkeit der Intensitat in z-Richtung zu messen 
der Abstand Blende-Waage dadurch variiert, daB der Atomstrahl 


durch Zwischenringe tiefer gesetzt wurde. Die Waage stand so, da 
x-Richtung die Mitte des Kernschattengebietes in y-Richtung dagege 
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Abb. 5. Gals Funktion von 1/z fiir zwei verschiedene Temperaturen. : 


—** 


: : ys 

ganze Breite des Atomstrahls auf die Waagschale aufdampfte. Es ist zu 
erwarten, daB dann G mit 1/z abnimmt; in Abb. 5 ist der damit iit erein 
stimmende experimentelle Befund aufgezeigt. ‘a 


~ 


c) Zur Messung der Temperaturabhingigkeit der Intensitat wurde ein 
so groBe Waagschale verwendet, da& der gesamte Atomstrahl auf Lic 
Waage dampft. Durch Integration der G1. 6 erhalt man G= C. TF (Abb.6).. 
Die MeSpunkte zeigen die gleiche Temperaturabhangigkeit wie die tl 
retische Kurve, jedoch sind die MeBpunkte um etwa 12-15 Grad n 
tieferen Temperaturen verschoben. Diese Verschiebung liegt inn 


enze. det Acie urme: een ‘haw 7 ikea des. ‘Deane 
og pe. 
. Auf jeden. “all sind die. MeBpunkte zuverlissiger. VerlieBe man 


ee auf die eee ee wirde der Fehler in | der Dichte 20%, be- 
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, ae Abb. 6. G als Funktion der Temperatur. 
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zen. Der Einflu® der Reflexion der Silberatome auf das Ergebnis wird © 


im folgenden gezeigt. 


# a Messung der mittleren Molekulargeschwindigheit. 


eo ‘Die z-Komponente der mittleren Molekulargeschwindigkeit berechnet 


n MeBwerten folgende zwei Korrekturen anzubringen: 


am Die auf die Waage ausgeiibte Kraft wird zu groB gemessen, da die aus 
dem Ofenraum durch die Blende hindurch strémenden Restgasmolekiile 
se hdhere mittlere Geschwindigkeit haben als diejenigen, welche von 
oben aus dem MeBraum auf die Waagschale treffen. Dadurch wird von 


a arde deshalb im AnschluB an jede Messung ein Leerversuch angestellt. 
Der mit Silber gefiillte Ofeneinsatz wurde durch einen leeren ersetzt, sorg- 
‘fi ltig ausgeheizt und dann unter den gleichen Verhaltnissen wie bei den 
Intensititsmessungen mehrfach der Impuls Py gemessen, der zwar klein, 
jedoch noch gut erkennbar war. Es zeigte sich, daB dieser Impuls nicht ex- 
jag mit der Temperatur ansteigt, also nicht von einer See 


e Zeitschift fiir Physik. Bd. 124. : 45 
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peer aus den gemessenen GréBen VM und G nach Gl. 3. Es sind jedoch an - 


“unten her ein groBerer Impuls auf die Waage ausgeiibt als von oben. Es | 
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der ae Wert Ne pisses a 
2. Infolge Reflexion eines Teiles der Si 

G zu klein, M jedoch zu groB gemessen, da die reflektierten Atome ei n 
gréferen Impuls abgeben. Um die Reflexion zu messen, wurde die in Abb. 7 
gezeigte Versuchsanordnung benutzt. 

Die Waage wurde durch eine senk- 

wo  xecht angebrachte Glimmerplatte vor 
mm  direktem Aufdampfen geschiitzt. Senk- 
At recht iiber der Blende wurde ein Auf- 
fanger aus Glimmer angebracht. Die 

100 Normale der Auffangerflache bildete 
mit der Atomstrahlachse einen Winkel 
von 15 Grad. Knupsen? und Maver? 
haben gezeigt, daB ein Gasmolekiil 1 
einer festen Wand in einer Richtung 
zuriickgeworfen wird, die véllig unab- 
hangig von der Richtung ist, in welcher 
sot es sich der Wand nahert. Die pei 
Z erfolgt nach dem Cosinusgesetz maxim: 
in Richtung der Wandnormalen, — 
Abb. 7 also in Richtung auf die Waag 

#2 Fine Uberschlagsrechnung ergibt a 
Wi den gezeichneten geometrischen Ver 
haltnissen, daB etwa '/, aller reflektier- 
ten Atome die Waagschale treffen. Die 
Messungen wurden bei einer Ofen- 
4 temperatur T = 1450° K durchgefiihrt. 
i" Wahrend die gesamte pro sec auf len y 

RSQ 0 Auffanger aufgedampfte Masse bei 14 

Abb. 7, Aufbau des Reflexions- re un pices Mukipooies 
yorsuches, iibereinstimmend ein reflektierter 

teil von 0,7 . 10-* y/sec gemessen. 

sammenfassend kann gesagt werden, daB die Reflexion des Silbers an 
einem Silberspiegel auf Glimmerunterlage so gering ist, daB die Empfind- 
lichkeit der hier benutzten Apparatur nicht ausreicht, um genaue 
sungen der reflektierten Intensitatsverteilung durchfiihren zu kénnen. | 
Giiltigkeit des Cosinusgesetzes betriigt die Zahl der in alle Raumwinke' 
reflektierten Atome nicht mehr als 1-2°% der aufgedampften Atome. — S 
Als Beispiel fiir eine Geschwindigkeitsmessung seien die MeBwerte | fiir 
eine Ofentemperatur 1363°K in Tabelle 1 eingetragen. Da insges 


1 Kyupsen, M.: Ann, d. Phys. 48, 1113 (1915). 
= MAYER, H.: ZS. f. Phys. 58, 373 (1929). 
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Messung von Dichte und mittlerer Molekulargeschwindigkeit. 699 


Q ++ 1)% der Atome reflektiert werden, aber wegen des Cosinusgesetzes 
nicht alle reflektierten Atome den doppelten Impuls auf die Waagschale 
austiben, wird (3 + 1)% Reflexionskorrektur angesetzt, so da®B sich eine 
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Abb. 8. Mittlere Molekulargeschwindigkeit 0 
als Funktion der abs. Temperatur T. 
x einfach gemessene Werte, 
oO Mittelwerte aus mehreren Messungen. 


mittlere Molekulargeschwindigkeit von 7, = 611 m/sec + 3% ergibt. Der 
gaskinetische Wert betragt 610 m/sec + 0,5°% (wegen der Temperatur- 
ungenauigkeit AT = 1%). Diese genaue Ubereinstimmung mag zufillig er- 
Scheinen. Der Fehler von g, betragt aber sicher 


one mehr als 3°%. In Abb. 8 ist die mittlere Mole- Tabelle 1, 
| fulargeschwindigkeit v, als Funktion der Temperatur — D, m/sec 
d in Abb. 4 in Abhangigkeit von der z-Koordinate 622 
poses mit den theoretischen Werten einge- 614 
rsa Da nur die z-Komponente der Geschwindig- 656 
eit gemessen wird, sinken in gréGerer Entfernung pas 
on der Atomstrahlachse (die Atome treffen schief 642 
wuf die Waage auf) die 7,-Werte deutlich ab. 619 


Auf Grund der Messungen von G und @ errechnen 630 + 2%, 
ich die absoluten Dichten im Strahl zu 3. 10-¥ 


F 10-1 g/cm, mit einem maximalen Fehler von 4%, was Teilchendichten 
a 


a 10" bis 10% [| entspricht. 


Gottingen, I1. Physikalisches Institut der Universitat. 


Die Zahl der von einer (Ra a+ Be) - -Quelle- 
emittierten ,,schnellen‘‘ Neutronen*. 


¥ Beene" Von > 

Z ash F. G. HourerMANs und M. TEUCHER. rg 

Ping Kay 4 
ue Ba). (Eingegangen am 11. Dezember 1947.) 

beat ,". 

‘a fea Zusammenfassung. 

Bes 7" Mittels einer mit Uranoxyd ausgekleideten Ionisationskammer wird die 

Pp er _der von einer (Ra « + Be)-Quelle ausgesandten ,,schnellen‘‘ Neutronen, d , 
m: we ay Energie oberhalb der Spaltungsschwelle des U®** liegt, zu 3500 + 1000/sec. m 
BP es Curie bestimmt. Ee 
hese oo Obwohl iiber die Gesamtzahl der von einer ,natiirlichen“ Neutro nen 
eee is quelle (Raa-+ Be), wie sie durch Mischung von Berylliumpulver mi 
ee x . : einem Radiumsalz hergestellt wird, emittierten Neutronen eine groBe An 
Bet hs. ~ zahl von Messungen vorliegen!, ist iiber die Zahl der ,,schnellen‘t Prima 
Pe i ‘ai ate neutronen einer solchen Quelle nur wenig bekannt. Die Ursache hie 
hy See ist, daB die Arbeiten®, besonders die aus den ersten Jahren der Neutronen- 
AN r _ physjk, die diesen Punkt zum Gegenstand hatten, ebenso wie die Angaben 
ok ahs iiber das Primiarspektrum der Neutronen einer solchen Quelle kaum Daten 
ae - uber die Absolutzahl enthalten, bzw. die Messungen des Spektrums : c 
ois ; nicht bis zu den kleinsten Neutronenenergien hinunter erstrecken, dae es 
. ae hierfiir bei den wblichen angewandten Methoden (meist Messung:'¢ 
oes. ak Energien der RiickstoBprotonen) an einem geeigneten energie-unal han 
ae Pi ' gigen Nachweismittel fehlte. a 
yr? So findet sich sowohl bei DUNNING? als auch bei Byange? die Bemerkung 
te da8 mehr als 50 bzw. sogar mehr als 90° aller emittierten Neutronen 
as Energien weniger als 100 ekV Primarenergie hatten. In krassem Wider 
ee spruch zu diesen Angaben stehen Messungen iiber den (n, 2n)- Effekt at 
ee Beryllium, die teils mit einer Quelle der erwahnten Art, teils sogar 1 mi 
ne * Professor Dr, Richard Brecker zum 60, Geburtstage gewidmet. ; 
pas’ 1 Amaupi, E, und E, Fermt: Phys. Rev. 50, 899 (1936); Amani, E., H. 
tty Tuve und L, R. Harstap: Phys. Rev.51, 896 (1937); Friscu, O. R., H. v. 

Re BAN und J. Kocnu: Medd. Kopenhagen 15, 37 (1938); Bakker, C. J.: Physica 4 
Be 723 (1937); Rusinow, L.J. und G. D. LATYSHEV: Phys. ZS. Sowj.U. 9, 287 (1931 
J * DunnineG, J. R.: Phys. Rev. 45, 586 (1934); Jancket, W.: ZS. f. Phys. 91, 
i 493 (1934). aed 


| 3 Latin T.: Proc. Roy. Soc. London 164, 243 (1938). “y 
( & OLLANO, Z.: Nuov. Cim. (N.S.) 15, 604 (1938); Finrer, E. und WY Bo 1 
ee ZS. f. Phys, 122, 769 (1944); Houtermans, F, G.: Phys. ZS, 1944 (im Drei 
Houtrrmans, F, G.: Nachr, Akad. Wiss. Gottingen 1946, 52. 
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7 : is = ior Ce : : “ 
Que Ie durchgefthrt HEA a und einen “unerwartet gro- 


Bemerkung von BysercE richtig wire. 

_ Wir besitzen nun heute durch den ProzeB der Spaltung schwerer Ele- 
mente, soweit diese eine untere Energieschwelle hat, in Ionisationskammer 
oder Proportionalzihlrohr ein ideales Hilfsmittel zum Nachweis schneller 
N eutronen mit Energien oberhalb der Spaltungsschwelle!, das den groBen 
Vorzug bietet, von dieser an bis zu Energien von etwa 11 bis 12 eMV 


k ingsquerschnitt und g (£) die Zahl der von der Quelle pro sec emittierten 
poten mit einer Energie zwischen E£ und E+ dE, so ist die Zahl 


=m Ausdruck G 


~ 


“y 


_ Wir kénnen nun sowohl gemaB der theoretischen Erwartung? als auch 
nach experimentellen Ergebnissen von AMALDI und Mitarbeitern® und 
anderen* annehmen, daB 


Saat fir LE; 


o = const =o, fir E> E; ©) 


si : 
also den Wirkungsquerschnitt der Kernspaltung durch eine Rechtecks- 
tion annahern, da o erst bei solchen Energien weiter ansteigt, fiir die 
(EB) fiir die von uns untersuchte Quelle praktisch schon so klein ist, das 
4 ei Bt, daB die Quelle so wenig Neutronen mit Energien oberhalb des zwei- 
ten Anstiegs von o enthilt, da® ihre Wirkung nicht ins Gewicht fallt. 
Setzt man c, gleich dem vor dem zweiten Anstieg erreichten Sittigungs- 
wert fir o, und ist E, eine Energie im ersten Plateau-des Wirkungsquer- 
ai so definiert die Beziehung 
aoe eB fo. q(E) dE (3) 


“a 
r. 


‘ 


eine praktische Schwellenenergie E, der Spaltung, die fiir U8 bei etwa 
,6 eMV liegen diirfte. In dieser Arbeit verstehen wir also unter ,,schnel- 
a Neutronen solche mit Energien oberhalb dieser Schwelle. 


1 Frerov, G.N. und K. A. Petrzwak: Journ. Phys. USSR. 3, 89 (1940); 
rea G. und K. Lintner (unver6ffentlicht), vgl. Fiat-Bericht, Kernphysik II, 
2 Bor, N. und J. A. WHEELER: Phys. Rev. 56, 426 (1939). 


“paccut: Rend. Roma (7) 1, 525 (1940); Phys. Rev. 60, 67 (1941). 
4 Kiem, E. D.: Phys. Rev. 72, 88 (1947). 


" Aceno, M., E. Amatp1, D. Boccrare.u, B. N. Caccrapuoti, G.C, Tra- 
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oe. fiir diesen ProzeB ergiiben, wenn die erwiihnte — 


einigermaBen konstante Empfindlichkeit zu besitzen. Sei «(E) der Wir- » 


ler von einer Urankammer nachgewiesenen Neutronen proportional zu — 


G=fo(Z)-q(ae£. | (1) 
: Rage 
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Zur Messung wurde eine gf Bas: gegliihtem — 3 bec 
Ionisationskammer benutzt, die an einen P Basti faventer ein 
lésungsvermogens yon etwa 10-6 sec angeschlossen war und iiber ein 
ratron ein mechanisches Zahlwerk betatigte. Das Auflésung ery 
wurde so hoch gewahlt, um die Zahl der Zahlst6Be durch zufallige zeit 
Haufung von «-Teilchen méglichst herabzudriicken. Das Thyeche a 
auf eine StoBgroBe eingestellt, die Spaltungstriimmer von mehr als etw va 
10 eMV zu zahlen gestattete, entsprechend einer Zahl von 3 - 105 To nen: 
paaren pro ZahlstoB. 3 
Die Ionisationskammer bestand aus einem Kugelkondensator, der mit 
Luft von Atmospharendruck gefiillt war. Die Sammelspannung betru; 
9400 Volt. Die Innenkugel des Kondensators bestand aus Aluminium vo 
2 mm Dicke, hatte einen Durchmesser von 13 cm und war mit einer durch 
Aufstauben von fein pulverisiertem U,O, auf eine diinne Lackschicht h 
gestellten Uranoxydschicht bedeckt. Diese war so dick, da sie im Ver- 
gleich zur Reichweite der Kerntriimmer als unendlich dick angesehen wer 
den konnte. Sie bedeckte 94% des vollen Raumwinkels der Innenk 
Ihre effektive Flache ergab sich durch Messung des Ionisationsstroms 
a-Teilchen mit dem Elektrometer in Ubereinstimmung mit den geom rl 
schen Dimensionen zu 500 cm?. Doch geht die Flache selbst gar nicht 4d 
rekt in die Berechnung der pro sec emittierten Neutronenzahl ein. Wie ein 
einfache Rechnung zeigt, gilt nimlich fiir eine Schicht, deren Dicke grol 
gegen die Reichweite R der ausgesandten Teilchen ist, aber klein gegen di 
Halbwertsdicke der die Emission auslésenden Strahlung in der Schichi 
da8 man als effektiv wirksame Schichtdicke R/4 anzusetzen hat, das hei®t 
man. darf so tun, als ob alle in einen Halbraum emittierten Teilchen aus 
einer Tiefe von der halben Reichweite austreten und ee csaleiee : 
kénnen. Dies wiirde gelten, wenn die untere Grenze der Nachweis 
gleich Null ware. Beriicksichtigt man die endliche untere Energieg 
des Nachweises der Spalttriimmer von etwa 10 eMV, so kommt man dem- 
gegeniiber zu einem Nutzeffekt von etwa 70%. Dabei ist fiir den Fall der 
Spaltung noch zu beachten, daB, da immer zwei Teilchen in einander ent- 
gegengesetzten Richtungen ausgesandt werden, hier der Faktor 1/2 w en 
des Halbraums wegfillt, so daB als wirksame Schichtdicke der Neutron n- 
absorption der Schicht, deren Triimmer nachgewiesen werden, 0,7 - 0, 64 Rh 
einzusetzen ist, wo & die mittlere Reichweite der Kerntriimmer in ler 
U,O0,-Schicht ist. Uber das Bremsvermégen der Kerntriimmer in schwe- 
ren Elementen, das sehr empfindlich in die Berechnung der Neutronenza 1 
eingeht, liegen neuerdings Messungen von Sere und Wrecanp! vor, die 
ergaben, daG sich die Kerntriimmer sehr ahnlich verhalten wie a-Teilc 
von 4,5 eMV. Ihre Reichweite in U;O, wird mit 10,0 mg/cm? angeg 


+ Secrt, E. und C, Wrecanpb: Phys. Rev. 70, 808 (1946). 
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Da auch das Uranisotop U5 von Neutronen unterhalb einiger eV ge- 


' spalten wird, bleibt nachzuweisen, da8 die beobachteten Spaltprozesse nicht 


von reflektierten oder vagabundierenden langsamen Neutronen hervor- 
gerufen sind. Gegen verlangsamte Neutronen war der Raum der Kammer 
durch Cadmiumabschirmung von 1 mm weitgehend geschiitzt. Auch konnte 
durch geeignete Anbringung von Cadmiumfiltern einerseits und durch ab- 
sichtliches Anbringen eines groBen Paraffinblocks in unmittelbarer Nahe 
der Kammer andererseits gezeigt werden, daB unter unseren Bedingungen 
sicher nur wenige Prozent der beobachteten Spaltprozesse dem U2%5 zu- 
zuschreiben waren, was neben den anderen durch ungenaue Kenntnis von 
Reichweite der Kerntriimmer und Absorption der schnellen Neutronen 
bewirkten Fehlerquellen nicht ins Gewicht fiel. 
Die wirksame Schichtdicke betrug also 3,5 mg/cm. Als Wirkungsquer- 
schnitt im ersten Plateau wurde in Ubereinstimmung mit Lapensurc!, 
AMALDI und Mitarbeitern? und unveréffentlichten Arbeiten von STETTER und 
LintTNER? co, = 0,5 - 10-*4 cm? angenommen, was fiir U;O, einen Massen- 
absorptionskoeffizienten w/o von 1,07 . 10- cm?/g ergibt, und was bedeutet, 
daB ein Bruchteil von 3,75 . 10-® der auf die Schicht auftreffenden ,,schnel- 
len‘* Neutronen in einer solchen Tiefe steckenbleibt, daB die Triimmer 
nachgewiesen werden kénnen. Beriicksichtigt man den Raumwinkel der 
Kammer von 0,94 - 47, so wurden 3,53 . 10-6 aller ,,schnellen‘‘ Neutronen 
der Quelle nachgewiesen. Die Quelle von 100 mg Ra-Aquivalent befand 
sich im Zentrum des Kugelkondensators. Beobachtet wurden im Mittel 
80 + 2 Kerntriimmer pro min, also 1,33 Teilchen/sec. Der Nulleffekt von 
etwa 0,2 pro min, der teils auf spontane Spaltungen, teils auf elektrische 
Netzst6érungen zuriickzufihren ist, ist demgegeniiber vdéllig zu vernach- 
lassigen. Somit folgt, daB die Quelle 


3800 + 1000 ,,schnelle‘‘ Neutronen/mCurie.- sec 


emittiert. Die Fehlergrenze ist dabei im wesentlichen durch die ungenii- 
gende Kenntnis von # undo, bedingt und lieBe sich, wenn hierfiir genauere 
Daten bekannt werden, wesentlich einengen. 

Um aus dieser Absolutzahl etwas iiber den Prozentsatz der schnellen 
Neutronen im Primarspektrum der Quelle auszusagen, muf die Gesamt- 
zahl der von dieser pro sec emittierten Neutronen bekannt sein. Durch Ver- 
gleich mit einem Laboratoriumsstandard nach der AMALDI-FERMI-Me- 
thode war bekannt, daB der Nutzeffekt der Quelle, verglichen mit einer 
idealen‘’ (Rn « + Be)-Quelle, sicher nicht weniger als etwa 75% betrug. 
~ 1 LADENBURG, R., M.H. Kanner, H. Barscuatt, C. C. VAN Vooruis: Phys, 


Rey. 56, 168 (1939). 
2 AcEeno, M.u. Mitarb. l.c. ‘ : 
3 SrerteR, G. und K: Lintner (unver6ffentlicht), vgl. Fiat-Bericht, Kern- 


physik II. 


+ Die sinh ae ae, © neon O Ba? 
(Rn « + Be)-Quelle pro sec/mCurie emittierten Neutronen zer ’ 
zwei Gruppen. Die eine Gruppe von Arbeiten?, die nach der AMA 
Fermi-Methode durchgefiihrt sind, findet fiir Q Werte zwischen 2,0) a 


2,8 - 104 Neutronen/mCurie.sec, wahrend einige andere Arbeiten, so or 
allem PaNeTH? und Lapenpure und Kanner}, hierfiir etwa 6500 angeb en. 


ene 

aaa In neuester Zeit hat nun GotpHABER® ebenfalls mittels der AMALD 
an - _Fermi-Methode die gesamte Neutronenausbeute einer solchen Quelle dur 
ee raumliche Integration bestimmt, wobei einige der in diese Messung ein-_ 


gehenden Konstanten direkt auf experimentellem Wege ermittelt wurden, 
statt in indirekter Weise, wie dies bei den friiheren Messungen geschehen 
war. GOLDHABER und GAMMERTSFELDER* finden nach dieser Methode ; 
Q einer (Ra « + Be)-Quelle ebenfalls 6800 Neutronen/mCurie.sec. Alle 


5 ee) i | _ dings wird nicht angegeben, wie hoch die Ausbeute dieser Quelle, ver- 

ay vs glichen mit der maximal erreichbaren einer ,,idealen“ (Rn « + Be)-Que a 

as mF ist. Wenn es sich also bei dieser Messung nicht um eine Quelle exzeptionell 
ee: ee geringer Neutronenausbeute gehandelt hat, so wird zweifellos der nied is 

isa wy gere Wert fiir Q als der richtige anzusehen sein. Die Annahme dieses Wer- 

tes ‘ tes wiirde auch einige sonst auffallige Diskrepanzen in Bestimmungen d as 

Bo Wirkungsquerschnitts langsamer Neutronen aus der Aktivierung beseiti 

art ei gen. Freilich ist nicht ganz verstandlich, wodurch der hohe Wert der amiedl 

Ge me ; ren Gruppe von Arbeiten zustande gekommen ist. ‘ 
Site _ Akzeptieren wir GOLDHABERS Wert fiir Q als richtig, so wiirde das’ be- 
Bes deuten, daB etwa 50°% aller von einer (Ra « + Be)-Quelle emittierten Neu- 

pigs: tronen ,,schnell*‘ sind, also Energien von mehr als etwa 0,6 eMV habe 

: Sonik Wi Ein solcher Befund steht auch mit den anfangs erwahnten Messungen iiber . 

yi ved + den (n, 2n)-Effekt am Beryllium im Gegensatz zu Byerces Bemerkung 
Pie in Einklang. ‘4 
ey . 

a Aze Gottingen, 11. Physikalisches Institut der Universitat. 

5 Ce \ 

Ja : AMAtp1, BE. u. Mitarb..1. co: | = 
Bess. * © Panetnu, F.A., E. Geasekee H. Lovet: Proc. Roy. Soc. London 157, — 

> Meo 412 (1936). in 

ie a4 ® LapenburG, R. und M.H. Kanner: Phys. Rev. 51, 1022 (1937). re 

2 * O'Neat, R. D, und G. Scuarrr-GotpHaBeR: Phys. Rev. 69, 368 (1946) 

a 4 GAMMERTSFELDER, G, R. und M. GorpHaper: Phys. Rev. 69, 368 (1946). 

Bees 3 ® Murray, E. J., W.C. Baicut, M.D. Wartaxer, S.A. Konrr und E. Vs 

nS Crarke: Journ, Franklin Inst, 231, 357 (1941). 
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te Jeic cheatse Rrniecion von zwei Elektronen’ festa f, 
radioaktiven Zerfall des Rubidium 87*. Ropar 


Von 
O. HaxEx und F. G. Hourermans. 


Aus ae Max-Planck-Institut fiir Physik, Géttingen, und dem II. eeySiadisehtea! : 
,” Institut der Universitat Gottingen. 


Mit 2 Abbildungen. 


(Eingegangen am 25. Februar 1948.) veel ee a 


Durch Koinzidenzmessungen wird gezeigt, daB beim Zerfall des Rb87-Atoms 

in das Sr 87 zwei Elektronen emittiert werden, wovon das eine das Zerfalls- 

on ist und das andere wahrscheinlich von der hundertprozentigen i inneren 
L Umwandlung einer Kerngammastrahlung herriihrt. Eine dieser beiden Elek-  _ 
tronenkomponenten ist sehr energiearm, so daB nur bei Verwendung diinnster BS " 
Rb-Schichten alle Elektronen nachgewiesen werden kénnen. Da mit dieser Tat- : 
x e bisher nicht gerechnet wurde, sind die bisherigen Bestimmungen der 
BH aibrnestszeit des Rb, die auch untereinander sehr stark streuen, zu revidieren. 
Be iicksichtigt man diese 6- 6-Koinzidenzen, so erhalt man einen Wert fiir die == 
Halbwertszeit des Rb, der sehr gut mit dem aus geologischen Altersbestimmungen 
folgenden iibereinstimmt. An dem 156-min-Koérper des Dy wurden ebenfalls a: 
: - solche $-8-Koinzidenzen ee eae bei RaE dagegen nicht. 


Fie inleitung. 


 Obgleich die natiirliche 8-Aktivitat des Rb 87 schon seit langerer Zeit 
2 kannt ist, besteht doch noch ziemliche Unklarheit iiber den Wert seiner 
et albwertszeit: Mtuinorr!, der mit dem Zahlrohr die Zahl der von einem 
c yramm Rb in der Sekunde emittierten Elektronen auszahlte, fand fiir die 
He ilbwertszeit, bezogen auf das Isotop Rb 87, den Wert T = 12-10 a 
ORBAN?, der die entsprechende Achesbling mit der Waseranamier 
v ormahm, wurde auf den nahezu dreimal kleineren Wert T = 4,5 - 101%a 
gefiihrt. Einige weitere Arbeiten* lieferten Werte, die zwischen den eben 
genannten liegen. 

Die Ursache fiir die groBen Abweichungen der einzelnen Mefergebnisse 
ist z. T. in dem Vorhandensein einer extrem weichen Komponente in der 
ict ahlung des Rb 87 zu suchen, die nicht zur Wirkung kommen konnte, 


wa 


-* Herrn Professor Richard Becker nachtraglich zu seinem 60. Geburtstag 
am 3. Dezember 1947 gewidmet. ies 
1 Miatuorr, W.: Ann. d. Phys., 7, 205 (1930). ; ae 
Sa C: a te aie perch Wien, Abt. Ila, 140, 121 pace “ihe 
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- wenn mit zu raicken Tivsccnnee enced t Wu 
Untersuchung, die von EKLUND* stammt, der die td 


die Sekunde bezogene Teilchenzahl einer Rb- Schicht in Abha 


von der Schichtdicke untersuchte. Er fand, daB diese Zahl mit abnehme 
Schichtdicke zunimmt und insbesondere beim Ubergang zu den dii 
Folien, die ihm seine Apparatur noch auszumessen gestattete, einen 
kraftigen Sprung nach oben machte. EkLuNpD extrapolierte auf Sch icht- 
dicke Null, d. h. den Fall, daB alle Elektronen aus der Rb-Schicht austreten 
ohne allerdings die Schichtdicken-Abhangigkeit der Teilchenzahl in ¢ 
extrapolierten Bereich zu kennen. Er fand fiir die Halbwertszeit den W 

I = 58 - 10g, 

Haun und Mitarbeiter? bestimmten die Halbwertszeit mach 
vollig anderen Methode, bei der die Absorption der $-Strahlen k pare 
Rolle spielt, indem sie an einem Lepidolith bekannter geologischer 1 D ty 
tierung (bestimmt nach der Uran-Blei-Methode) die durch den erfall 
des Rb 87 entstandene Menge Sr 87 bestimmten. Der so erhaltene Wert ¢ 
Halbwertszeit T war T = 64° 101q, na 

Es ist schade, daB die durch Auszahlung gewonnenen Werte von T noc 
zu ungenau sind, um sie mit dem Wert zu vergleichen, der sich aus 4 
Mengenverhiltnis von Rb zu Sr in einem Mineral ergibt, denn ein sol che 
Vergleich kénnte die von JorpAN® aufgeworfene Frage, ob die 
konstante des $-Zerfalls zeitlich verinderlich ist, beantworten. Hout: 
MANS und Jorpan* diskutieren die Méglichkeit, daB der 
friiher rascher vor sich gegangen ware, als der das heute tut. Die Auszal 
lung der 8-Strahlen einer radioaktiven Substanz gibt namlich das gee 
wartige Tempo des 8-Zerfalls, wahrend die in einem Mineral durch ‘ ' 
Zerfall angesammelte Sr-Menge die zeitliche Mittelung des B- Zerfall i 
iiber die Zeit seit der Entstehung des Minerals bis zur Gegenwart da 
stellt. Ware also der 6-Zerfall friiher rascher vor sich gegangen, so m iBt \ 
der von Hann und Mitarbeitern an dem Lepidolith, der ein Alter on 
2-10%a hatte, gefundene Wert von 7 kleiner sein als der durch eine in ¢ Je ler 
Gegenwart vorgenommene A uszihlung gewonnene. 


en 


2. MeBmethode. 


Um die Genauigkeit der durch Auszihlung der emittierten Teilchen ge- 
wonnenen Halbwertszeitbestimmung zu steigern, haben wir versucht. 
unter Ausnutzung des vollen Raumwinkels 4x der emittierten Strahlen 
wT + 

1 EKL unb, S.: Ark. F, Mat. Astr. Fysik, Bd. 33a, Nr. 14, 60 (1946). 

2 HAHN, O., 7 STRASSMANN u. E. Wattine: Naturwissensch, 25, 189 (19 
STRASSMANN, . u. E. Watiine: Ber. Dtsch. Chem. Ges. 71, 1, Bd. I 983 
Matraucu, J.: Naturwissensch. 25, 189 (1937). 

* JorpAN, P.: Phys. ZS, 45, 183 (1944). 

* Hourermans, F, G. u. P. Jonpan: ZS. f. Naturforschg. 1, 125 ce 
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méglichst diinne Rb-Schichten zu untersuchen. Zu diesem Zweck stand 
uns das in Abb. 1 von Frau Dr. Scuttzmeister-MeEyYenr fiir andere Zwecke 
gebaute Doppelzahlrohr zur Verfiigung Es besteht aus einem Rohr, das 
durch ein in der Rohrachse liegendes, leicht herausnehmbares Blech in 
zwei Halbzylinder geteilt wird, von denen jeder einen Zihldraht enthalt 
und als getrenntes Zahlrohr arbeitet. Fiir einen Teil der Versuche wurde 
das Blech durch einen Rahmen ersetzt, auf den eine diinne Zapontfolie 
aufgespannt wurde, die auf beiden Seiten mit 

Aluminium oder Silber bedampft wurde, um -. Rh ore Sp en 
sie leitend zu machen. Das Foliengewicht betrug 


RECT 
Abb. 1. Doppelzahirohr. wm 


Das RbCl-Praparat befindet sich auf der oberen Seite 

der Folie F. Pro Zerfall werden 2 Elektronen emittiert. 

Das langsame Elektron kann die Folie nicht durch- 

setzen (gestrichelt). Die Falle 1, 2 und 4 geben oben 

einen Impuls, die Falle 3 und 4 unten, nur Fall 4 ergibt 
eine Koinzidenz. 


einschlieBlich der beiderseitigen Metallauflage etwa 0,1 mg/cm?. Auf das 
Blech bzw. die Folie wurde das Rb als RbCl in einer getrennten Vakuum- 
Apparatur aufgedampft. In dem oberen Zahlrohr wurde der Rb-Effekt 
und in dem unteren Zahlrohr gleichzeitig der Null-Effekt gemessen. Das 
Trennblech war dabei so dick, daB die Rb-Strahlen das Nulleffekt-Zahl- 
rohr nicht mehr erreichen konnten. Eine nennenswerte Gamma-Strahlung, 
die das’ Nulleffekt-Zahlrohr beeinflussen k6nnte, existiert nach Angaben 
in der Literatur und unseren Beobachtungen nicht. 

Doch im Laufe der Untersuchung zeigte es sich, daB bei Verwendung 
einer diinnen Trennschicht, welche die Elektronen des Rb teilweise durch- 
1aBt, Koinzidenzen beider Zahlrohre auftreten, die vom Rb stammten und 
deren Zahl pro mg Rb um so hoher war, je diinner die Rb-Schicht und die 
verwendete Trennschicht zwischen den beiden Zahlrohren war. Wir legten 
daher das Hauptgewicht auf die Ermittlung der Zahl und der Ursache 
dieser Koinzidenzen. 


3. Die Mefergebnisse. 


In Abb. 2 Kurve a, ist die Zahl der Zahlimpulse pro mg RbCl und Mi- 
nute in Abhingigkeit von der Dicke der RbClI-Schicht aufgetragen. Der 
Nulleffekt, der etwa 80 Teilchen in der Minute betrug, ist dabei schon ab- 
gezogen. Die RbCl-Schicht hatte meist eine Flache von 2 x 10 cm. Bei 
der diinnsten Schicht von 0,05 mg/cm? betrug der vom Rb stammende 
Effekt immer noch 20 Teilchen in der Minute. Da sich das RbCl im Innern 
des Zahlrohrs befand, kommt fiir die Absorption der Strahlen nur diejenige 
in der RbCI-Schicht selbst in Frage. 


he) tigen 


Ming Ere Ges Bee 


? schieden, lag jedoch meist zwischen 0,1 bis 0,2 mg/cm?. Auffallend ist, 


hin Tae b ist die entsprechende Teilche enza zahl im unteren Za 
getragen. Sie stammt von denjenigen Elektronen, die zusatzli 

Weg in der Rb- Schicht auch noch die Trennwand. aarchecnte nn 
Die als Trennwand dienenden Folien konnten nur jeweils fiir eine RbC 
Schicht verwendet werden und muBten daher jedesmal neu_hergeste 
werden, Die Dicke der Folien war daher fiir die einzelnen MeBpunkte ver- 


TeiIchen 
Min.ma Rb CL 


0 10 20 mg RbCi/cem* 
Dicke der RbCl Schicht 
Abb. 2. Zahl der Teilchen pro mg RbC1- min in Abhangigkeit von der Schichtdicke. 


Kurve a Teilchen auf der Schichtseite (oberes Zahirohr). ; 
Kurve b Teilchen miissen die Folie durchsetzen (unteres Zahlrohr). — + 
Kurve c Gleichzeitig ein Teilchen oben und unten (Koinzidenz). 


} 


daB diese Folien unabhingig von ihrer Dicke alle ungefahr denselb on 
Prozentsatz, naimlich rund 4/, der im oberen Zahlrohr gezaihlten Rb- 
Strahlen absorbierten. Dies besagt, daB die in der Folie steckenbleiben: jen 


¢ 


Elektronen Energien unter 10 ekV besitzen miissen. io 
In Kurve ¢ ist schlieBlich noch die Zahl der Koinzidenzen zwischen den 
Teilchen des oberen und unteven Zihlrohrs aufgetragen, wobei wiede rum — 


die von der Ultrastrahlung und der Eigenaktivitaét des Zahlrohrs he 
renden Koinzidenzen, also der Nulleffekt, abgezogen wurden (Nulleffek 
ca, 30 Koinz. pro Min.). 


4, Deutung der Versuchsergebnisse. : i 


Eine allen Beobachtungen gerecht werdende Deutung der MeBergeb 
nisse ist die folgende: “ ; 
Beim Zerfall des Rb 87 wird neben dem Zerfallselektron gleichzeitig no ch 
ein sehr energiearmes Begleitelektron emittiert, dessen Emissionsrich un; = 


von der des Zerfallselektrons unabhiingig ist. Die energiearmen Beg elt- 
ges 


ee 


Pee nicht die Trennfolie zwischen den beiden Zahlrohren durchsetzen. 


der energiearmen Begleiter, soweit sie in den oberen Halbraum emittiert 


die in pe unteren Halbraum emittiert werden, gezahlt, die weichen ae 


_ immer dann auf, wenn das Zerfallselektron nach unten emittiert wird und 
~ der zugehdérige weiche Begleiter in das obere Zahlrohr austritt. In Abb. 4 
_ sind die vier méglichen, untereinander gleich wahrscheinlichen Fille ein- 


_elektron nach unten. Um anzudeuten, da8 das Begleitelektron in der Trenn- 


sind 3., daB beide Elektronen nach unten emittiert werden, 4. daB das 
Bites falisclektion in das untere Zahlrohr emittiert wird und das Begleit- 
_elektron i in das obere. In diesem Fall, und nur in diesem Fall, beobachten 
wir eife Koinzidenz. 

Wir beobachten also fiir je vier Zerfille drei Zahlimpulse im oberen 
“Taber, zwei Zahlimpulse im unteren und eine Koizindenz. In der Tat ver- 


halt sich, wie Abb. 2 zeigt, fiir diinne Schichten die Impulszahl im oberen 
_ Zahlrohr zu der im unteren Zahlrohr ungefahr wie 3 :2. Die Zahl der beob- 
_ achteten Koinzidenzen/min mg RbCl, extrapoliert auf die Schichtdicke 


, betragt etwa 6 und ist damit kleiner als die erwartete Zahl von 


f 6,5 Dept denver’ Dies mag daher riihren, daB auch aus unserer diinnsten | 
_Rb-Schicht noch nicht alle weichen Elektronen austreten kénnen, oder aber, 


-daB bei manchen Umwandlungen zwischen der Emission des Pevtalls: 
—elektrons und der des Begleiters eine Zeitdifferenz liegt, die gréBer ist 
als die Koinzidenzzeit unseres Verstarkers (3 - 10~° sec). 


5, Erkldrung fiir die gleichzeitige Emission 2weier. Elektronen. 


Da durch die Ergebnisse von Hann und Mitarbeitern einwandfrei 
3 _ feststeht, daB aus dem Rb 87 das nur um eine Kernladung héhere Sr 87 
 entsteht, muB eines der Elektronen sekundarer Natur sein. Man konnte 
_ daran denken, daB das Begleitelektron durch das Zerfallselektron aus der 
- Hiille losgeschlagen wird oder da® die Hiille die Energie, die sie gewinnt, 
4 “wenn die Elektronen der Rb-Hiille in das um eine Ladung stirkere Feld 
des Sr-Kernes kommen, durch Emission eines Elektrons in einem Auger- 
ProzeB abgibt. Wenn dem so ware, dann sollte man erwarten, daf die 
s hier Boars Begleitelektronen bei allen @-Strahlern auftreten. Ein 


le ae erwahnte extrem Sein Chine Hee Rb- , 
: ahlung ae ‘Diese Elektronen kommen nur aus den diinnsten von uns — 
vendeten Folien noch einigermaBen volistiindig heraus, sie kénnen’ 
fm oberen Zihlrohr werden dadurch alle Zerfallselektronen und ein Teil 


_ werden, gezihlt. Im unteren Zahlrohr werden nur die Zerfallselektronen, _ 


- gleitelektronen bleiben in der Trennfolie stecken. Eine Koinzidenz tritt- 


_getragen, namlich (von links nach rechts) 1. beide Elektronen werden nach ~ 
oben ausgesandt, 2. nur das Zerfallselektron geht nach oben, das Begleit- _ 


- folie steckenbleibt, wurde es gestrichelt gezeichnet. Die weiteren Faille 
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entsprechender Versuch, den wir mit Radium E anstellten, ergab jedoch 
keine Koinzidenzzahl, die mit der hier beobachteten vergleichbar gewesen 
wire. Ein weiterer @-Strahler, den wir untersuchten, namlich das durch 
Neutronenlagerung kiinstlich aktivierte Dy 165 von 156 Minuten Halb- 
wertszeit, ergab zwar eine groBe Koinzidenzzahl, etwa 40°%, aller Zerfalls- 
akte ergaben Doppelelektronen, doch waren hier die Begleitelektronen so 
energiereich, daB sie 100 Al durchsetzen konnten, ihre Energie also 
groBer war als 150 ekV; so hohe Energiebetrage vermag aber die Hiille 
nicht aufzubringen. Wir halten es daher fiir unwahrscheinlich, daB ein 
nur in der Hiille sich abspielender ProzeB die Ursache fiir die Begleit- 
elektronen ist. 

Es bleibt dann nur die Moéglichkeit, daB die Begleitelektronen der 
inneren Umwandlung einer Kern-y-Strahlung entspringen. Da weder 
beim Rb noch beim Dy eine nennenswerte y-Strahlung bekannt ist, muB 
in beiden Fallen die innere Umwandlung zu 100%, erfolgen, was mit der 
beobachteten Koinzidenzhaufigkeit ohne weiteres vertraglich ist. Im 
Falle des Rb wiirde dies auch gut zu den Ergebnissen von OLLANnot 
passen, wonach das Rb-Spektrum zum groBen Teil aus Linien besteht. 
Der Zerfall des Rb 87 wiirde demnach in praktisch allen Fallen zu einem 
angeregten Sr-Kern fiihren, der unter Emission eines durch innere Um- 
wandlung entstandenen Schalenelektrons in den Grundzustand wbergeht. 

Die Lebensdauer dieses angeregten Zustandes mu nach unseren Ver- 
suchen kleiner als 5+ 10~* sec sein, da unser Koinzidenzverstarker zwei 
Impulse nur dann als Koinzidenz anspricht, wenn ihr zeitlicher Abstand 
nicht gréBer als 3 - 107° ist. 

Wir haben hier so getan, als ob wir sicher waren, daB das langsame Be- 


gleitelektron sekundarer Natur sei und das schnelle das Zerfallselektron, — 


doch ist es klar, daB eine Entscheidung hieriiber vorlaufig nicht méglich 
ist, und es ebenso umgekehrt sein kann. Fiir die letztere Auffassung lieBen 
sich sogar einige Argumente anfiihren, wie der erwahnte Befund von 
OLLANO, der jedoch einer genaueren Nachpriifung bedarf. Ferner wiirde 
das Rb87 sich mit der kleinen Zerfallsenergie besser in dasSargentdiagramm 
einfiigen, und die auffallend geringe Lebensdauer des angeregten Zustandes 
gegen innere Umwandlung wiirde verstindlicher erscheinen. 


6. Die Halbwertszeit des Rb 87. 


Die Halbwertszeit des Rb 87 berechnet sich aus der Zahl der pro Gewichts- 
einheit in der Sekunde zerfallenden Rb-Atome. Die Zahl der Zerfalle ist 
dabei wegen der gleichzeitigen Emission zweier Teilchen nicht, wie bisher 
angenommen wurde, gleich der Zahl der emittierten Teilchen, sondern 


* OLLANO, Z.: Nuovo Cimento 18, 11 (1941), 


ee ™ 
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‘nach dem in Abschnitt 4 dargestellten Sachverhalt 4/, mal so groB wie die 
Zahl der im oberen Halbzahlrohr gezihlten Teilchen bzw. doppelt so groB 
“wie die im unteren Zahlrohr erfaBte Teilchenzahl. 

Im Gegensatz zu friitheren Arbeiten haben wir darauf verzichtet, das 
Produkt 7 - @ aus erfaBtem Raumwinkel Q und Zahlrohr-Nutzeffekt 7 
‘eigens mit Uran zu eichen. Aus Koinzidenzbeobachtungen an Zihlrohren 

‘des gleichen Typs (140 mm Hg Argon + 14 mm Hg Alkohol) ist bekannt, 

-daB x selbst fiir Strahlen rai so schwacher Ionisierung wie die Héhen- 
'strahlung so nahe an 100%, liegt, daB die Abweichung hiervon vollig ver- 

nachlassigt werden kann. Ebenso kann der Raumwinkel jeder Zahlrohr- 

hiilfte sicher als 27 angenommen werden. Eichung mit Uran, wie andere 

Autoren sie vorgenommen haben, bringen eine neue Unsicherheit, da Uran 

“zwei «-Strahlen und zwei $-Strahlen emittiert und nicht bekannt ist, ob 

einer derselben nicht auch von einer durch innere Umwandlung entstan- 

denen Elektronenstrahlung begleitet ist. Wir haben iiberdies einen Kon- 

‘trollversuch gemacht, indem eine diinne Uranschicht auf eine Seite des 

‘Trennblechs durch Verdampfung eines kleinen Volumens von Uran- 

ésung bekannter Konzentration aufgebracht wurde und nur soviel Hoch- 

‘spannung angelegt wurde, daB diese Zahlrohrseite als Proportionalzahl- 

rohr arbeitet und nur «-Strahlen zahlte. Die Zahl der «-Strahlen pro sec 

‘und mg Uran ergab dann innerhalb einer Fehlergrenze von 2° den Wert 

‘yon Kovarik und Apams fiir den ganzen Halbraum, so daB hier sicher 

py 7 2 = 27 war. 

_ Aus unseren Versuchen ergibt sich damit die Zahl der Zerfalle in der 

“Minute fiir 1 mg RbCl zu Z = 26. Damit folgt fiir die Halbwertszeit 


mn"? “1, - 0,272 4) 498-10" 
120,92 -10%.5,256-10® ~Z Z 


— (6,9 + 0,7) - 10" Jahre, 


T= 


‘wobei die Loscumiptsche Zahl L = 6,023 - 103, das Molekulargewicht 
‘des RbCl gleich 120,92, der Anteil des Rb87 an dem Isotopengemisch gleich 
-27,2°%, und die Zahl tee Minuten des Jahres gleich 5,256 - 10° genommen 
wurden. 

_ Es mag zunachst iiberraschen, daB einige friihere Bestimmungen der 
Halbwertszeit Werte ergaben, die nicht allzuviel von unserem Wert ab- 
‘weichen, obgleich bei diesen friiheren Messungen die gleichzeitige Emission 
azweier Elektronen pro Zerfall nicht beriicksichtigt wurde. Unter den 
fritheren durch direkte Zahlung vorgenommenen Messungen. erhielt 
Miutuorr! einen zu hohen Wert von 7, da die von ihm angewandten 
Schichtdicken von 2-3 mg RbCl/cm? nicht nur den Austritt der weichen 


1 Mtutnorr, W.: |. c. 
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lichen Teil der Zerfallselektronen zuriickhielt. ~OrBant pee * dei 
Wilsonkammer einen zu niedrigen Wert; ; hatte er die weichen Elekti 1 

die in Koinzidenz mit einem Zerfallselektron austreten, voll mitgez 
so wire sein Wert fiir 7 mit 2 zu multiplizieren; hatte er diese niem 
mitgezahlt, mit 3/2. Sein Wert muB also zwischen 4/, und 2/3 des wah 
Wertes liegen, was innerhalb der Fehlergrenzen mit unseren Messungen 
in Einklang ist. EKLUND? hat einen ziemlich kleinen Raumwinkel benutzt 
und diesen mit den gemischten x- und $-Strahlen von Uran geeicht. ntel 
Beriicksichtigung der Koinzidenzen muBte sein Wert fiir T also mit 2 mul- 
tipliziert werden, wenn er alle weichen Teilchen erfaBt hat und beim Ura 
keine sekundéren Umwandlungsteilchen auftreten. Da, wie aus seil 
Schichtdickenabhangigkeit hervorgeht, noch nicht alle weichen Teil nen 
aus der Schicht austreten und sicher ein Teil dersélben infolge der groBen 
za durchsetzenden Gas-Strecke sein Zahlrohr nicht erreicht, muB. sick 
dieser Faktor verringern, so daB sich die beiden Fehler gegenseitig na 
zu kompensieren scheinen. Doch ist eine ins einzelne gehende Diskus 
seiner Ergebnisse erst méglich, sobald die Frage der Koinzidenzen 
Uran geklart ist. 


7. SchluBfolgerungen. 


Die Halbwertszeit des Rb87 wurde durch Auszahlen der Zerfallspro- 
zesse zu 7’ = 6,9- 101° Jahre gefunden. Dieser Wert stimmt mit dem nach 
der geologischen Methode von Haun, STRASSMANN, MATTAUCH und 
Ewacp® gefundenen innerhalb der Fehlergrenzen beider Messungen iiber- 
ein. Unsere Methode gibt daher keine Anhaltspunkte fiir die manchmal 
vermutete kosmologische Anderung* der Zerfallskonstanten der 8-Strah- 
lung mit dem Weltalter. <i 

Nimmt man fiir das Weltalter 3,5 + 10° Jahre an, so hitten, wenn 
Jorvansche Zerfallstormel richtig wire, Hann und Mitarbeiter eine s 
bare Halbwertszeit von héchstens 7 = 5,2 + 10! a finden kénnen, was auBer . 
halb der beiderseitigen Fehler liegen diirfte. Nimmt man die Abweichung 
von einem Faktor 1,12, die etwa auch den Fehlergrenzen entspre hen 
diirfte, dagegen fiir reell, so wiirde nach der Jonpanschen Zerfallsta or 
ein Weltalter t; = 5,2 + 10° a folgen. 

Neben Rubidium wurde auch der 156 min-Kérper des Dyspros 
sowie Radium E auf die Zahl der Elektronen pro Zerfall untersucht. D 


1 OrBAN, G.: Lc. . 
2 EXLUND, S.21.c 4 
* Haun, O., F. StrassMANN, J. MArTaucn u. H. Ewatp: Forschg. u. Fort- 

schr, 18, 35/36 (1942, I). ee or 
4 Jorpan, Por lc. 
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- aber Rak Soa "ale ¢ Sees Zerfall 
zune hm en 1, daB diel mission von mehr als einem Elek- ve 
: 1 noch bei anderen 8-Strahlern auftritt. Wenn dem so — 
= sche ein groBer Teil der in der Literatur vorzufindenden Dis- 
n zwischen Messungen von Wirkungsquerschnitten fiir Neu- 
n aus der Aktivierung und aus der Absorption, sowie bei Quellstirke- ; 
ngen von Neutronenquellen darauf zuriickzufiihren, daB nicht ohne bY. 7, 
»s die Zahl der Zerfallsakte gleich der Zahl der emittierten Blobtcaen i; 
t werden darf. 


A Peahasse mochte der eine von uns (F. G. HL ) Herrn Prof. HrIsEn- 
fiir die Méglichkeit danken, diese Arbeit im pees Planck- Institut — 
asi durchzufiihren. 


2 
. 


Zur Theorie der Koerzitivkraft*. 


Von 


M. KeERSTEN in Dresden. 


Mit 5 Abbildungen. 


aus S (Eingegangen am 3. September 1947.) 


Inhaltsiibersicht: Als Grundlage fiir neue theoretische Ableitungen zur 
tung der ferromagnetischen Hysterese werden zunachst einige kage 
bekannten ,,Fremdkérpertheorie‘‘ des Verfassers zusammengefaBt. A e. 
werden die Flachenenergie y und die Dicke 8 der 90°-Blochwand fiir solche k 
schen Krystalle berechnet, deren magnetische Vorzugslagen wie bei «- 
parallel zu den Wiirfelkanten liegen. Daraus wird eine verbesserte Ab zun; 
> formel fiir die Koerzitivkraft bei derartiger magnetischer Kirystalleyrigcahitial ab: 
geleitet. Die ,,stérungsempfindliche‘‘ Koerzitivkraft wird zuriickgefiihrt auf g 2 
wisse st6rungsunempfindliche Werkstoffkonstanten sowie den Teilchendurchn 1es- - 
ser d und den Volumanteil « (oder den durchschnittlichen Abstand s) der nich t- 
ferromagnetischen heterogenen Verunreinigungen oder Ausscheidungen im 
ferromagnetischen Mutterkrystall. Die genauere Rechnung bestatigt gréBen 
ordnungsmafig die bekannten entsprechenden rohen Abschatzungen des Ver- 
fassers. Zur Priifung der Theorie wurden TeilchengréBen von kugeligem Zemen 
tit in Schliffbildern von Stahlen mit dem Ubermikroskop ausgemessen. Di 
Versuchsergebnisse und ein auBerdem mitgeteilter Vergleich durch 
bilder und dazugehérige magnetische MeBbefunde aus der Literatur fiir zy 
Eisen-Titan-Legierungen ergeben eine weitere gréBenordnungsmaBige Bestiat 
gung der Theorie fiir das Gebiet groBer Teilchendurchmesser (d >> 8). Schlii 
lich wird ein Arbeitsprogramm fiir den Ausbau der Theorie der ferromagneti- 
schen Hystereseschleife kurz umrissen. (s. ,,Nachtrag bei der Korrektur am 
SchluB der Arbeit). 


1. Einleitung. 


& 
y- 
Na 3 


Zur experimentellen Untersuchung der maBgebenden Elementarvo 
ginge, aus denen die ferromagnetische Hystereseschleife hervorgeht, 
eignen sich im allgemeinen nicht die normalen Hystereseschleifen, welche 
auf der regellosen Uberlagerung verschiedenartiger Vorgange beruhen. 
Sowohl die grundlegenden Erscheinungen der reversiblen Magnetisie- 
rungsinderungen als auch die physikalischen Ursachen der Barkhausen- 
spriinge sind erforscht worden an gewissen anomalen Bresce sae « 


ae bei denen meist durch homogene Zugbelastung der eine oder andere FE 


* Richard Becker zum 60. Geburtstag gewidmet. 
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mentarvorgang in ,,Reinkultur‘‘ erzeugt werden konnte. Auf diesem Weg 
erzwangen die vielseitigen experimentellen Befunde in Wechselwirkung 
mit der Theorie ein umfassendes physikalisches Bild, das heute gekenn- 
zeichnet ist durch die bekannten Begriffe Drehvorgiinge, Blochwand, 
Wanddicke, Wandenergie, Wandverschiebung, Ummagnetisierungskeim, 
Keimwachstum, Spannungsenergie, Krystallenergie, Spannungstheorie, 
Fremdkérpertheorie usw. Diese Begriffe sind in zusammenfassenden 
Darstellungen bereits hinreichend erliutert worden und werden im 
folgenden vorwiegend als bekannt vorausgesetzt [1, 2, 3]. Nur fiir einige 
wichtige Grundlagen der. vorliegenden Abhandlung werden zur Er- 
leichterung des Verstindnisses kurze Hinweise auf solche friiheren 
Forschungsergebnisse vorangestellt, die zumeist nur wenigen Spezial- 
forschern vertraut sind. 

Bisher sind zwei ganz verschiedene Ursachen der Hysterese experimentell 
aufgedeckt und in ihrer Wirkungsweise mit klaren Modellvorstellungen 
theoretisch beschrieben worden, einerseits die drtlichen Schwankungen der 
mechanischen Eigenspannungen, beispielsweise infolge einer plastischen 
Verformung, und andererseits die technisch unvermeidbaren oder — bei 
Dauermagneten — absichtlich erzeugten heterogenen Verunreinigungen 
oder Ausscheidungen. Friiher war vermutet worden, die zweite Ursache 
k6nnte immer auf die erste zuriickgefiihrt werden, weil durch verschiedenes 
thermisches Schwinden der heterogenen Fremdkérper und des um- 
gebenden Mutterkrystalles beim Abkiihlen von hohen Temperaturen in 
der Umgebung der Fremdstoffteilchen ebenfalls mechanische Eigenspan- 
nungen auftreten kénnen. Spater ist erkannt worden, daB auch ohne solche 
Schwindspannungen lediglich in der Anwesenheit von mehr oder weniger 
feindispers verteilten heterogenen Fremdkérpern eine oft ausschlaggebende 
Hemmung fiir reversible und irreversible Magnetisierungsanderungen vor- 
liegt. Diese Art der Hemmung hat sogar viel einfacher zu einer experimentell 
priifbaren quantitativen Theorie gefiihrt als der experimentell so schwer 
erfaBbare feindisperse Spannungszustand plastisch verformter Metalle. 
Die Hysteresearbeit oder die Koerzitivkraft konnten quantitativ auf die 
GréBe und den durchschnittlichen Abstand heterogener Gefiigeteilchen 
(Verunreinigungen usw.) zuriickgefiihrt werden. Das Ziel dieser Arbeit 
besteht darin, die vom Verfasser vorgeschlagene ,,Fremdk6rpertheorie‘ 
der technischen Magnetisierungsvorginge durch genauere theoretische 
Ableitungen, als sie bisher vorliegen, zu erganzen und mit weiteren 
experimentellen Erfahrungen zu vergleichen. Besonders fiir sehr fein- 
kérnige heterogene Verunreinigungen muB die friihere rohe Abschatzung 
durch ein schirfer definiertes Modellbild nachgepriift werden. Es wird 
dabei unmittelbar an zwei Ver6ffentlichungen des Verfassers ange- 
kniipft [2, 3]. Einige bemerkenswerte neuere experimentelle und theore- 
tische Arbeiten zur Fremdkérpertheorie sind mir bisher leider nur durch 


46* 


Aelebliche Mitteilung andeutungsweise. bekanntgew git “se we 


im wesentlichen nur die stark plastisch verformten und anschlieBend nicht 
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folgenden berticksichtigt?. : 


2. Aufgabestellung. 


Wir beschranken uns auf Werkstoffzustande, bei denen der EinfluB der 
regellos verteilten Eigenspannungen von der unmittelbaren Wirkung de ro 
Fremdstoffteilchen wenigstens fiir die irreversiblen Magnetisierungsinde 
rungen so stark tiberdeckt wird, daB er von vornherein unberiicksichtigt 
bleiben darf. Nach den bisher bekannten Erfahrungen schlieBen wir damit 


durch Ausgliihen rekrystallisierten Werkstoffe aus unserer Betrachtung 
aus. Dagegen gelten unsere Uberlegungen und zahlenmaBigen Ergebnisse, 
soweit sich das heute iibersehen 1aBt, fiir die meisten technisch wichtigen — 
magnetisch weichen und harten Werkstoffe, beispielsweise Dynamobleche 
oder Eisen mit den technisch tiblichen oder den auch bei sorgfaltige: T 
Reinigung im Laboratorium noch verbleibenden heterogenen Verunrein 
gungen, ferner mindestens fiir einen Teil der technisch wichtigen Daue: 
magnetstoffe. In diesen Fallen kann der Elementarvorgang, der den Schliis- 
sel zu einer quantitativen Theorie der Hystereseschleife geliefert hat, be 
kanntlich mit dem folgenden einfachen Modellbild beschrieben werden: 
Die spontan magnetisierten WeiSschen Bezirke sind voneinander ge- 
trennt durch Ubergangsschichten endlicher Dicke, in denen der Richtungs- 
wechsel der spontanen Magnetisierung von einem Bezirk zum Nachbar-_— 
bezirk iiber etwa 100 bis 1000 Atomabstande hin verschmiert ist. Diese 
Zwischengebiete werden Blochwande genannt, da F. Biocn sie zuerst 
theoretisch behandelt und zur Deutung von Magnetisierungsvorgangen — 
herangezogen hat [4]. Sie besitzen gegeniiber dem homogen magnetisiert on 
Inneren der WeiBschen Bezirke eine héhere potentielle Energie, welche 
fiir viele Vorginge wie die Oberflachenspannung einer Fliissigkeit behandelt 
werden darf. Diese Wandenergie y kann man auffassen als die Bildung: 
arbeit je Flaicheneinheit der Wand, die als Arbeit gegen die _quanten- ‘ 
mechanischen Austauschkrifte und gewisse magnetische Anisotropiekra te < 
geleistet werden mu8, um die urspriinglich parallelen Elektronenspine bei 
dem Aufbau der Wand um kleine Winkel gegeneinander zu verdrehen — 
(Arbeit gegen Austauschkriifte), und andererseits, um diese Elektronen-_ 


a 


Die in der vorliegenden Arbeit zusammengefaBten Ableitungen habe ich 
am 20. Januar 1944 im Rahmen eines von Herrn Prof. R. Becker (Gottingen 
geleiteten regelmaBigen Kolloquiums in den Siemens-Werken in Berlin-Siemens- 
stadt vorgetragen. An dieser Stelle méchte ich Herrn Prof. Becker, dem diese 
nachtragliche Mitteilung gewidmet ist, fiir die erfolgreiche Leitung unseres viel- 
jahrigen fruchtbaren Kolloquiums herzlich danken. Auch Herrn Dr. H. von” 
SIEMENS gebiihrt bei dieser Gelegenheit ein besonderer Dank fiir die ¢ obs 
ziigige Foérderung des. wissenschaftlichen Erfahrungsaustausches in diesen 
Kolloquium und seine aktive Teilnahme an den anregenden ar aa ie ie, 
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weils ‘emnimmt, mehr oder weniger weit herauszudrehen (Arbeit gegen 


_magnetische Anisotropiekriifte). Da der erste Energieanteil (Yq) mit 


-wachsender Wanddicke abnimmt, der zweite (y,) dagegen zunimmt, 


-konnte Biocu eine stabile Halbwertsdicke § mit der zugehérigen minimal — 


méglichen Wandenergie y aus der Austauschenergie bzw. der Curie- 
_Temperatur und einer empirischen Konstante der magnetischen Aniso- 
_tropie berechnen. Spiiter ist es DOrrnG gelungen, den Zahlenwert von 
Ny vollig unabhangig yon der theoretischen Berechnung BLocus auch aus 
_ experimentellen Befunden an den zuerst von SIxtus untersuchten Um- 
_ magnetisierungskeimen unmittelbar zu entnehmen, in auffallig guter 
: _ zahlenmaBiger Ubereinstimmung mit den vorher theoretisch berechneten Be- 
tragen fiir verschiedene Legierungen und Werkstoffzustande [5, 6]. Man fand 
_ Energiebetrage zwischen 0,1 und 10 erg/cm?. Auch hier besteht eine weit- 
__gehende physikalische Analogie zwischen den Wachstumsbedingungen 
der fadenférmigen Ummagnetisierungskeime und der Wirkung der Ober- 


emaitigten Dampfen. 

Die ,,Fremdk6érpertheorie“ rae Hystereseschleife [2, 3] beruht auf der 
e Piticlickeridon Annahme, daB die Blochwande bei Abwesenheit eines 
_ magnetisierenden Feldes ebenso wie Seifenblasenhaute eine médglichst 

_ kleine Gesamtflache einnehmen. Sie werden sich daher im entmagnetisier- 

_ ten oder jungfraulichen Ausgangszustand so anordnen, daB sie méglichst 

_ viele nichtferromagnetische Gefiigeteilchen (z. B. Grafitkérner) in sich ein- 
_ schlieBen, ebenso wie sich eine ebene Seifenblasenwand in einem der iib- 

lichen Krystallgittermodelle zwischen die Atomkugeln hangen wiirde, 
_ wenn ihr Ubergang in diesen Zustand tiefster potentieller Energie nicht 

_irgendwie gehemmt ist. Ein Teil der eingelagerten Fremdkérper bildet 

-demnach im Ausgangszustand Lécher in der Blochwand. Die in diesen 
: ‘Léchern je Flacheneinheit eingesparte Wandenergie y muB dem auBeren 

magnetisierenden Felde entzogen werden, wenn die Wand durch dieses 
Feld so verschoben werden soll, daB sich der giinstiger zum Felde ge- 
Fs legene WeiBsche Bezirk auf Kosten seines Nachbarn ausdehnt und da- 
— mit in bekannter Weise eine Zunahme der’ resultierenden Magneti- 
ro sierung in der Feldrichtung bewirkt. Die Wande werden bei diesem 
Es elementaren Magnetisierungsvorgang von den Fremdstoffteilchen ab- 
f 


_ gelost. Auf Grund dieser Anschauungen erhalt man die bekannten’ 


_ quantitativen theoretischen Beziehungen fiir die Koerzitivkraft.und die 


reversible Permeabilitat in Abhangigkeit von GréfBe und Abstand der 


| Be cogercn Gefiigeteilchen [2, 3]. 
z Es muB jedoch schon hier auf einen wesentlichen Einwand hingewiesen 


Ny 


welche die spontane Magnetisierung i in den beiden Nachbarbezirken je- 


_ flachenspannung bei fai cama ee mane oder Kondensationskeimen in. 


_ werden, der meines Wissens zuerst von KORNETZKI bemerkt worden ist, 
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"gen unseres mafgebenden Modellbildes ohnehin nicht viel mehr als gréfien- 


a dann von ihm ana genauer von R. is KER qt qt 
wurde [7]}. a er 
Kornetzxk1 wies darauf hin, daB sich die aoe des me schen 
Streufeldes in den nichtferromagnetischen Praadiath alctiaty (lei ch 
Hohlriumen im homogen magnetisierten Ferromagnetikum) beim Vor- 
beigang oder beim Ablésen einer Blochwand erheblich verandern muBte 
und dadurch in vielen technisch wichtigen Fallen theoretisch eine um— 
Zehnerpotenzen grdBere Koerzitivkraft oder Hysteresearbeit zu erwarten 
wire, als man sie tatsachlich miBt oder nach den Gleichungen der Fremd- _ 
kérpertheorie ohne Beriicksichtigung dieses Streufeldeinflusses zahlen- 
maBig abschitzt. Nur in den Fallen, wo die Teilchengr6Be unter der Dicke _ 
der Blochwand bleibt (< 10-*cm bei Eisen), ist von vornherein kein 
wesentlicher Einflu8 des Streufeldes dieser Teilchen zu erwarten. Wegen 
der schon vor KornetzKis Bemerkung festgestellten befriedigenden Be- a 
stitigung der urspriinglichen theoretischen Beziehungen durch umfan pi 
reiche experimentelle Zahlenwerte, auch bei groBen lichtmikroskopisch 
sichtbaren Teilchen, ergab sich die zunachst véllig unverstandliche Tat 
sache, daB sich der vermutete EinfluB des Streufeldes in der Natur offen-— 
bar nicht auswirkt. Dieser Befund ist unabhangig von KorNETzZKI und — 
BECKER inzwischen von NE£Ex theoretisch behandelt [8] und von WILLIAMS ~ 
in iiberraschend schéner Weise auch experimentell geklart worden [9]. 
Diese Forscher haben den eigenartigen Mechanismus aufgedeckt, mit d lem a 
die Natur die Erhéhung der Hysteresearbeit durch den Streufeldeinfi 
der nichtferromagnetischen Gefiigeteilchen umgeht. Bei dem weiteren 
Ausbau der Theorie muf dieser eigenartige Mechanismus genau beriick- 
sichtigt werden. Solange uns die Originalarbeiten noch nicht vorliegen*, - 
wollen wir hier nur zur Kenntnis nehmen, daB8 dieser StreufeldeinfluB bei 
den folgenden Ableitungen auch fiir groBe Teilchen zunachst unberiick- 
sichtigt bleiben darf, da wir wegen der notwendigen tibrigen Vereinfachun 


ordnungsmaiBige Abschitzungen erwarten diirfen, 


Der folgenden Rechnung legen wir wieder eine méglichst einfache modell. 1 
miBige-Annaherung an die wirkliche raumliche Anordnung der hetero- 
genen Fremdstoffteilchen zugrunde. Wir nehmen an, da diese Teilchen — 
als gleich groBe Kugeln (Durchmesser d) in einfacher kubischer Anord-_ 
nung (Abstand s) angesehen werden diirfen. Wir betrachten zuniichst 
nur den Fall groBer Teilchen, deren Durchmesser die Wanddicke § wesent- 


‘ 1 Die Abschatzungen von M. Kornetzk1 und die genauere theoretische Be- 
rechnung von R. Becker wurden im Jahre 1944 in dem oben erwahnten Kollo- | 
quium vorgetragen. Ihre Veréffentlichung ist durch Kriegsfolgen unterblieber n= 
und inzwischen tiberholt worden durch unabhangige weitere Fortschritte im Aus- 
land, auf welche wir noch zuriickkommen. 

* Siehe ,,Nachtrag bei der Korrektur‘t am SchluB dieser Mitteilung. 
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lich iibertrifft (d > 98), bei Eisen d > 10-5 em. Der technisch nicht weniger 
wichtige Fall submikroskopischer Teilchen (d < 8) wird anschlieBend iiber 
die friiher gebrachten Abschatzungen hinaus genauer behandelt. 

_ Wir vernachlassigen ferner vorliufig den Einflu8 der Wandwélbung, 
die in gleicher Weise auftreten miiBte wie bei den Seifenblasenhiuten 
zwischen den Atomkugeln des Gittermodells infolge eines Uberdruckes 
-auf einer Seite’. SchlieBlich betrachten wir nur Wandverschiebungen in 
einem Krystallkorn oder Einkrystall. Unsere vereinfachenden Annahmen 
lassen sich somit in folgenden Stichworten zusammenfassen: 


_ 1.EinfluB der regellosen mechanischen Eigenspannungen .o; klein 
gegen Wirkung der heterogenen Gefiigeteilchen. Bei Eisen bedeutet 
das beispielsweise 6; << 50 kg/mm?. 

2. Wirkliche raumliche Verteilung der Fremdkérper ersetzt durch regel- 
maBige kubische Anordnung von Kugeln mit tiberall gleichem Durch- 
| messer d und Abstand s der Mittelpunkte. 


3. Wandwélbung nicht beriicksichtigt. 


4. Nur Wandyverschiebungen innerhalb eines Krystallkornes oder Ein- 
krystalles. 
Aus den friiheren Mitteilungen [2, 5] hat sich bereits ergeben, daB diese 
_Vereinfachungen mindestens in vielen technisch wichtigen Fallen keine 
_erheblichen Fehler bringen. 


In Abb. 1 ist die Verschiebung einer90°-Wand zwischen zwei Nachbar- 
bezirken mit 90° Richtungsunterschied ihrer spontanen Magnetisierung 
schematisch dargestellt. Unter Beriicksichtigung der dort eingetragenen 
willkiirlichen Richtungen der spontanen Magnetisierung erhalt man fiir 
eine reversible Verschiebung der Wand um dz aus der Gleichgewichtslage 


z= 9 (A) 
up J,H Fdxc= M,HFdx=d (yF)*. (1) 


Links steht der Betrag der Abnahme der potentiellen Energie durch Um- 
klappen der spontanen Magnetisierung J, um 90° in die Feldrichtung im 


1 GréBenordnungsmaBige Abschatzungen des Einflusses der Wandwélbung 
auf die Anfangspermeabilitat habe ich in einem Kolloquium in Gottingen am 
12. 5. 1944 vorgetragen. Infolge des Verlustes von Unterlagen werden die ver- 
vollstandigten Ergebnisse erst in absehbarer Zeit nachtraglich mitgeteilt werden. 

* Alle Gleichungen dieser Arbeit sind GréBengleichungen im Sinne des DIN- 
Normblattes 1313. Durch die spateren Zahlenbeispiele werden auch fiir Leser, 
die mit diesen Normen nicht vertraut sind, MiSverstandnisse ausgeschlossen. 
J, bedeutet die technische Sattigungsmagnetisierung, im allgemeinen bei Zim- 
mertemperatur; 4 = 1,256, 10-* Henry/cm die Induktionskonstante. Ms = Uo Js 
ist die Sattigungspolarisation. Diese Bezeichnungen entsprechen den letzten 
Vorschlagen des Ausschusses fiir Einheiten und FormgréBen ( AEF); vgl. Elektrot. 
Z. 62, S. 765/68 (1941). 
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Abb. 1. 90°-Blochwand zwischen zwei benachbarten WeiSschen Bezirken (90° Ric 
‘ unterschied der spontanen Polarisation M, = #,°9,; M, links nach oben, rechts 


hinten). Kugelférmige nichtferromagnetische Gefiigeeinschliisse mit Durchmesser 4 
regelmaBig kubisch-symmetrischer Anordnung mit dem Abstand s. Stabile Gleichgewi 
lage der Wand im magnetisierenden Felde © im Bereiche 0 S x < d/2. —— mum 
Wandfliche bei H = 0, x = 0 (jungfraulicher Ausgangszustand des Ferromag um 
Barkhausensprung bei Grenzfeldstarke H, fiir x = d/2. 


hinzugefiigt werden (vgl. [81). Aus (1) folgt die Feldstarke H = f (x), bei 
welcher sich die Wand an der Stelle ¢ im stabilen Gleichgewicht be indet: 


OF we 


das erste Glied "a Ristamnér auf Gente der Abhingigkeit der Wander 
y vom Grtlichen Spannungstensor; vgl. (3, S. 68). Eine allgemeine 
miuBte beide Klammerglieder beachten. Unsere vorangestellte Bes 


Ne, kung auf stark tiberwiegenden Einflu8 der heterogenen Gefiigete 
=3 : bedeutet hier im Falle d > 8 

Be 

7 ae 

bas 

i: 

es ' 

fa 

oz 


a ne alio P Vernaetlissigting des linken Klammergliedes. Fiir_ 
Se < < d/2 entfallt'auf eine Fremdstoffkugel der Anteil 


Vere 7 - ; (4) 


der Wandflaiche. Somit ergibt (2) mit (3) 


a4 


, Bat 4 =~ 2x 
fe Oa ea s*— x (d3/4 — 2°) (5) 


~ oder fix. einen hinreichend kleinen Raumanteil der Fremdstoffkugeln 
(s >d)’ 


\ 


H@= 7.5. ees) 


i zeitlich monoton ansteigender Feldstirke H tritt in unserem Modell - 

ach Abb. 1 ein Barkhausensprung ein, sobald ein Maximum von dF ide 
 jiberschritten wird. Die Wand verschiebt sich von dieser Stelle ab irre- — 

 Versibel unter Entwicklung » von Wirbelstromwarme oe rechts, bis sie — 


h itten werden kann. (Es ist zu beachten, daB die Hysteresewarme durch 
liesen Mechanismus auf eine bestimmte Art von Wirbelstromwarme zuriick-. 


4" 


df 

Ho = —y,F fae eat are (7) 
Nach den grundlegenden Versuchen von Sixtus und TonKs [10] an den 

 zuerst von Pretsacn [11] erzeugten rechteckformigen Hystereseschleifen _ 
_ ist mindestens diese Grenzfeldstirke Hy erforderlich, um den groBen Bark- 

+ _ hausensprung einer solchen aan Schleife mittels eines natiirlichen 
oder kiinstlichen Ummagnetisierungskeimes auszulésen [12, 5, 6] und in . 
dem Versuchsdraht beliebig weit fortzupflanzen. Die SE (Koerzi- 

Z tivfeld) H, der normalen technischen Werkstoffe ist ein Mittelwert der 

~ vielen verschiedenen Grenzfeldstarken H, der einzelnen WeiBschen Be- 

~ zirke (vel. z. B. [2, 3]). Mit (7) kann die an Rechteckschleifen leicht meB- 

_ bare Grenzfeldstarke auf den Teilchendurchmesser d, den Teilchenab- 

nd s, die (stérungsunempfindliche !) Sattigung 7, und die Wandenergie y_ 
riickgefithrt werden, wenn wir den technischen Werkstoff durch unser 
I ‘aches Modellbild mit enitsprechenden Durchschnittswerten fiir d und s 
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mabe ineameree braved 
andert sich die Magnetisierung J pi 
0 <a <d/2 reversibel. Man erhalt demnach aus (5) eine eae Be 
ziehung fiir die Anfangspermeabilitat unseres Modellbildes, welch fur 
groBe Teilchendurchmesser (d >> 6) schon an anderer Stelle mitgeteil 
wurde [3]. Fiir sehr kleine Teilchendurchmesser (d << 3) muB natiirlis oh 
anders gerechnet werden. Wir kommen darauf spater zuriick. ia 

Eine quantitative Theorie der Hystereseschleife von Werkstoffe = 
welche hinreichend genau durch unser Modellbild beschrieben werden 
kénnen, hat daher auszugehen von dem physikalischen Inhalt der Gl. ( 
und (7). Einige Grundlagen einer solchen Theorie sind vom ven = 
frither abgeleitet worden [2, 3]. Dabei wurden jedoch fiir die Oberflachen- 
energie y und noch zusatzlich fiir die Berechnung der Grenzfeldstarke De . 
kleinen Teilchendurchmessern (d < 5) nur recht rohe Abschatzungen vo A 
genommen. Diese sollen im folgenden durch genauere Betrachtungen u ud 
Berechnungen ersetzt werden. Hierfiir legen wir einen ferromagnetisch 7 n 
Einkrystall mit gleichartiger magnetischer Anisotropie zugrunde, wie sit 
ein Eiseneinkrystall bei Zimmertemperatur aufweist. Wir berechnen die 
Wandenergie y eines solchen Krystalles und anschlieBend die Grenzfeld- 
stirke Hy bzw. die Koerzitivkraft H, fiir groBe und fiir kleine Teilchen 
durchmesser. Fiir die reversiblen Magnetisierungsinderungen vor dem 
Auslésen des Barkhausensprunges (H < H,) bleiben entsprechende E 
ginzungen zu den friiheren theoretischen Ansatzen [3] einer spateren Mit- 
teilung vorbehalten. Die gewonnenen genauen Beziehungen werden 1 mit 
den frither mitgeteilten Abschatzungstormein und weiteren experimentellet 
Befunden verglichen. 


= 
yt 


3. Die 90°-Wand im Eisen-Einkrystall. — 


Als Grundlage fiir die Rechnung benétigen wir die Kenntnis der Ge- 
samtenergie y, der riumlichen Energieverteilung und der Dicke 3 der 90° 
Wand im Eiseneinkrystall. Die Berechnung dieser GrdBen 1aBt sich sehr 
ahnlich durchfiihren wie die schon bekannte Rechnung von BEcKER und 
Dortne fiir die 180°-Wand im Falle einachsiger rotationssymmetrische 
Anisotropie (z. B. Kobalt) [1, S. 191). Im Hinblick auf dieses Vorbild wird — 
die Berechnung der 90°-Wand hier méglichst kurz gefaBt. nl 

Die reversible Magnetisierungsarbeit A, welche zur technischen Satti 
gung eines Eiseneinkrystalles in einer vorgegebenen Krystallrichtung auf- 
gewandt werden mub, betragt je Volumeneinheit bekanntlich (vgl 
z. B. [1)) Te 


A= Fy + Ky (ajo + og a5 + a 301) + Ky waded. (6) 


te 
. 


% 1, %, X; sind die Richtungs-cos gegen die rechtwinkligen Koordinat ten 
achsen, str zu den krystallographischen Wiirfelkanten. Fiir die Ri h- 
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‘tung leichtester Magnetisierbarkeit (Wiirfelkante) liefert (8) mit «, = 1, 
= a,— 0 


- 

; Ago = Fo, (9) 
er die Richtung schwerster Magnetisierbarkeit (Raumdiagonale) mit 
71 — % = &s= 1/V/3 

( K K 

| He as (10) 


; 
‘Bei Eisen darf man fiir viele Fragestellungen ohne wesentlichen Fehler 
K,= 0 setzen. Fiir die spezifische Flichenenergie y der Blochwand ist 
die Differenz 


(11) 


-maBgebend, d. h. der Unterschied der beiden extremen Magnetisierungs- 

-arbeiten, welchen man den gemessenen Magnetisierungskurven von 

Einkrystallen in bekannter Weise als Flacheninhalt zwischen der [100]- 
Kurve (# || [100]) und der [111]-Kurve (H || [111}) entnimmt. Fiir Eisen 
findet man bei Zimmertemperatur ungefahr K = + 1,4- 10° erg/cm’. Wir 
bezeichnen K wie iiblich schlechthin als ,,Krystallenergie‘. 

Die spontane Magnetisierung bevorzugt demnach im jungfraulichen 
oder entmagnetisierten Eisen die sechs Wiirfelkantenrichtungen in regel- 
loser statistischer Verteilung der einzelnen WeiBschen Bezirke. Die prak- 
tisch nicht vermeidbare geringe Spannungsanisotropie, welche der Krystall- 
anisotropie iiberlagert ist, bedingt an jeder Stelle des Krystalles je nach 
der Lage des Spannungstensors eine Auswahl der giinstigsten Wiirfel- 
kante mit. dem Minimum der gesamten potentiellen Energie. Es sei hier 
daran erinnert, daB auch im sorgfaltig rekrystallisierten Ferromagnetikum 
allein infolge der Magnetostriktion beim Abkiihlen unter die Curie-Tempe- 
ratur mit Eigenspannungen in der GréBenordnung 0,1 bis 1 kg/mm? ge- 
rechnet werden muB [13]. 

Im Ausgangszustand kénnen in unserem weichen Eisen nur 90°- und 
180°-Blochwande vorkommen. Aus bekannten Griinden darf man an- 
nehmen, daB die Verschiebung der 90°-Wande im technischen Eisen ohne 
auBere mechanische Belastung den hauptsichlich maBgebenden Elemen- 
tarvorgang darstellt. Dies wird auch gestiitzt durch die neuen mikrosko- 
pischen Aufnahmen von WeiSschen Bezirken in Einkrystallen, welche 
WIL.IAMs mit Hilfe der Birrerschen Streifen (vgl. [1]) hergestellt hat [9]. 
Wir diirfen uns ferner auch deshalb hier auf die 90°-Wand beschranken, 
weil schon friiher nachgewiesen wurde, daf die Verschiebung der 180°- 
Wand im Eisen wenigstens bei groBen Teilchen (d >) den gleichen oder 
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Abb. 2. Schema zur Spinorientierung in einer 90°-Wand. ,,Verschmierter“ Richtung: 


_ nung in der Wand keine freien Ladungen und Quellen des Feldes § au 


ce > 


‘ * ~ > ‘ : “ > 
fast sleichaar ‘Betrag dit aisehed one efer Pee di 
schiebung [3]. Die Geometrie einer 90° -Wand wird in n Abb. 2 schem 
wiedergegeben fiir den Ubergang zwischen einem linken Bezirk, d 
spontane Magnetisierung parallel der a -Achse gerichtet ist, und 


z (ii{oot]) 


z (I [100)) | 
% 7 
Msly rere 


=-—MN, lz 


Ue ——————qwvY~ a 
539° . ee 


wechsel der spontanen Magnetisierung $, = M,/u, von #6 = 0 (links) nach 6 = ak ‘rec 
6 = d990 = Wanddicke. “ _. 
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rechten Bezirk mit It, parallel zur y-Achse. Bei dem gezeichneten Ube: 
gang bleibt die Normalkomponente der Magnetisierung auf der a 
fliche ungeiindert (= 0), wenn eine Blochwand parallel zur y2-Ebene ar 
genommen wird. Es treten also bei dieser speziellen geometrischen An ore 


also auch kein entsprechendes entmagnetisierendes Fi eld, dessen Energ 
anderungen wir bei der Verschiebung der Wand beriicksichtigen miBt of 
Man sieht leicht ein, daB auch bei einer geometrischen Anordnung ni ; tt 
Abb. 3 die als eben angenommene Blochwand quellenfrei bleiben kan 
wenn die Spinrichtung. innerhalb der Wand mit konstanter Normal 
komponente um insgesamt 90° geandert wird. Dies ist im vorliegenden 
Spezialfall auf einem Kegelmantel um die Wandnormale ohne weiteres 
modglich. Die Anordnung nach Abb, 3 hat praktische Bedeutung fiir den 
obenerwaihnten Mechanismns zur Umgehung des Streufeldeinflusses ir 
der Nihe der Fremdstoffteilchen und wird hier nur deshalb als grundsatz 
liche Moéglichkeit einer zweiten quellenfreien Wandlage hervorgehoben 
Wir berechnen nun die Wandenergie fiir die Anordnung nach Abb. 4 

Beim Fortschreiten in der Richtung x der Wandnormale um die a te 
konstante a iindert sich die Spinrichtung um den kleinen Winkel ¢ = a og 
Fir diese Winkelainderung muB gegen die Austanschwétheelpiriangill 
kanntlich die Arbeit 


Pies. 
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; fi). Besondess die’ erwahnten Untersuchungen von Diring haben 


dtigt, daB wir das Austauschintegral I in guter Niherung mit der 
sriinglichen Abschatzungsformel 


pa hte (1—// 1-8/2) (13) 


-Hersensere [14] aus der gemessenen Curie-Temperatur 7, der 
z der nachsten Gitternachbarn und der Boltzmannkonstante k be- 


ers «. 
f Abb 3. Weiteres Beispiel fiir Lage einer 90°-Wand mit stetigem Durchgang der Normal- 


komponente von M,. Wand || (101). 


. 


ie Austauschkrafte geleistet werden muB, um - in einem Gedankenver- 
uch — die eine Hilfte eines urspriinglich homogen magnetisierten Ein- 
iu ystalles gegen die andere Halfte um 180° (cos ¢ = — 1!) zu verdrehen. 
Far Eisen liefert (13) J = k T,/2, fir Nickel mit z= 12 J = 0,85 k T,/2. 


+00 
nI dd \2 
=H] (a5) ites 


x + —00 
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kus (12) folgt nach Division durch die Flache a* und Multiplikation mit, 


J yi ¥ 


sails a irfelkanten) herausgedreh ehi ts ert (8) d 
ae Beitrag , zur Wandenergie. Dabei werden die Winkekco , 
a unserem speziellen Fall ersetzt durch : ; 


a, = 0, %, = cos 9, a= sind. 
Man erhilt je Flacheneinheit der Wand den Energiebetrag 


+ 0o 


y= 78 f sin? 29dz. 


x — co 


Die gesuchte gesamte Flachenenergie der 90°-Wand betragt somit _ 


a tteh: & a [zz (az) +2 sin? 29] Wei a7 


Nach den Regeln der Variationsrechnung ist diejenige Winkelvert eilu D ng 
(a) aufzusuchen, welche y zu einem Minimum macht. Die Eulersch 
Differentialgleichung fiir dieses Variationsproblem lautet 


eee d pares a9 


. oS ‘se SE Q) 
: rege toe ag mit ® = [...] und 9’ = Pa mes 
of 4 ’ <2 
"See Mit der Konstante 3?=nJ/a K, 2s 
ee fidfextt (1S) ene cohen Agr BS ea | 
"al raa iefert ( a er atk cos ’ 
pha : Multiplizieren beider Seiten mit d (2 9)/dzx ergibt 
oa 
ee 82 d (29)\2 d 
os Sa eq cca aus = > = sin? 23 
ral ri ; und 
eat 2 
ak : e - (a)’ = + sin’ 29+4+C,.* 
ae ; 
; are Aus den Grenzbedingungen $= 0 fiir s— —oo, $= 7/2 fir r—> By 
at , und d)/da = 0 fiir |x| + co folgt-C, = 0 und 5 S® = sin 28, schlie 
Bes.) oy RS mh 
‘iz ~ ae See wre " {a 
a 3 {28 = 5 intgs = 2G, | 
oo Wegen 3 = 7/4 bei a = 0 wird auch C, = 0, und wir erhalten schlieBl Blick 
) Bn die Winkelverteilung 
; LES a 
2 D. sere te-6. FS 
% ey 
- beat . * Veg gl. “entsprechende Rechnung fiir 180°-Wand bei einachsiger rotations sy m- 


metrischer Anisotropie in [1, S, 191]. — 
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-worin 


Sesh Se =al/ 4 (19 a) 


nun schlechthin als ,,Dicke‘‘ der 90°-Wand bezeichnet werden kann. 
/ A = nI1/a* wurde als ,,Austauschenergie‘ je Volumeneinheit in der Theo- 
rie der Hystereseschleife schon friiher vielfach benutzt. Mit n = 2 und 
f= hkT,/2 gilt fiir das raumzentrierte kubische Gitter (z. B. «-Eisen) 


[ET 
J 3 — / = 
= | a K, 


_und fiir rekrystallisiertes (weich gegliihtes) Eisen bei etwa 20° C S9)° = 
_ = 0,35 - 10-° cm = 100 Atomabstinde a; Zahlenwerte: 7, = 1040° K, 
/a= 2,86 - 10-8 cm, K, ~ 3K = 4,2 - 10° erg/cm® (k = 1,38 - 10-46 
erg/grad). Aus (17) erhalt man mit (20) die Wandenergie Y, wenn man 


ee ee a ee Pee 


(20) 


: 4 eee 
x 82 Co? 22 
und 
Q« 1 
sin* 29 = ——__ 
: Gof? 2* 
-elnsetzt: 
> +00 2 uMSiCt 
‘ reste eee V DEK; 
{90° = 2 Gof? 2* — 2 a (21) 
ae —— OS 
oder mit (19a) 
a Pe K > 
Yoo. > VA iS ag Ogge - (22) 


Mit den oben benutzten Zahlenwerten liefert (22) fiir Eisen bei etwa 
20° C die Wandenergie . 
(Yo0)"e = 9,73 erg/cm?. 

Abb. 4 mége kurz veranschaulichen, wie die stabile Gleichgewichtsdicke 3 
und die entsprechende Energie der 90°-Wand zustandekommt, und zwar 
mit den fiir «-Eisen bei 20° C giiltigen Zahlenwerten. Wenn wir an Stelle 
der ,,stabilen‘‘ Wanddicke 8 die beliebige Wanddicke & einfihren, also 
Sete (20) die Winkelverteilung 


9 = arc tg e? */5, (23) 


so ergibt die Integration von (17) die beiden Anteile 


2 ieee 
r= SA und y=. (24) 
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d. h. starkerer Vcrechusicentts der Wand, da die Austausc he : 
: Spinpaar nach (12) mit ¢ 
Quadrat des Winkelun’ 
schieds ¢ anwachst, wahrend 
die Zahl der beteiligten ie - 
paare bei Verdickung © der 
_Wand nur linear mit 2 a an- 
steigt. Dagegen wachst der 
Anteil -y, proportional der 
Wanddicke &, entspreche 1d 
der Zahl der aus den Wiirfel 
kanten herausgedrehten Spi 
r innerhalb der Wand. Dr 
Girne der ein 
0 é . 500 700A teile y, und y, findet man 
f— das Minimum der Wand 


Abb. 4. Anteil yg der Austauschenergie und Anteil y, energie, das sich im Gle if 
der magnetischen Krystallanisotropie zur Flachen- ; 
energie y der 90°-Wand in Abhangigkeit von der gewichtszustand bei der ob ‘d- 
Wanddicke &. Zahlenbeispiel fur reines a-Eisen bei abgeleiteten stabilen Wa nd- 


20° C. Stabile Wanddicke dg990 = 0,35 - 10-* cm; 
y = 0,73 erg/em* dicke $ einstellt (vgl. Abb. 4 


und entsprechende fi rere 

Darstellungen fiir die 180°-Wand, z. B. in [15, S. 49). “4 
Bevor wir die hier abgeleiteten Beziehungen fiir die 90°-Wand auf die 
Theorie der Hystereseschleife anwenden, seien die genaueren Formeln 
(19a) und (22) mit den friiher benutzten Abschatzungen verglichen. An- 
statt (19a) wurde friiher [3] naherungsweise 4 


[A /3A 3 an 
Soo == > | . Sas ; K, = Sgo0 a VA ere 0,87 Sgoe (25) 


gesetzt, anstatt (22) 


oa ¥e ‘KA A . 
Yoos =€@ ] AK=a | : = = Yo0°° y = 1,15 Y 30° 


Wage dieser geringen Unterschiede bediirfen die friiheren zahlenmiiBiger n 
Vergleiche mit experimentellen Befunden keiner lohnenden seri 
Wir benotigen die hier gebrachten Ableitungen aber noch fiir eine genauel 
Berechnung der Wandverschiebung bei kleiner Teilchengréke (<< 8) 1 
fiir einen spiiteren Ausbau der Theorie der Hystereseschleife. Zuni 
werden im nichsten Abschnitt die nun besser begriindeten Gleichun 
fiir d > 8 zusammengefabt. 


, 
* 


vs 
. 


- Fremdstoffteilchen Seakehien und nach (11) die Anisotropiekonstante 4 


K= K,/3 einsetzen, 


fee Si St 8.7%. Fos 3* A 
ia (°) Ma % = 72°57 4% : lart29)k 


a y4 4 
s H » erhalt man wie in [2, 3] die Koerzitivkraft H ¢ des quasiisotropen 


krystallinen Eisens. Mittelt man iiber die regellos verteilten Winkel 9 " 


Ausgangslagen und beriicksichtigt auBerdem neben kugelformigen. 


h kantige (z. B. wiirfelformige) F remdstoffteilchen, so bleibt der Zahlen- 


fai ktor 7 in (29) fiir die. Koerzitivkraft HT, angenahert erhalten. Es folgt ‘ 
so die pec Aeune rma) . 
Wa | > 


ben K 8309 
: “* Ms- d~ 


“4 ES aiezes der praktisch vorliegenden Schwankungeri der Abstande Ho a 

~ Durchmesser d und Teilchenformen lohnt es sich nicht, auf die geringe 
in rkleinerung des Zahlenfaktors in (30) um etwa 20°% gegeniiber der ent- 
» sprechenden friiher mitgeteilten Abschatzungsformel einzugehen. Vor der ; 
pea een pegtiites von (30) wird nun der Fall (d< 8) behandelt. 


fe. st 
¥ 6 Die Koerzitivkrajt bet sehr kleinen Fremdstoffteilchen d< 3). 


_ Auf Grund umfangreicher experimenteller Erfahrungen weiB man, 
aB feindisperse Ausscheidungen aus iibersattigten Mischkrystallen eine 
| gebende Rolle fiir die Hysterese spielen. Sie werden daher bei der 

Hers’ ellung von Dauermagneten zur Erzeugung hoher Koerzitivkrafte~ 

s paeemarisch Sk gk oo Die os sae tg aman solcher het: 


andere Arten von feindispersen fy Aabiernioctiees In diesen Fallen 
= 8 darf die Abschitzungsformel (30) nicht angewandt werden. Man 
ewinnt fiir diesen Bereich eine entsprechende Gleichung, wenn man von 
i ender pmeappatiges Grundlage ausgeht: 
Z 47 


;(d>3)). ~ (0) a ; 
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Es werden Fremdstoffteilchen beliebiger Gestalt, jedoch wiederum mit | 


untereinander gleichem Rauminhalt V = -d? (d= Durchmesser der — 


raumgleichen Kugel) angenommen. Auer d< 6 muB8B vorausgesetzt 
werden, daB die gréBte lineare Ausdehnung jedes Teilchens klein gegen ny 
bleibt. Der Abstand s hat die gleiche Bedeutung wie bei unserem Modell- 
bild fiir groBe Teilchen. 

Bei kugelformigen Teilchen wiirde sich im Falle d< 8 die Energie des 


magnetischen Streufeldes beim Durchgang der Wand nicht andern, im) 


Gegensatz zum Falle d >> 56, wo die Wirkung dieser Anderung erst durch 


_ den von N£EL vorausgesagten und von WILLIAMS experimentell entdeckten _ 


Mechanismus weitgehend abgeschwicht wird. Man sieht leicht ein, daB 
sich das magnetische Streufeld kleiner kugelférmiger Fremdkérper wah- 
rend des Vorbeiganges einer hinreichend dicken Blochwand im wesent- 
lichen nur mit der Anderung der Spinorientierung dreht, ohne dabei seine 


Feldenergie zu andern. Im Mittel wird man das auch fiir nicht kugel- 


formige kleine Teilchen gelten lassen, sofern sie keine Vorzugsorientierung ~ 


aufweisen. Allerdings miiBte man bei einer genauenTheorie beriicksichtigen, — 


daB man bei Wanddicken in der GréBenordnung von 100 Atomabstanden 


nicht mehr nach den Regeln der Kontinuumsphysik rechnen diirfte, wenn 
die Teilchendurchmesser noch klein gegen diese Wanddicke bleiben sollen. 
Der Einflu8 des Streufeldes an den Fremdstoffteilchen kénnte daher bei 
diesen atomaren Abmessungen kleiner Ausscheidungskeime nur mit er- 
heblichem mathematischen Aufwand in einer strengen Theorie behandelt 
werden. Aus diesen Griinden kann auch die folgende Rechnung nur zu 
einer praktisch geringftigigen Verbesserung der friiheren Abschatzung 


fiihren und mehr dem Zwecke einer scharferen Darstellung des maBgeben- 
den Elementarvorganges und der Gewinnung verbesserter Grundlagen fiir’ 


weitere theoretische Ansitze als einer praktisch niitzlichen Verbesserung 
der Zahlenfaktoren dienen. 


Um die Grenzfeldstirke Hg zu berechnen, bendtigen wir auch fiir den 
Fall d< 6 eine plausible Vorstellung iiber die Verminderung der Wand-_ 
energie y durch den Einschlu8 der Fremdstoffteilchen in die Wand. Die _ 


Wandenergie y ist nicht gleichmaBig tiber die gesamte Wanddicke verteilt. 


Nach (21) wird die raumliche Energiedichte dy/dx in Abhangigkeit von 


x (normal zur Wand) durch die Funktion 


dy iat Ry 


dargestellt, wenn wir « = 0 in die Mitte der Wand legen. Wie zu erwarten _ 


ist, gilt nach (21a) dy/da — 0 fiir > + 00 und dy/dxz = Max. fiir r= 0. 
In der Mitte der 90°-Wand herrscht die maximale Dichte der potentiellen 


de gop as (24a). 
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mergie der Wand gegeniiber dem Innern der ungestérten Nachbar- 
reiche im Abstande | x | >> 8. Bei Eisen betrigt diese maximale Energie- 
ichte bei r= 0 (dy/dx)nax = Ky/2= 2,1- 105 erg/cm! fiir etwa 20° C. 
Wir legen nun der folgenden Rechnung die einfache naheliegende An- 
ahme zugrunde, daB durch die Anwesenheit eines nicht ferromagnetischen 
Fremdstoffteilchens mit dem Volumen V an der Stelle « der Wand die 
oe gegentiber dem Normalbetrag um 


. Ay = (=) + (31) 


. ) 
yermindert wird, d.h. um den Betrag der in dem Fremdstoffvolumen V 
»eingesparten“ Bildungsarbeit, bezogen auf die zu einem Teilchen mit 
dem Volumen V gehérige Wandfliche s®. Befindet sich demnach im Sinn> 
er vorausgesetzten kubischen Raumanordnung eine Teilchenebene 
(parallel zur yz-Ebene) im Abstande x von der Wandmitte, so gibt ‘die 
Funktion 
d 
. tee KG 
| xz) = y,— é 

ng ( Yo 6 52 2 Cof? = 


(34a) 


s 


die Abhangigkeit der Wandenergie yom Abstande x wieder. d ist der 
Durchmesser der ,,Ersatzkugel‘‘ mit dem Volumen V des Teilchens be- 
liebiger Gestalt. 

Fiir (31a) haben wir stillschweigend 5< s vorausgesetzt, d. h. einen so 
proBen Abstand der Teilchen, daB die nachstfolgenden Teilchenebenen 
keinen merklichen weitcren Beitrag zur Verminderung der Wandenergie 
liefern. Da bei unserer Betrachtungsweise die Flache # der Wand konstant 
bleibt, miissen wir hier nach (2) wie bei der Spannungstheorie von dem An- 
satz 


Hy = 12) = a5, (SF) ae 82) 


ausgehen, wobei (x) nach (31a) einzusetzen ist. Man erhalt zunachst 


Hy = f(a) = 7% © “ian (33) 
= => 353 at - 
se 4 Cof? 7 max 

Aus f’ (x)= 0 findet man fiir den Abstand x, von der Wandmitte, bei 

; ; - ' 2 1 

velchem der Barkhausensprung einsetzt, die Gleichung Gin? - a => 


ind somit 2) = 0,66- 3 = 0,33 8. Mit diesem Abstand z) und mit 


K, = 3K ergibt (33) die Grenzfeldstarke 
47* 


oder mit dem ‘Raumanteil aes = 


6 


Re, | Ride eae 
pen | Hy = 19 fo ; <a. 


? : 7 ae 
Fiir die Koerzitivkraft der normalen Hystereseschleife folgt angenaher! 


ne Pe aie 

5 ae wenn wir beriicksichtigen, daB in diesem Falle der Zahlenfaktor + 

a _ Mittelung iiber alle Winkellagen der spontanen Magictistonsngil run 
--, . 8/2) nicht durch den ungefahr reziproken Fakter fiir die Mitwirkung ni a 
Bi eal ; kugelférmiger, kantiger Teilchen aufgehoben wird (vgl. hbecee A). 

Ree 6. Eine allgemeine Abschétzungsformel 

oh: oN ae fiir die Koerzitivkraft bei beliebiger TeilchengréBe. 


CY 


Die Gl. (380) fiir d>> 8 und die GI. (35a, fiir d< § kénnen z 
werden in die Abschatzungsformel 


Cong bien Sa ed 
Oty oe 
~~ 


a . ‘ 2 
cae a fe A, = 3,5 + p ais 
Piet “4 mit dem ,,Dispersitatsfaktor‘ 

ues ; ake ; —— ; Ki 

Pa ur 90° ° 
_ ane es ed an 
aa. ___ fiir die Koerzitivkraft bei beliebiger TeilchengréBe d. Abb. 5 zeigt y 
age gleichsweise den Zahlenfaktor p und die entsprechenden Faktoren_ i” 

a ya, und 0,8 d/5 fiir die Beziehungen (30) und (35a), Fiir d< 8 und a> 
meat ir schmiegt sich p nach (37) gut diesen beiden Zahlenraktoren an. Der U 

Be Sif gang im Gebiet d = 9 ist willkiirlich entsprechend Abb. 5 gewahlt we 
v ‘ im Einklang mit der fritheren Festlegung von p, die durch viele Versi 

Boe ., ergebnisse tiber die gemessenen Héchstwerte der Koerzitivkraft bei 
Gane! tischer“ TeilchengroBe d= § gestiitzt wurde. Besondere syste 
Se SP alee Versuche tiber diese Zusammenhinge kénnen kiinftig AufschluB ¢ darii 
Ms i oS, geben, ob sich genauere theoretische Renee fiir das Gebiet. 1 
= Z lohnen, ei 
ae : Auf die physikalische Bedeutung des Zahlenfaktots pist echo : iher in 
a ioe Zusammenhang mit den experimentellen Erfahrungen ee sir 
+ rh. ; 


Fin iu ees 
C] halt m ch (8 ) bei vorgege- 


Tolu der erat wan Ja gt auch theoretis he 

hstwert der te ce und zwar 

| “ (Bdane — 25 tn als » (38) 

re 7 > 

d Seas der alteren Erfahrung aus der Entwicklungsgeschichte der 

auermagnete, nach der es eine fiir dieses Anwendungsgebiet ,,kritische‘ 
ng SBe gibt, welche die jeweils erzielbaren Hochstwerte der Koerzi- 
e liefert; ; vgl. besonders [16] und [17]. Der kritische Teilchendurch- 


persitatsfaktor p, der den Einflu8 des Teilchendurchmessers d auf die Koerzitiv- 
. Héchstwerte der Koerzitivkraft bei ,,kritischem‘‘ Teilchendurchmesser in der’ 
GroBenordnung d ~ 6 = Wanddicke = 0,35 - ies cm bei Fe). 


er sollte nach der vorliegenden Theorie bei Eisen in der Umgebung 
rit © 1,4 Soe = 0,5 - 10- cm liegen. Daf (38) zahlreiche gemessene 
werte H, in Abhangigkeit von dem jeweils vorgegebenen Volum- 
a der Fecmilstofeilehen quantitativ befriedigend wiedergibt, wurde 
ae schon nachgewiesen mit dem etwas kleineren Faktor 1,8 statt 2,5, 
if eine aus 4uBeren Griinden vorzeitig abgebrochene Versuchsreihe 
mittelbaren Ausmessung der Teilchendurchmesser in diesem kriti- 
Gebiet mit Hilfe des Ubermikroskops kommen wir unten zuriick. - 
‘o bekannte Befunde stehen mit dem theoretisch gewonnenen Zahlen- 


Je Nachprifung f fehlt 1 meines Wiksens at 
er die friiheren Mitteilungen [2, 3] hinaus interessiert hier der zahlen- 
ge Unterchied zyrischeri der Formel 26) fiir die 90°- Wand (!) und 


« 
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Aa ; 
Ayes het Is 
| Ht, = 2) Me p : 
mit 
yj = 
—— ry : 

d 1 2 180° (37a) 
3. d P 

180° 


fiir die 180°-Wand [2, S. 40, GI. (26)]. é 

Der damals nicht berechnete Zahlenfaktor b war bisher bei Zahlenrech- 
nungen in groSenordnungsmaBiger Annaherung gleich 1 gesetzt worden. 
Mit b=1 und mit 3),5.~ 2 dgoe= 1,7 Sogo ergeben (36a) und (37a) 
im Bereich d>>98 


ee kage (d > 8). 


c Ms 


Anstatt 8,5 wiirden (36) und (37) fiir d>>8 den Zahlenfaktor 7 liefern. 
Dieser Unterschied ist mindetens bei dem heutigen Stande der Theorie 
ohne praktische Bedeutung. Fiird < 3 folgt aus (36a) und (37a) 


Date EEE S 


cei », (d<sd). 

Die genauere Berechnung in der vorliegenden Arbeit ergibt mit (36) und 
(37) anstatt 1,5 den Faktor 3,5, also eine reichlich doppelt so groBe Koerzi- 
tivkraft wie nach der friiheren Abschatzung. Hierbei ist zu beachten, daB 
dieser Unterschied im wesentlichen nicht auf unseren modellmaBig schar- 
fer festgelegten Voraussetzungen beruht, sondern auch im Rahmen der 
friiheren Abschatzungen aufgetreten ware, weil im Falle d< 8 unter sonst 
gleichen Verhialtnissen die 90°-Wandverschiebungen eine mehr als doppelt 
so groBe Koerzitivkraft ergeben wie die 180°-Wandverschiebungen. Dies 
folgt ohne weiteres aus dem Vergleich der auf Grund analoger Modell- 
annahmen fiir die 180°- und fiir die 90°-Wandverschiebung berechneten 
Zahlenfaktoren in Gl. (23) von [2] und in Gl. (35) dieser Arbeit, wenn man 
noch den in [2, S. 39] erwihntem genaueren Zahlenfaktor 1,25 und den 
Unterschied zwischen 8jg9° in [2] und Sgg° nach (25) beriicksichtigt. Die’ 
bekannten experimentellen Unterlagen geben keinen Hinweis darauf, ob 
-bei sehr kleinem Teilchendurchmesser (d< 8) die irreversiblen 180° 
Wandverschiebungen — wie man nunmehr vermuten kénnte — gegeniiber 
den etwas stirker gehemmten 90°-Wandverschiebungen _ begiinstigt 
werden. Bevor die vielen experimentellen Fragestellungen, welche durch 
die neuen theoretischen Ansiitze aufgeworfen worden sind, nicht in groBe- 
rem Umfange durch planmaBige Versuche verfolgt werden, erscheint es 
kaum zweckmiBig, derartige theoretischen Ergebnisse zu diskutieren und 


a 
“4 


> 
“ 
i 

‘ 


d 


.“ 
SS 
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dem die Ergebnisse der neueren, in Deutschland leider noch nicht geniigend 
ee nest auslaindischen Arbeiten abgewartet werden. 
Zur Veranschaulichung der theoretischen Formeln und zur Erganzung 
r a 

: 


ema auszubauen. Fiir die Vervollstindigung der Theorie miissen auBer- 


der fritheren Vergleiche mit Versuchsbefunden mégen jedoch noch die 
folgenden Hinweise dienen. 


7. Einige weitere Vergleiche 
; zwischen Theorie und experimenteller Erfahrung. 
$ 
_ Fir eine planmfBige Priifung der Theorie miissen verschiedene experi- 
_mentelle Wege beschritten werden, welche teilweise schon in [2] vor- 
geschlagen worden sind. Die recht befriedigend ausgefallenenen Ver- 
_gleiche der Theorie mit alteren bekannten MefBergebnissen der Literatur 
reichen besonders deshalb nicht aus, weil bisher nur in wenigen Fallen 
fiir gleiche Werkstoffproben die gemessenen Koerzitivkrafte und auBer- 
~dem Schliffbilder zum Ausmessen der TeilchengréBe vorliegen. Insbeson- 
: dere fehlten damals auch einwandfreie Schliffbilder fiir Teilchengr6Ben in 
' der Umgebung des kritischen Durchmessers, wo nur das Ubermikroskop 
_brauchbar ist. Lediglich fiir nadelférmige Eisennitrid-Ausscheidungen 
_konnten in [2] aus dem bekannten Volumenanteil « und den im Schliff- 
' bild gemessenenen Teilchenabstanden die Teilchendurchmesser abgeschatzt 
werden, wobei sich angenahert kritische Durchmesser und damit in guter 
Ubereinstimmung fast die mit (38) fiir verschiedene Volumenanteile « 
berechneten Héchstwerte (H,) ges CTSaben. 


Die somit sehr erwiinschten Untersuchungen mit dem Ubermikroskop 
parallel zu magnetischen Messungen habe ich gemeinsam mit H. BumM 
und H. G. Mier im Jahre 1944 aufgenommen!, und zwar zunachst an 
Stahlproben mit Kohlenstoffgehalten bis zu etwa 1 Gew.-% C. Kurz vor 
der Ver6ffentlichung der Versuchsergebnisse, welche fiir kugeligen Zemen- 
tit (Fe, C; vgl. [2] und [3]) eine ausgezeichnete Bestatigung der Theorie 
brachten, wurden alle Unterlagen, Originalplatten und Abziige durch 

- Kriegsfolgen zerstért. Die Versuche konnten nach dem Kriege wegen der 
Demontage der Mikroskope bisher nicht wiederholt werden®. Fiir Fach- 
genossen mit jetzt giinstigeren Arbeitsméglichkeiten kann ein kurzer 
Erinnerungsauszug aus unseren damaligen Versuchen niitzlich sein: 

Die Proben lagen in Stabform vor und wurden in bekannter Weise durch 
Pendelgliihungen bei etwa 700° C so behandelt, daB sich kugeliger Ze- 


1 Als Forschungsarbeit der Entwicklungsabteilung fiir magnetische Werk- 


stoffe der Siemens & Halske AG. een 
2 Herrn Dr. E. Ruska und Herrn Dr. B. v. Bornrizs danke ich fiir die uns ge- 
wahrte Hilfe und Beratung in ihrem damaligen Laboratorium fiir Elektronen- 


optik der Siemens & Halske AG. 
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ay t- ; rare, me. 
«% b a P ~ . . » > 
-mentit mit wenig ribs ody Kugel 


nen Zementitkugeln etwas aus dem umgebenden Eisen hervorragten. In 


wo neu aufgenommen wiirden. oo 


Y 68 : ’ ak 


ringe Variation der Gliihbehandlung konnten_ tahlprob en mit e 

denen KugelgréBen, ungefihr zwischen 0,2 und 2 ym Durchm 
gewonnen werden. Von diesen Proben wurden jeweils Schliffe hergest 
und so geatzt, daB die Schnittflachen der vom Atzmittel weniger angegri Be 


diesem Zustande wurden in bekannter Weise Lackabziige hergestellt, 
die als Objekt fiir das Ubermikroskop dienten. Auf den positiven Photo- 
abziigen erschienen dann die Schnitte der Zementitkugeln als deutliche 
helle Kreisscheiben auf dunklem Grunde. Die lineare VergréBerung betrug” 
meist 1:5000. Fiir die nicht mehr aufgenommenen kleinen Teilchendurch- 
messer in der Umgebung des kritischen Durchmessers (~ 0,05 um bei Fe) 


waren hdhere VergroéBerungen vorgesehen. ++ 

In dem untersuchten Bereich der Kugeldurchmesser lagen die gemess =) 
nen Koerzitivkrafte meiner Erinnerung nach etwa 20 bis 50° héher als’ 
die nach der Theorie (Gl. (36)) berechneten H,-Werte, wenn man in (37) 
den Mittelwert der Kreisscheibendurchmesser einsetzte. Eine genauer 
Analyse der Schliffbilder zur Bestimmung der ,,wahren‘‘ mittleren Durch- 
messer d oder des fiir H, wirksamen, bei d >8 Kleineren ,,effekti er a 
Mittelwertes von d wurde durch die erwahnten Kriegsfolgen verhindert. 
Es ware sehr erwiinscht, wenn derartige Versuche zur Priifung der The ore 
und zugleich als Grundlage fiir ihren notwendigen weiteren Ausbau irgend- 


Fir Eisen mit kugeligem Zementit gelten folgende Zahlenwerte: 4 
* 4 ~ 

M,=21,4kG, K = 1,4- 105 erg/cm$, , j 
Sooo = 0.354075 cm, a= 016+-—— 4 _ = 


Gew.-% C 
(z. B. a = 0,16 bei 1 Gew.-% C) 
und mit (86) und (37) i 
~ 14-107? Ws cm? , | 2 \%/ 
Wie 3S 0,16" (<) 8 
Y 3 3 21,4.107° Vs cms ¢ % ; 
Yop 3\"/s; A aah: 
= 68 +p (a) pl 
= 85 p (=)" Orsted. . Galt 
Gy hg 


Fiir d= 1 um, also d/3 ~ 30 gilt nach (37) p= 1/15 = 0,07 und somit_ 

a). ll 
Hy =26 ( 4 ', d.h, bel 1% C in Form yon kugeligem Zementit m t 
d= 1 wm ware zu erwarten /7, ~ 60; vgl. [8, Abb. 3]. ae 


z Fe,C ist ferromagnetisch, erfiillt also eigentlich nicht die hier angenommenen 
Voraussetzungen. Der bekannte Temperaturgang der Koerzitivkraft geglithter — 
Kohlenstoffstahle (s.z. B. [2, S. 77]) zeigt jedoch bei der Curietemperatur (215° C) 


magnetischen Messungen von Messxin und Somin [18] 
Vergleich zwischen theoretisch berechneten und gemessenen H,- 
en fiir Eisen-Titan- -Legierungen mit feindispersen Ausscheidungen Ponies 

aus Fe,Tinachtragen. _ tte, Seer ona 
laa und Somin haben an Legierungsproben nach Ausscheidungs- gle ts 
ha ung =506 bei 4% Ti und H,= 11,50 bei 6% Ti gemessen. . © | 

Die in a iAsbeit wiedergegebenen Schliffbilder (Fig. 5a und 5b) lassen die 
_ cheer der heterogen ausgeschiedenen Fe,Ti-Teilchen erkennen. Noe comer 


berechnen aus den gemessenen H,-Werten* nach (36) und (37) die ne ue 
ntheoretischen Durchmesser“t d und Fetelelaien sie “mit pen. : aus den~.,)* >. Saweme 
Schliffbildern. Es ist allerdings nur eine geringe Genauigkeit dieses Ver- MD te 


ou es modglich, da die Qualitat der Schliffbilder und die VergréBerung ue 
(340 )X) nicht den fiir unseren Zweck erwiinschten Anforderungen entspre- * 


ch 


Nach [2, S. 69, FuBnote] ergibt (36) fiir Fe,Ti bei d > 3 


. H, a 7 K Sg 00 5,6 Az 2/5 5 : 
Ms d \100 %} ” 
. nei A 2 z den Gewichtsanteil FesTi bedeutet, der die TMickbeuterenne ; ae . 


aie i ae} 
| etwa 3% Ti iiberschreitet. Bei 6% Ti-Gehalt der Legierung gilt also ee 
A = 3%, entsprechend’ dem Volumanteil «= 5,6-3%=17%. Der gg 
Umrechnungsfaktor 5,6 fiir den Ubergang von Volumenanteilen « auf $ 
yewichtsanteile z 14Bt sich in bekannter Weise elementar berechnen, wenn n 4 


. 


‘man die chemische Formel und die Dichte der heterogenen Teilchen und We 


= 


die durchschnittliche Dichte der Legierung kennt; vgl. (2, S. 47]. Fir K 9) 
und M, miissen die Werkstoffkonstanten des Mischkrystalls mit. 3% Ti) “ho 
eingesetzt werden. Sie unterscheiden sich nach MEsskin und SomIN oS 2 ea 
nicht wesentlich yon denen des reinen Eisens, so da® wir zur Abschatzung + ee 


wie bei Eisen K = 1,4 - 10° erg/cm? und M,= 21,4 kG annehmen diirfen. 

Die genauen Zahlenwerte fiir den Mischkrystall mit 3°, Ti kénnen aus wit 
r erwahnten Literaturstelle nicht zuverlassig entnommen werden. Wir 
poe demnach fiir die Fe-Ti-Legierungen 


a) 


x 


me rhe By 


22bw-Z 


LS 1,4.-107-2 Wscm? 0,35 - 107° cm Az\*/, taf 
a : hee ee 0,147 (“y} a 
= OVA 710.2 Vs. cor wie 
bee —4, 2 / : a 
eas =: 23 (a) hae (3) a 6 - = te ate 
ae aN em Bae te. 
>> ’ . . é 
yon Fe,C keinen Sprung oder erheblichen Knick. Dies beweist, daB F egC auch. Rai 
“unterhalb 215° die Koerzitivkraft sehr angenahert ebenso beeinfluBt wie gleich : hl ea 
Be nichtferromagnetische Gefiigeteilchen. Bei dem weiteren Ausbau der | Ree 
heorie wird dieses Verhalten noch in den Einzelheiten verstandlich werden. ; ig tog 
; Erklarung geniigt vorlaufig die Tatsache der sehr kleinen Permeabilitat PAR 
-magnetisch harten Zementits. ie: 
1s 
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oder zur Abschitzung der ,,theoretischen“‘ Teilchendurchmesser d aus der _ 
gemessenen Koerzitivkraft 17, 


aes aps (%) 4m Ma 


Damit ergeben sich im vorliegenden Falle folgende Zahlenwerte 


rs nS ern eR 


} 
-9 9% / dx 340 Ke 
Ti Gew.-% Az % | (= ye esenial | d aus H, | x 
ERO RON Rs SOEs A 
4 1 : | 5 O 0,6 um | 0,2 mm 
6 3 y | 11,5 O 0,55 wm | 0,2 mm 


Die beiden entsprechenden Schliffbilder mit 340-facher VergréBerung [18] , 
lassen mittlere Teilchendurchmesser in der GréSenordnung dicht unter — 
4 mm, entsprechend d= 3 um, erkennen. Es sind aber auch zahlreiche 
kleinere Teilchen bis zu etwa 0,2 mm im Schliffbild zu sehen. Im vorlie- 
genden Falle d > 8 wird die Koerzitivkraft vorwiegend durch die Teilchen- ~ 
gréBen unter dem arithmetischen Mittel bestimmt. Fiir eine genauere Aus- ~ 
wertung reicht die optische Qualitét der Schliffbilder nicht aus. Der hier 
vorgenommene grdBenordnungsmaBige Vergleich macht jedenfalls zu- 
sammen mit den friiheren Vergleichen eine experimentelle Bestatigung der ~ 
abgeleiteten theoretischen Beziehungen durch kiinftige planmaBige Ver- ~ 
suche sehr wahrscheinlich. Auch im vorliegenden Falle ist ein erheblicher ~ 
EinfluB des magnetischen Streufeldes in den Fremdstoffteilchen praktisch 
nicht sptirbar. Das steht im Einklang mit den friiheren anderen zahlen- 
mafigen Vergleichen [2, 3] und wird durch die oben erwahnten neueren ~ 
Untersuchungen von NEEL und von WixtiAms [8, 9] nachtraglich ver- ~ 
standlich. Es gibt in der Literatur noch einige weitere Schliffbilder mit 
dazugeh6érigen MeBwerten der Koerzitivkraft (Eisen mit Ausscheidungen 
von Fe, Mog [18] und FesP [19]). Dort findet man die gleiche gréBen- 


ordnungsmiBige Bestatigung der Theorie wie in dem hier erliuterten Fall 
des Fe, iy %, 


8. SchluBbemerkungen. 


In der vorliegenden Arbeit wurde nur eine eng begrenzte Teilfrage aus 
demjenigen Gebiet des Ferromagnetismus behandelt, welches einer neu- 
artigen theoretischen und experimentellen Bearbeitung auf der Grundlage ~ 
der Fremdkérpertheorie zugiinglich ist. Sobald auch in Deutschland die — 
neue auslindische Fachliteratur vollstandig zuginglich ist, werden wir 
iibersehen, wie weit die zahlreichen weiteren Méglichkeiten zu einem um- 
fassenden Ausbau der Fremdkérpertheorie der Hystereseschleife inzwischen 


im Ausland schon verfolgt worden sind. Auf einzelne solche Méglichkeiten 
sei abschlieBend noch hingewiesen. 
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Die oben abgeleiteten theoretischen Bezichungen fiir die Grenzfeld- 


_stirke Hy und die (normale) Koerzitivkraft H, gingen von der Voraus- 


setzung der 90°-Wandverschiebung bei eisenihnlicher magnetischer Kry- 
stallsymmetrie aus. Manche technisch wichtigen Werkstoffe, z. B. Nickel 
und Eisennickellegierungen mit 100 bis etwa 70% Ni!, haben eine andere 
magnetische Symmetrie mit Vorzugslagen parallel zu den Raumdiagonalen. 
Auch in diesen Fallen miiSten die hier abgeleiteten Formeln fiir die Koer- 
zitivkraft angenihert giiltig bleiben, fiir den weiteren Ausbau der Theorie 
und die Aufdeckung oder Deutung feinerer Einzelheiten darf man jedoch 
auf genauere Rechnungen fiir diese anderen Voraussetzungen nicht ver- 
zichten. 

Weiterhin ist die Theorie der reversiblen Permeabilitit, insbesondere der 
Anfangspermeabilitat, iiber die in [3] fiir das Gebiet d >> 8 schon enthal- 
tenen Ansatze hinauszufiihren. Wie in [3] angedeutet wurde, ergibt sich 
dabei eine einfache quantitative Erklirung fiir den EinfluB der Uber- 
struktur auf Anfangspermeabilitat und Koerziti-kraft der Permalloy- 
Legierungen, d.h. eine Lésung des sogenannter ,,Permalloy-Problems. 
Im Gegensatz zu der Theorie der Koerzitivkraft enthalten die Gleichungen 
fiir die Anfangspermeabilitat als weitere V/erkstoffkonstante die ,,Be- 
setzungszahl“, die angibt, welcher Antei) der méglichen Haftstellen von 
Blochwanden im Ausgangszustand wirk).ch mit Wanden besetzt ist. Diese 
Besetzungszahl wurde schon in [3] af die absolute Dicke der lamellen- 
férmig angenommenen WeiBschen Bezirke zuriickgefiihrt. Somit geht die 
absolute GréBe der WeiBschen Bezirke, welche fiir die Koerzitivkraft im 
allgemeinen unwesentlich zu sein scheint, in die Theorie der reversiblen 
Permeabilitat ein. Daraus ergeben sich entsprechende Forderungen an 
die experimentelle Priifung der Theorie. Aus den neuen Mikroaufnahmen 
von Bitterstreifen, die WILLIAMS hergestellt hat [9], kann die wenig schwan- 
kende Dicke der WeiSschen Bezirke fiir den dort vorliegenden Fall leicht 
ausgemessen werden. 

Bei diesem weiteren Ausbau der Theorie im Zusammenhang mit syste- 
matischen Experimenten sind natiirlich die bisher vernachlassigten Wir- 
kungen der Wandwélbung und des inneren magnetischen Streufeldes an 
den Fremdstoffteilchen zu beriicksichtigen; ferner ist die Rechnung fiir 
beliebige Lagen der Wand (vgl. Abb. 2 und Abb. 3) durchzufiihren. Auch 
die gleichzeitige Wirkung von 90°- und 180°-Wanden oder anderen mog- 
lichen Winkelunterschieden ware zu beachten. 

Auf die wichtige Rolle des Temperatureinflusses fiir die experimentelle 
Priifung der Theorie ist in [2] und [3] bei der Deutung des Temperatur- 
ganges der Koerzitivkraft und der Anfangspermeabilitat von Kohlenstoff- 
stahl bereits naher eingegangen worden. In dieser Richtung sind weitere 


1 Genauer 100 bis 76 bzw. 65% Ni, je nach dem Grade der Uberstruktur. 
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‘beschranken auf Zustinde mit sehr schwachen Eigenspannungen CA) 


. wichtige Aufschliisse zu pti 2 wenn man I ne 
mit besonders groBer ‘Temperaturabhingigkeit der a 


untersucht!. aa 

Ferner mu man theoretisch und experimentell eine siiesrteunae ta 1m- ; 
liche Verteilung, die GréBenschwankungen der Fremdstoffteilchen wi d 
verschiedene auBere Formen (z. B. Stabchen und Platten) beriicksichtigen. “i 
Die friiheren Abschitzungen und Vergleiche mit MeBergebnissen ir 
stibchenférmige Teilchen sind durch allgemeinere Betrachtungen zu er- _ 
ganzen. Diese Aufgaben erfordern den Einsatz statistischer Verfahren be 
der Verfeinerung der bisher stark vereinfachten Grundlagen der The ori = 
Auch der Einflu8 der Korngrenzen im vielkrystallinen Werkstoff miiBt 
spater vielleicht in eine allgemeine Theorie einbezogen werden. 


Eine allgemeine Theorie der Hystereseschleife darf sich natiirlich ni it 


_ 


Durch die Beriicksichtigung endlicher Eigenspannungen wird die Theo ri 
im allgemeinen recht verwickelt, weil die re oa ie beide Gliec di en 
der Gleichung (2) beeinflussen (vgi. [2]). “S 


Mit diesen Aufgabestellungen ist das jetzt vorliegende Arbeltrod a nm . 
fiir die theoretische und experimentelle Forschung keineswegs vollstandig — 
umrissen. Man braucht nur an die Theorie der Hysterese im Bereich 
schwacher Felder (7 <(H,) oder an die magneto-elastischen Ersch 
nungen zu denken, die schon wegen ihrer groBen technischen Bedeutung — 
auf der modellmaBigen Grundlage der Fremdkérpertheorie quantita v 
behandelt werden sollten. Solche weiteren Aufgaben sind fiir den Fach 
mann dieses Spezialgebietes so naheliegend, daB® sie hier nicht naher auf- 
gezahlt zu werden brauchen. Pn. 


Ich habe einige der hier erwahnten theoretischen Aufgaben vor Ende — 
des Krieges tiber die bisher veréffentlichten Ergebnisse hinaus bearbei et 
und damals auch in dem oben erwihnten Kolloquium vorgetragen (in 
Stichworten: Wandwélbung, Permeabilitat fiir d<3 und d beliebig, — 
Uberstruktur und Permalloy-Problem). Die durch die Ungunst der auBe- — 
ren Verhiltnisse aufgeschobene Verdffentlichung dieser Ergebnisse soll 
nach Kenntnis und Beriicksichtigung der neuen auslindischen Arbeiten _ 
méglichst bald nachgeholt werden. ae a 


Wegen der Rolle der vorliegenden Abhandlung als Gaburtvengonlag 
wunsch sei es, mir gestattet, an dieser Stelle Herrn Prof. Dr. R. BECKER 
herzlich daftir zu danken, daB er mich wihrend meines Studiums mit den — 
groBen, von PReIsacn entdeckten BARKHAUSENspriingen an rechteck-_ 
formigen Hystereseschleifen von einem anderen interessanten Arbeitsgebie t 


te ‘ ; 
' Vgl. den Hinweis auf bisher nicht verdffentlichte Untersuchungen von ve 
GERLACH in [3, S, 74, FuBnote]. / 


si At 
n Frager n des ARLE R hingezogen hat, Die Beschatiguog 
eser_, »,Dreckphysik" hat mir auch in Notzeiten stets eine Quelle , © Mere 
nderer Freuden offengehalten. . ot 


"Physikalisches Institut der Technischen Hochschule Dresden, am 22. Au- 9 . 
t 1947. wie 


9 
ta 


ba; 


, Nachtrag ae der Korrektur: Nach dem Feeekt shat der vorliegenden 


sit ist mir der wohl wesentlichste Teil der vorher sehr vermiBten Pisa 
is siaviietien Literatur zugegangen. Die umfangreichen Arbeiten von 
NEEL bringen im Anschlu8 an meine fritheren Ansitze so tiefgreifende " Ve 
_ Verbesserungen und Erweiterungen, daB eine vollstindige Umarbeitung ‘ ony Bett 
_ der vorliegenden Mitteilung — von Abschnitt 4 ab — geboten erschien. oe “as 
Od icht ohne Bedenken méchte ich jedoch unter den besonderen Zeitver- yor Era e 
_ haltmissen von einer Zuriicknahme der Arbeit absehen, um damit den» 5 res t Oy 


& gegen Ende des Krieges in dem engeren deutschen Fachkreise erreichten 
Stand : zu schildern und auf die unabhangig von N&EL bereits von M. 
_ Kornerzxr erkannte und von R. BecKER genauer berechnete Wirkung : 
des Streufeldes an den Fremdstoffteilchen hinzuweisen. Die theoretischen =~ 
_ Untersuchungen von NEEL erOffnen iibrigens eine Fiille klarer experi-. te 
_ menteller Fragestellungen, von deren Lésung in Zusammenhang mit der 

Theorie eine erhebliche Vertiefung der Physik der ferromagnetischen 


 : Hystereseschleife zu erwarten ist. Wichtigste weitere Literatur: L. N&EeL, A dete 

aoe Univ. Grenoble 22, 299 (1946); H. J. Wrtt1ams, Phys. Rev. 71, pa 
6 (1947). | pr 

a Physikalisches Institut der Universitat Jena, Juni 1948. | AN ne 


ei | fae 
aie Schrifttum. he 
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Zuginge zum Verstaindnis der allgemeinen 
Relativitatstheorie’. 


Von 
F. Hunp in Jena. 


(Eingegangen am 24, September 1947) 


Die Newtonsche Mechanik in bewegten Systemen enthalt Ziige, die das Ver- 
standnis der allgemeinen Relativitatstheorie erleichtern kénnen. 


Unter den physikalischen Theorien finden sich ,,leichtere“* und ,,schwie- 
rigere‘‘. Man empfindet diejenigen als leichter, die man schrittweise auf- 
bauen kann, wobei jede erreichte Stufe fiir sich einleuchtet und fiir sich 
iiberzeugt. So gewinnt man leicht Zugang zur Theorie des elektromagne- 
tischen Feldes, indem man zunichst das elektrostatische Feld, dann das 
Magnetfeld stationarer Stréme, schlieBlich das veranderliche elektro- 
magnetische Feld untersucht. Schwierig hingegen ist sicher eine Theorie, 
die erst in ihrer vollstandigen Gestalt einleuchtet, die nur als Ganzes erfaBt 
werden kann. Von dieser Art ist E1INSTEINs allgemeine Relativitaéts- und 
Gravitationstheorie. Vielleicht lohnt darum eine Untersuchung, ob zwi- 
schen den einleuchtenden physikalischen Grundgedanken dieser Theorie 
und den Gravitationsgleichungen (zu deren Verstandnis eine Einsicht in die 
Invarianten bei allgemeinen Koordinatentransformationen gehdért) noch 
ein Ruhepunkt méglich ist, von dem aus einiges Wesentliche der Theorie 
schon zu erkennen ist. Viel wird es nicht sein (wie das folgende zeigen wird), 
aber etwas. Es erscheint nicht etwa eine erste Naherung, die sich ohne 


Kenntnis der Ernsternschen Grundgleichungen iiberzeugend begriinden 
abe. 


1. Absoluter Raum. Die Newrtonsche Mechanik unterscheidet: gleich- 
férmige Translation von Beschleunigung und Drehung (das FoucauLt- 


sche Pendel ,,beweist“* die Drehung der Erde; die Abplattung des Jupi-’ 


ters ,,beweist“ seine Drehung; das geozentrische Weltsystem ist ,,physi- 
kalisch falsch‘‘), Der so eingefiihrte ,,absolute Raum‘ tritt aber in der 
Nerwronschen Mechanik nur als Ursache bestimmter Erscheinungen (z. B. 
von Coriolis- und Zentrifugalkraften) auf; iiber seine eigene Verursachung 
(er ist ja ein physikalisch Wirkliches) wird nichts ausgesagt. Diese zweite 
Verkniipfung des ,,absoluten Raumes‘‘ vermiBt man in der Newronschen 
Mechanik. 


* Richard Becker zum 60. Geburtstag gewidmet. 


n 
‘ 
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__ In der Ausdrucksweise befriedigender als die V oraussetzung des absolu- 

_ ten Raumes ist etwa eine Fassung des Triigheitsgesetzes, wonach ein sich 

_ selbst tiberlassener K6rper seine Geschwindigkeit nach GréBe und Rich- 

_ tung beibehalt in einem Bezugssystem, das fest mit dem System der Fix- 

_ sterne verbunden ist. DaB (wie die Newronsche Mechanik voraussetzt) ein 

‘ solches ,,Inertialsystem‘ weltweiter Ausdehnung existiert, ist dann viel- 

leicht nur dadurch bedingt, daB die Relativbewegungen der Fixsterne er- 

_ fahrungsgemaB geringfiigig sind. Diese vorliufige Fassung der Grundlage 

_ der Mechanik: die Fixsterne bestimmen ein gemeinsames starres Inertial- 

_ system, wire dann zu erweitern zu einer endgiiltigen Fassung der physika- 

_lischen Grundgesetze, in der nur relative Orter und relative Bewegungen 

- vorkommen (Macusches Programm!). 

2. Karussel. Wir wollen vorlaufig ganz im Rahmen der uns vertrauten 
Nerwtonschen Mechanik bleiben, nur die Ausdrucksweise wollen wir dem 
Macuschen Programm anpassen. Wir versetzen uns etwa auf ein Karussel, 
um dessen Achse das Fixsternsystem gleichférmig mit der Winkelgeschwin- 
digkeit w umlauft. Als Insassen dieses Karussels erfahren wir Zentrifugal- 
krafte (vom Betrage mer), die von der Achse nach aufSen wirken, und 
Corioliskrafte (mit den Komponenten—2 mw rund 2mwr in der r- und 9- 
Richtung; 7, 9 sind Polarkoordinaten um die Karusselachse). Stellen wir 
diese Krafte durch ein Kraftfeld dar, indem wir jeweils den Kraftvektor 
in zwei Faktoren spalten, deren einer eine Eigenschaft des betroffenen 
K6rpers, deren anderer eine Eigenschaft der Stelle angibt, so ist die Kraft. 


R =m5 + m— xG, (1) 


wo § von der Karusselachse wegzeigt und den Betrag w?r hat und G die 
_ Richtung dieser Achse oder die entgegengesetzte hat; die @-Komponente in 
der Achsenrichtung ist — 2¢ w. Der Faktor c in (1) bedeutet eine Vergleichs- 
geschwindigkeit; wir haben ihn nur eingeftihrt, damit die beiden Feld- 
- groBen § und G dieselbe Dimension (eine Beschleunigung) bekommen. 
Sind weitere masseproportionale Krafte vorhanden (wie die Gravitations- 
_wirkung der Erde, auf der vielleicht das Karussel steht), so rechnen wir 
sie zu §. Das Kraftfeld im Karussel wird beschrieben durch einen polaren 
Vektor § und einen axialen Vektor @; der polare Vektor tritt auf, weil die 
Kraft von einer skalaren Eigenschaft des betroffenen Korpers abhangt; 
der axiale Vektor tritt auf, weil die Kraft in bestimmter Weise von einer 
vektoriellen Eigenschaft (der Geschwindigkeit) des betroffenen Korpers 
abhingt. (Aus entsprechenden Griinden wird ja das elektromagnetische 
Feld durch einen polaren Vektor € und einen axialen Vektor % be- 
schrieben.) 


1 Macu, E.: Die Mechanik, Zweites Kapitel Ziffer 6; S. 216 der 7, und 8, Auf- 
-Jage (1912/21). 


Otel 


‘oe =e eS A, 


ee 


on < Dye Baa Soweit § eine Nast Crevfint schleunigung ist 

4 . eens eine Massenverteilung der Dichte p, on in der N Ewroxschen Gravitai 
ARC theorie: , a oe 
a div & GEN te a rue See 


4 : 4 a. 


wo y die Gravitationskonstante (6,7 - 10-$ cm®g~™sec™) ist. Auch « 
Zentrifugalbeschleunigung § ist nicht quellenfrei, und zwar ist ater 
riicksichtigung ihrer Richtung mit |§| =r: + ae 


Be. 


div §= 20%. 


Die Zentrifugalbeschleunigung entspricht danach der Gravitationsab 
Bung einer homogenen Massendichte . 
° P z rs 

} ; : : = P 


ee aes ie a 


; Der Betrag dieser Massendichte ist auf einem normalen Karussel un 
geheuer groB. Mit einer Umdrehungszeit von 10 sec, o = 0,6 sec erhalten 
wir p —=— 108 g/cm’, Die Zentrifugalwirkung in einem normalen Kart 
sel entspricht der Gravitationswirkung einer negativen Massendichte, ¢ 

den Raum des Karussels gleichférmig erfiillt. Ihr Betrag (abgese 
Vorzeichen) ist so groB wie bei der Materie in einem dichten weiBen 
stern. Man kann sich also das sinnliche Erlebnis der Gravitationsett = 
(nicht der Tragheit) einer so hohen Massendichte durch Fahren auf e 
Karussel verschaffen. is 
Diese Massendichte (2) ist nicht bildlich gemeint; sie stellt eine phy 
kalische Wirklichkeit dar. Wenn wir gema8 der Ernsternschen Beziel shun, 
E =me awischen Masse und Energie (c ist jetzt die Lichtgeschwi 
keit), die man entweder aus der speziellen Relativitatstheorie oder einfach 
aus der Erfahrung der Physik der Atomkerne entnehmen mag, zu a 
Kraftfeld die Energiedichte ausrechnen, so erhalten wir bekanntlich De 


elektrischen Feld © die Massendichte ; sa 
e, © 1+ a 
*. ee ce > 0. : 


Das Vorzeichen hangt damit zusammen, daB sich gleichnamige elektrische 
Ladungen abstoBen. Da sich normale gravitierende Massen aber anzié 
im iibrigen das Newronsche Gravitationsgesetz formal dem CouLoms: 
schen Gesetz fiir die Ladungen entspricht (fiir ¢, tritt— 1/y ein), muB die 
Poe Energiedichte eines Gravitationsfeldes gq gleich <3 a 


* 4 ' a 0 
Ee mae rors 


s dor al ge ee » Relativititstheorie, ne M6 6p Se 


nD thi rt die (negative) Massendichte: CAN Te ee fs 
- Pare e ; Reais oD 
a i Sry” ; 


‘Auf dem Karussel bishun wir nun neben dem Felde ®, dessen Massendichte 
z klein ist, das ,,Coriolisfeld‘‘ ©. Nehmen wir seine Energiedichte als 


ee : = San ; (3) 


an, so Serhalieh wir mit |G] =2c|e| genau die Massendichte (2). Die — 
entrifugalkraft ist gerade die Schwerewirkung der Massendichte des Co- 
‘riolisfeldes. 

Vom Standpunkte des Macuschen Programmes stellen sich die Krifte 
im ‘Karussel folgendermaBen dar: Der Umlauf des Weltalls um das Ka- 
russel erzeugt ein axiales Kraftfeld © (Coriolisfeld). Dieses hat eine nega- 
e Massendichte sehr hohen Betrages. Die (abstoBende) Schwere Wrlanan panes. 
-@ * er Massendichte ist die Zentrifugalkraft S: eae 
ees die Energiedichte (3) nur im rotierenden System auftritt, zeigt, 
aB die Lokpoismng der Feldenergie erheblich vom Bezugssystem ab-— 
ha ingt. ; 
DB. Newrtonsche Mechanik. ‘Was wir ae am Beispiel des gleichformig 
laufenden Karussels erkannten, wollen wir in etwas allgemeinerer Form — eee fe 
der Newronschen Mechanik entnehmen. In einem beliebigen starren Be-  ~ ae ‘ 
-zugssystem tritt bekanntlich die Kraft auf of 


“3 mt =m[g+b+oxr—o xX (0 Xt)—t X 20]; Gy ne: ee 


-darin ist r der Ortsvektor, g die Gravitationswirkung irgendwelcher Mas- a 
sen im gewdhnlichen Sinne, 6 die Beschleunigung und 0 die Winkel- ., Pa 


eschwindigkeit (nach GréBe und Richtung) des F ixsternhimmels gegen. se Sieg ne 
ee Bezugssystem. Der gleiche Faktor m vor t und g driickt das GALILEI- 1 ae 
sche, durch die. Messungen von Eéry6s erhartete Prinzip aus, daB alle __ ‘ eat : 
Kérper gleichschnell fallen, daB trage und schwere Massen einander genau nM Nie. 
-entsprechen. Der Faktor m vor den anderen Gliedern besagt, daB sie auf 7 


‘ srund ihrer Wirkung nicht von Gravitationskraften unterschieden werden 
-konnen (E1nstetnsches Aquivalenzprinzip). Die Erfiillung des Macu- eer 
= Programmes fiihrt zu einer neuen Gravitationstheorte. ek 


Die Gleichung (4) ziehen wir zusammen zu: 
K=ms+m * x & (1) 
§=gt+b+oxr—o xX (0 Xt) 


& —=-— Jen. 


shrift fir Physik. Bd. 124 


en t 


(5) 
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@ ist raumlich konstant. § hat Quellen und Wirbel. 6 ist raumlich kon- 


stant, 6 X  (kreisformig um die Achse laufende F eldlinien) quellenfrei mit 


rot (0 x r) = 20; 


die Zentrifugalbeschleunigung — 9 X (9 X ft) (radial yon der Achse weg- 
laufende Feldlinien) ist wirbelfrei mit 


div [— » X (0 X 4) =2 o%. 


Driicken wir noch g durch seine Quellen, die gravitierenden Massen im ~ 


gewohnlichen Sinne, aus (Dichte w), so haben wir die ,,Feldgleichungen“; 


div 6 = 0 
+6 + wt F=0 
(6) 
rot 6 = 0 
div §— 353 @? = —4zxyu. 


Im Sinne des Macuschen Programmes bei Giiltigkeit der Newronschen 


Mechanik und Gravitationstheorie wird das ,,Gravitationsfeld“ beschrie-_ 


ben durch einen polaren Vektor § und einen axialen Vektor &. Fiir diese 
gelten die Feldgleichungen (6). Die beiden ersten Gleichungen besagen, 
daB die Feldvektoren § und G sich aus Potentialen (V, YW) ableiten lassen 


G6 =c? rot YU 
@ 


§ =—cA—c? grad V. 


(Die gegeniiber der Elektrodynamik etwas verinderten unwesentlichen 
Konstanten machen V und & dimensionslos.) Die Nichtlinearitdt der Feld- 


gleichungen (6) ist ein Merkmal, das schon auf der Stufe der Newron- : 
schen Theorie auftritt, Das Glied — G?/2 c? in der letzten der Feldgleichun- — 
gen (6) kann als Schwerewirkung der Energie des G-Feldes gedeutet wer- — 


Cletioe = 
Fir das Karussel laBt sich das Coriolisfeld @ = — 2¢» aus einem Vek- 
torpotential 


0 
of Be AS (8) 
das Zentrifugalfeld — » x (0 X rt) aus einem skalaren Potential 
rg Ge 1 [o a 
oa 5 (> * ‘} (9) 


ableiten (es ist — dV =(0 Xr) (o Xdt) = [—0 x (0 Xd] dt). Das 
Glied — c& liefert die Beschleunigungo x r. 
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4. Metrik im Rahmen der Newronschen Theorie. Beim Biridringirs in 
die allgemeine Relativitatstheorie wird man nicht nur die Newronsche Me- 
chanik und Gravitationstheorie voraussetzen, sondern auch die Ergebnisse 


der speziellen Relativitatstheorie — die Lorentz-Invarianz des Natur- 


| 
: 
| 
: 


_ EE —— Oo — 


_. 


geschehens — benutzen. Dazu gehéren Mafstabsverkiirzungen und Ande- 
rungen des Uhrganges, die in bewegten Systemen auftreten. Sie gehen mit 
dem Quadrat der Bewegungsgeschwindigkeit, sind also klein, solange man 
noch erheblich unter der Lichtgeschwindigkeit bleibt. 

», Vorrelativistisch** jedoch ist die Erscheinung, da die Lichtgeschwin- 
digkeit in einem beschleunigten oder gedrehten Bezugssystem von der 
Richtung abhingt, insbesondere in zwei entgegengesetzten Richtungen 


_ verschieden sein kann. Rechnen wir diese Erscheinung, die etwas iiber den 


Zusammenhang von Ortsmessung und Zeitmessung aussagt, zur ,, Metrik*‘; 
so haben wir auf einem Karussel eine verdnderte Metrik. Wir wollen vor- 
laufig der speziellen Relativitatstheorie nur die Vorsicht beim Gebrauch 


des Wortes ,,gleichzeitig‘‘ entnehmen, nicht ihren sachlichen Inhalt; wir 
bleiben noch auf dem Boden der Newronschen Physik. 


Metrik und Gravitationsfeld (soweit es Tragheitswirkung ist) haben die 


_ gleiche Wurzel, namlich die Transformation vom Inertialsystem zum be- 


wegten Bezugssystem. Wir erwarten einen einfachen Zusammenhang zwi- 
schen den GréBen, die die Metrik bestimmen, und den FeldgréBen § und & 
der Gravitation. Zunachst mége eine Uberlegung iiber das Karussel zei- 
gen, daB die Metrik durch die Potentiale V und % des Gravitationsfeldes 
beschrieben wird. 

Sehen wir ein Karussel von auBen — yon einem Inertialsystem aus — an, 
so benutzen wir in unmiBverstiandlicher Weise Zeit- und Ortskoordinaten 
#, t. Fiir den inneren Gebrauch auf dem Karussel kénnen wir Zeit- und 
Ortskoordinaten t, r in folgender Weise einfiihren: die Uhren mégen durch 
radiale Lichtsignale mit einer in der Karusselachse aufgestellten Normal- 
uhr verglichen werden; die Lichtgeschwindigkeiten in den beiden ent- 
gegengesetzten radialen Lichtwegen werden also als gleich angenommen, 
und es ist tf =¢. Die Ortskoordinaten werden mit starren Mafistaben be- 
stimmt (soweit w?r? nicht gegen c® vernachlassigt werden kann, haben die 
Ergebnisse keine iiber die Newronsche Mechanik hinausgehende 
Giltigkeit). 

Der Ubergang vont, t zut, r wird vermittelt durch die Gleichungen 


heel (10) 
dt=dr—o x rtdt 
(9 bezeichnet wie friiher die Drehung des Fixsternhimmels um das Karus- 
sel). Der in der Beziehung 
ctdt*— dr2=0 
48* 


aR die Pee siti limken $ 
pity neue Koordinaten 24m 


eae — ae aTaules x r)?] gap 2(0 x ‘) dtd 


5 \ - 


Wir schreiben dafiir 
; ha Te OS ee 


mit der Bedeutung (8) und (9) Gin ‘W und V. U gibt die po 
ae - abhangigkeit der Lichtgeschwindigkeit an: liegt zwischen ae der 

ae . richtung der Winkel %, so errechnet sich aus (11) die Lichtges« 
ue ex, wee Za (A = | M)): 


C= c[—A cos + ]/ A*cos* > + 1 +2 |, 
fiir } = 7/2 wird: | ¢ 


ae ; rats ts C=eV142V ? a 


‘, 

“# a a. y 

vindig Ke 
- 


fiir ® =0 und x wird: 


ts _ 


C=ecl(V 112Vt A? = A) avec (1 A). 
Die Metrik auf dem Karussel wird durch einen Skalar V und einen 701 
r,t Vektor U beschrieben. Diese Beschreibung der Metrik gibt die Potei 
SM aes des Gravitationsfeldes, soweit es Tragheitswirkung ist. + 7 
: ’ Das Passen von § und @ zu / und Y 1aBt sich (innerhalb der News 


Mechanik) noch etwas allgemeiner vorrechnen, als es hier fiir das Ka 
schehen ist. Wir kénnen z. B. auch mittels 


t=7t+f(t,t) 


eine andere Zeitkoordinate + einfiihren, Die Lichtgeschwindigkeit wird da da 


Be anderer Weise ort- und richtungsabhangig, es tritt eine andere Metrik ia M i 
ey: dt=dzt+fdt+gradfdr pe : 
ce : wind unter Beschrankung auf in J lineare Glieder: . 

at ; 
ss $ | Adi —d® =A 42V)det—Wedrdr—ae, 

; ve wobei is 
i Me | “V=Yy4+f W=%A—egradf’ a 


ist und ry und Q, die bisherige Metrik bezeichnen. Bei der Bildung von 2 
und — cY —¢ grad VY geben die Zusatze keinen Beitrag. 


St Uy 
erune ii ther Niven Se 2 See: heaben ati Newron-- ae , 
hanik. ‘Im Sinne des Macuschen Programms ist sie'in den Feld- , 
chungen (6) zusammengefabt. Diese Gleichungen rufen in zweifacher 
sicht, nach einer Erganzung. Einmal muB die Erzeugung des axialen — 
e 6 durch den Umlauf ferner Massen gefaBt werden, zum anderen 
bt auch § einen Beitrag zur Energiedichte, und es muB die Schweréwir- © 


g e dieser Energie ausgedriickt werden. Da das Feld durch umlaufende 

M assen in ahnlicher Weise erzeugt wird wie ein magnetisches Feld durch 

-umlaufende Ladungen, liegt die Annahme nahe, daf die Wirbel von & 

durch die Bewegung von Materie bestimmt sind, wahrend die Quellen von | 

© (als Quellen eines axialen Vektors sind sie pseudoskalar) null sind. Die 

folgende iiber Newron hinausgehende Erweiterung der Gleichungen (6) 
naheliegend, aber, wie wir sehen werden, nicht richtig: 


div 6 =0 
o. *~ G+ wt F=0 
A, - “es . i : . (12) 
ee +l Or KE SH Set 
ike div § — 5 (5+ 65) srry 


E s auf die nichtlinearen Glieder entsprechen die Gleichungen denen des 
tromagnetischen Feldes im Vakuum. Wie dort folgt ohne die nicht- 
ren Glieder ein Satz der Erhaltung der Materie: 


w+ div(u») =0 


und ie Tea ated von Energie- und Leistungsdichte: 


oi Cag 


St) + aiv (— 5 J+urg=0. 


et Boe 8x7 
‘Das yon ‘es Elektrodynamik yerschiedene Vorzeichen vor p. in (12) fiihrt 
Zu 1 dem Minuszeichen i in der Energiedichte und in der Dichte des Energie- 
-stromes. Die letzte Gleichung folgt auch bei Mitnahme der nichtlinearen 
A paee in (12). Der Satz der Erhaltung der Materie wird jedoch durch 


ee, ae as i3 x9) =poe. 


750 . F. Hunp: 


Die Gleichungen driicken aus die Aquivalenz von Masse und Energie und 
die Umwandlung der einen in die andere mittels einer Arbeit. 

Wenn auch die hier gegebene Erweiterung iiber die Newronsche Theo- 
rie hinaus (wie wir sehen werden) nicht richtig ist, so miissen doch ihre 
Grundziige — Verursachung von & durch bewegte Massen und Schwere 
von §? — qualitativ der Wirklichkeit entsprechen. Begniigen wir uns mit 
qualitativen Folgerungen, so kénnen wir die Gleichungen (12), die gegen- 
iiber den ErnstetNschen Gravitationsgleichungen sehr einfach sind, als 
Modelltheorie benutzen. 


6. Mitfiihrung des Inertialfeldes durch ferne Massen. ErfahrungsgemaB 
legt das Fixsternsystem das Inertialfeld fest. Die Frage ist berechtigt, ob 
nicht schon ein kleineres System von Massen, etwa ein von auBen als ro- 
tierend erkannter Spiralnebel, das Inertialfeld gegeniiber der Umgebung 
etwas mitfiihrt. Wir untersuchen die Frage vom Standpunkt unserer Modell- 
theorie (12). 

Ein Hohlzylinder mége gleichférmig mit der Winkelgeschwindigkeit w 
um seine Achse rotieren. Die Rotation erzeugt im Zylinderinnern ein G-Feld, 
dessen Energiedichte dann zu einem §-Felde fiihrt. Bei schwacherem Felde 
kénnen wir die nichtlinearen Glieder weglassen und 


rot © = —4ntup 


c 


schreiben. Auf einem Integrationswege, der auf einer Meridianebene durch 
das Zylinderinnere hin und auBen zuriickfiihrt, wird 


wobei rechts tiber einen Meridianschnitt integriert wird. Es folgt 
GL =— XM, 
c 


wo M die Zylindermasse und L die Lange ist. Bei Annahme eines homo- 
genen Hohlzylinders erhalten wir 


G=—2xt ou (R® — R2), 


“ bya oe 
“Les a 
Reon e ; 
iy 
< a | 
: ‘ a" 
: 


a 
ee 


wo #2, den auferen, R; den inneren Zylinderradius bedeutet. Setzen wir 


@ =— 2c, so gibt 
OLlAary M Tt 


i Oi Md i a i ei | kt i 
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den Grad der Mitfiihrung des Inertialfeldes proportional der rotierenden 


Masse je Léngeneinheit an. Fiir einen Spiralnebel der Masse 10“ g und 


der Achsenausdehnung 102! em, oder der Massedichte 10-23 g/cm’ und des 
Radius 10° cm erhialt man @,/@ ~ 10-5. Man braucht das ganze Weltall 
(u = 10 g/cm’, R = 101 Lichtjahre = 10% cm), um mit der Mitfiih- 
rung in die Ni&he von I zu kommen. Natiirlich ist dann unsere Naherung 


nicht mehr gut und (13) hat nur Sinn als groBenordnungsmaBige Ab- 
schatzung. 


7. Selbstabschirmung der schweren Massen. Eine gegebene Masse er- 
zeugt in ihrer Umgebung ein Gravitationsfeld §. Von der Energie dieses 


_ Feldes miissen wir annehmen, daB sie wie eine negative Masse wirkt, also 


die gravitierende Wirkung der gegebenen Masse herabsetzt. Zwei Folgen 
dieses Sachverhaltes seien etwas naher betrachtet. 


Die Schwerkraft einer punktférmigen Masse ist nicht mehr durch 
F =—v¥m/r* gegeben; die Kraft nimmt gegen das Zentrum hin starker 
zu. Die Bahn eines Massenpunktes in diesem Kraftfeld ist nicht mehr 
genau eine Ellipse; die Abweichung ist eine vorschreitende Drehung des 
Perizentrums. Unsere Modelltheorie liefert: 


div §— 35 F =0 


| 


(7? FY — 545 (PF =0 (14) 


(ig Vt Ss ym 


r(r—a) ial see. 


F 


I 


Die Schwerkraft einer Masse mit gleichfoérmiger fester Dichte wachst 
bei VergroBerung ihrer Ausdehnung nicht unbegrenzt. Die Modelltheorie 
ergibt innerhalb einer Kugel konstanter Massendichte (etwa mittels der 
Hilfsvariabeln y gemaB F =y//2c*y) dieim Punkte r = 0 regulare Losung 


Feie (1s stot V2=tH ,), 
I & Cc c 
die fiir kleine r durch 
| ie yu r 


(wie in der Newronschen Theorie) angenahert wird und fiir groBe r sich 
der Konstanten 


- ¢/V 2x7. tiberschreitet, also bei AusmaBen, wie sie gemaB (13) sich 


ees at 7, 


-~ - ‘s 


nihert. Die Solbiahecbiemaas Cie mipeitich, “soba r die GréBenor 


Mitfiihrung des Inertialfeldes fiihren. Man braucht das ganze Weltall ZI 
Selbstabschirmung der gravitierenden Massen. , sf 
Die beiden hier gegebenen Rechnungen haben nur Modelcharakter, 
da die Gleichungen (12) nicht richtig sind. Bei einem Vergleich mit de 
strengen Lésungen der ErnsterNschen Gleichungen ist darauf zu achten . 
was dort unter r verstanden ist. : “ 
8. Lorentzinvarianz. Wir wollen uns jetzt iiberzeugen, daB die Gleich nge 
unserer Modelltheorie nicht streng richtig sein kénnen. Die Gleichungen | 
sind nicht lorentzinvariant: Zwar bilden die in den FeldgréBen linear n 
Glieder der linken Seiten zusammen mit den rechten Seiten ein nent Z we 
invariantes System, wobei (%, G) ein schiefsymmetrischer Tensor, (u, 29/¢) 
ein Vierervektor ist. Dazwischen stehen aber die Bestandteile (§? + G de 
und § x @/c? des symmetrischen Energie-Impulstensors. Nach der spe- 
ziellen Relativitatstheorie — die wir jetzt ausdriicklich herbeiziehen — sin 
aber auch Massendichte und Impulsdichte Bestandteile eines metri-- 
schen Materietensors (wir wollen ihn u;, nennen), der zusammen mit dem _ 
Energie-Impulstensor des Feldes einem Erhaltungssatz geniigt. Der Ver- 
gleich der Gravitationstheorie mit der Elektrodynamik sieht also folgender- 
mafen aus: Das elektromagnetische Feld hangt an dem Vierervektor vo 7 
Ladungs- und Stromdichte (g i/c) und iibt Kriafte auf den Trager solcher 
Dichte aus. Aus beiden Griinden wird es durch einen Tensor zweiter Stufe 
beschrieben, und es geniigt ein schiefsymmetrischer Tensor (€, 8). Das 
Gravitationsfeld hdngt an dem symmetrischen Tensor der Materiedichte 
(uj ,) und tibt Krafte auf den Trager solcher Dichte aus. Es muB beschrieb e 
werden durch einen Tensor dritter Stufe (Tj, j) und es geniigt vielleici ut 
einer, der in zweien der Indizes symmetrisch ist. Das gébe 40 Komponente n- 
des Gravitationsfeldes. Wahrend die elektromagnetischen FeldgréBen sick 1 
auf einen Vierervektor der Potentiale (V, 2) zuriickfiihren lassen, kénnen 
wir beim Gravitationsfeld die Zuriickfiihrung auf einen symmetrische on 
Tensor der Viecieters ( Aj) erwarten. ‘phapsioe: die allgemeinen Gleichur n- 


die Gravitationsgleichungen wegen der Schwerewirkung der Energie d des 
Feldes nichtlineare Glieder enthalten. 


Die spezielle Relativitatstheorie lehrt ferner Langenanderungen bewegt ter 
Mafstabe und Gangiinderungen bewegter Uhren. Schon wenn man_ 
der Beschreibung der Vorginge in einem Karussel iiber die Newronsche > 
Niherung Sica will, muB man beriicksichtigen, da® der mit starren _ 

’ My ? is ° 
ask 2 


a ee alae . hoe 

ye e Umfang des 3 ee pA ae als as Qn nate 
mit den gleichen Ma8stiiben gemessenen Radius. Eine solche vere) 8 
derte Metrik kann — zunichst unter Beschriinkung auf den raumlichen © 
Tei — erfabt werden, indem man das Quadrat der mit starren Kérpern 
yemessenen infinitesimalen Liinge ds durch irgendwelche drei Raum- 


FP iccinsten x}, x, 28 in ‘der Form 


og TAT ds* = 2 ST g;, ax da* (£5) 
h 


a i 


asdriickt. Unter Hinzunahme der Zeit ist der in der speziellen Relativitats- 


“theorie maBgebende Ausdruck- 


. , 
sf 4 
- 


iw — dP — de® = de? da? — dr! det — da? dz? — da de’ 


ay 
A 


bye 
di 


ch den allgemeinen Ausdruck (15) zu ersetzen, wo 1, k jetzt von 0 bis 3 
Die Metrik wird also durch den symmetrischen Tensor Zin be- 
eben. 


_ Schon beim Karussel in der NewtTonschen Mechanik sahen wir den 
gen Zusammenhang yon Gravitationsfeld und Metrik; die Metrik gab 
oh 1 des Gravitationsfeldes an. Jetzt kénnen wir uns nicht mehr 
auf rechtwinklige Koordinatensysteme beschranken, wir miissen Grund- 
-gleichungen suchen, die fiir beliebige krummlinige Koordinaten gelten. 
Diese Grundgleichungen miissen die Feldgrépen g;, der Metrik und die 
- Feldgréfen oder Potentiale der Gravitation A;, mit dem Materietensor 
u;_ verkniipfen. 


t 


t 
A 
J 


9. Erysteins Theorie. Ernste1Ns Grundgedanke fiir die Aufstellung 

- dieser Gleichungen war — neben der Forderung der Invarianz gegen be- 
! _liebige Koordinatentransformationen — die Annahme, da sich im infini- 
esimal Kleinen zu jedem Gravitationsfeld ein Bezugssystem angeben 1aBt, 
in dem keine Gravitationskrafte auftreten (genau so, wie in einem geeig- 
-neten Bezugssystem die Tragheitswirkungen wegfallen). Das bedeutet die 
- Gleichsetzung der metrischen FeldgréBen g;;, mit den Gravitationspoten- 
‘tialen. Ein Fallenlassen dieses Erysteryschen Aquivalenzprinzips — etwa 
~ durch Zuriickgehen auf die mildere Forderung, da® homogene Gravita- 
tionsfelder wegtransformiert werden kénnen — lieBe noch weitere Méglich- 
_ keiten von Theorien der beiden Felder — des metrischen und des Gravita- 


ba ionsfeldes — zu. 


~ Die mathematische Aufgabe der Aufstellung der Erysretnschen Glei- 
P ghungén des Gravitationsfeldes ist durch unsere Betrachtungen nicht er- 
ie worden. Dazu braucht man nach wie vor die Untersuchung der {Sots 


ag vi ah e 3 
. Transformation: krummlinige: Ko 

x oa ins ferentation (mittels der Curisto 
a: a ne des RreMANN-CHRISTOFFELschen Kriimmungste % 
at sti die Newronsche Theorie bedeuten, laBt sich ohne dieses schwier ig sha rt 
a habende mathematische Werkzeug eine Naherung angeben. eS i. 


me 
eee £ 


‘Die von Einstein gegebene lineare Ndherung, die die Abweichung n 
der g;z von +1 durch verzégerte Potentiale ahnlich wie in der Elektr od 
- ——s mik ausdriickt, entspricht nicht dem linearen Anteil der Gleichungen | 
_ ~~ Vielmehr sind die Verkniipfungen der Feldgré8en mit den felderzev n- 
ay den Massen etwas anderer Art. & 


<TF 
en 
at 


: _ Die Ernsternsche Naherung? fiir langsam bewegte, spannungsteie Materie 
ts kann in der Form geschrieben werden: a. 


1+27 A, A, 


mit den Nebenbedingungen 


ae : 
— ¥ a asa 0 4=0 


(Qt ae. y =—A,, dA? =—A,, A* =—Asy wsammen). Als B 
gung tri 


auf, wo 


ist. Die Feldgleichungen 


—V+eav= &ryp 


~ Tae CAN = 167yp— ° 


\ Ba ty ) + Vgl. etwa v. Laur, M.: Die Relativititstheorie, 2. Bd., § 20 es 1 
es 2. Aufl. 1923), Mit dieser Naherung hat H. Tuirrinc die Tragheits kra 
mate rotierenden Bezugssystem berechnet (Phys. ZS. 19, 33 (1918); 22, 29 (1921) 

F i ‘ty Rie, Analogie zum elektromagnetischen Feld hingewiesen (Hea 
4 ‘ be 
Aah. ; 


i 


4 ’ . - g : . is 


| 


- 
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; sind von (12) verschieden. Im Falle, da8 V vernachlassigt werden kann, lauten sie: 


ae . b 
— 25 + wt G = — l6ryy— 
div § =— 4ryn. 


Mit einer anderen Schreibweise 


1427 44, 4A, 4A, 
tA 1 BY 0 0 
dik — 
4A, 0 8} 0 
4A; 0 0 hg PM 


hat man zwar die Nebenbedingung 
is ‘ 
= V+ div =0 


und die Feldgleichungen (12) auf die linearen Glieder beschrankt, aber die Be- 
schleunigung ist jetzt: \ 


T=F+~f+—x4G. 
Cc c 
Auch der Vergleich strenger Losungen der E1nste1nschen Gleichungen 
mit unserer Modelltheorie ist lehrreich. 
Nach dem ScHWARzSCHILDschen Ansatz! 
dst = ft2dt — dr? — 7? (d9 + sin? $ dq?) 


fiir das Gravitationsfeld auBerhalb einer kugelsymmetrischen Masseverteilung 
ist die mit Eigenzeit und MaBstab gemessene radiale Beschleunigung eines 
K6rpers geringer Geschwindigkeit 


Von den Feldgleichungen 
(af)! = 0 


/ 2 / / / : 
WTC ee S - EC HO 
k6nnen wir die zweite durch 


Ja (r? FY —= =0 (16) 


1 Vgl. etwa v. Lave, M.: a. a. O. § 22 (S. 209 der 2. Aufl.). - Wevt, H.: Raum, 


_ Zeit, Materie § 31 (S. 229 der 4. Aufl. 1921). 


L=— 


a2 Veo—a) 


é 


an ‘Stelle v von (4) lésen (a, 7m sind Integrationskonstante).. Das erste) GI ed 
ist die naturgemaBe Definition der Divergenz eines in der r-Richtung lie 
Vektors § = Ft/r, namlich Zunahme d(4x 7? F) des Feldfiusses durch eine | 
y = const dividiert durch Zunahme 4x7*4dr des Volumens dieser Kugel (mi 
MaBstaben gemessen). Mit dieser Definition der Divergenz lautet digs rlei 
chung (16): 


- 


div} —SR?= 0. 


_ Die in der ScHWARZSCHILDschen Lésung auftretende Feldglei 
weicht also von der unserer Modelitheorie 2 in einem road 
statt 14) abe 


‘Die Wntirinvickouitt t in idealen Gasen als 
gaskinetische Transporterscheinung. 


4 Ta Von 
' Max Konuer, Horb a. Neckar. 
, (Eingegangen am 25. Oktober 1946.) 


Kurze Zusammenfassung. 


Pie phanomenologische Mechanik deformierbarer K6rper liefert bekanntlich fiir » 
ein Gas zwei Reibungskonstanten. Die 2. Konstante ist der Koeffizient der sog. 
Bobereibune: Sie wird in maBig verdiinnten einatomigen Gasen streng gleich 
Null. In mehratomigen Gasen ist he Wert im allgemeinen von Null iexschieden 
Pigusmitare wird die Berechnung der Volumreibung fiir ein einfaches Molekiil- 
“modell mit inneren F reiheitsgraden durchgefiihrt. Es ist dies das ideal rauhe 
, Kugelmolekiil, wo die innere Bewegung nur aus Rotation besteht. Fiir dieses 
Molekiilmodell wird die Volumreibung nach den Cuapman-Ensxocschen Metho- ~ 
| den i in 1. Annaherung ausgerechnet. Es ergibt sich, daB der Koeffizient der 

_ Volumreibung infolge Rotation der Molekiile immer mindestens von derselben 
_ GroBenordnung ist wie der gewohnliche Reibungskoeffizient, auBerdem besitzt 
_ er dieselbe: Temperatur- und Druckabhangigkeit. Die Volumreibung tritt in Er 
scheinung in der Akustik bei der Schallabsorption und in der Gasdynamik. Sie . 
_liefert einen Beitrag zur sog. klassischen Schallabsorption, der beim rauhen 
~ Molekiilmodell i immer mindestens 20% der aus der KrrcuuHorrschen Formel bei 
_ alleiniger Beriicksichtigung von gewohnlicher Reibung und Warmeleitung fol- 
_ genden Schallabsorption ausmacht. Dieses Ergebnis steht in guter Ubereinstim- 
“mung mit verschiedenen Schallabsorptionsmessungen an mehratomigen Gasen. 


: sey. T eil: Berechnung der Volumeiskositat in mdfig verdiinnten, einfachen 
Gasen unter Voraussetzung. nichtangeregter Schwingungsfretheitsgrade. 


tt Einleitung. Es ist schon lange bekannt!, daB die phanomenologische = 
_ Mechanik deformierbarer Kérper fiir ein Gas oder eine isotrope Flissig- 
_ keit 2 Reibungskonstanten liefert. Bedeuten namlich u; (i = 2, y, 2) die 
- Komponenten der Strémungsgeschwindigkeit des Gases, Py (b, 054, B) Tht 
- die Komponenten des Spannungstensors, dann gelten im isotropen Korper aN 


bei Annahmie von linearen Beziehungen zwischen den GréBen P;, und den e, “ 
_ Komponenten des Deformationstensors dj, = + ee + | folgende ~ ya ere 
~ Gleichungen: . | Koy 
Bes: P,,=p— Adiwu—29-dy; Pr=—2nd_ CW +kh=4,y,2). (1) i vy 


. ‘Darin ist p der statische Druck, 4 und 4 sind zwei Konstanten. Die Grobe 1 _ 


| +S >= “é 

1 Siehe z. B. Puancx, M.: ,,Einfiihrung in die theoretische Physik‘; Bd? 2; 
2. Aufl., S. 181, Leipzig 1922. A. SommERFELD: ,, Vorlesungen iiber Theoretische 
2 perk IL Mechanik der deformierbaren Medien“ Leipzig 1945, S. 78. 


entspricht dem oesiahten Be ese effizienten. D ander 

tritt nur bei Versuchen mit Volumanderung in in Ersch esi img 

der Messung schwerer zuganglich. Soweit die siisieaen bagi 
Die kinetische Gastheorie lieferte nun zisdeaich die sog. Max 
Relation?: , 


3rA+2y=0- : "oe 


Dadurch ist die GroBe \ auf 4 zuriickgefiihrt. Diese Bezeichnung entspricl 
auch der Forderung, daB die Summe der Normalspannungen Pr tP, vy 
+ P,, gleich 3 p wird. Es ist nun zweckmaBig, statt der Konstanten 
die Linearkombination 4 + 2/,.7 zu benutzen. Diese werde mit we be - 


zeichnet und Volumviskositat genannt. Dann gilt: ig 


Pus pe dir w—29 (dy —Mfy- div); Py =—24-dy (4H. 


Diesem Zusammenhang entspricht die Dissipationsfunktion: = = 


1 a 
F=p(dy.+ dyytd,.)°+ 2n{ 5 (dae —dyy)?+ (d.— dyy)? + (dyy—4e2) ) 
42 dAdo Pads, 


Mit Maxwells Relation ist p= 0. Unter Berufung auf diese Folgerung 
der kinetischen Gastheorie ist bisher meist der Schritt von der Zweikon- 
stantentheorie zur Einkonstantentheorie vollzogen worden. Zuerst a 
BusEMANN? darauf hingewiesen, daB in mehratomigen Gasen die Max 
sche Relation nicht mehr giiltig sein wird. Ferner hat Enskoc® were 
in seiner kinetischen Theorie dichter Gase die Volumviskositat auch scho : 
bei einatomigen Gasen nicht mehr verschwindet. Die folgende ge 
sche Untersuchung ist entstanden, um a Verhaltnisse in maBig ver 
diinnten Gasen zu kliren. , a 

Im Falle p = 0 gibt es nach (3a) Defietiatihessietenaiiae die reib ungs- 
frei sind. Fiir diese ist: d,,=d,,—=d,,. Bei nichtverschwindender am: 
viskositiit sind derartige Strémungen nicht mehr frei von Reibungsver 
lusten.” ¥ 

Die Maxwellsche Relation (2), die auch aus Enskogs und allen ande 
vorhandenen Formen der kinetischen Gastheorie folgt, ist streng nur 
einatomige Gase richtig, wo die Energie der Gasmolekiile ausschlieBlich 
aus Translationsenergie besteht. In mehratomigen Gasen dagegen jah 


a MAXWELL, ir C.: Philos. Trans. Roy. Soc, 157, 49 (1867). 

* Busemann, A.: Handbuch der Experimentalphysik, Bd. IV, 1. Teil ,, 
dynamik‘', S. 858, Wien-Harms. 

: ENskoa, D.: Kungl. svenska Vetenskaps akad. Handl. 63, Nr. & (1922) 
ae (Zeitschrift der Schwedischen Akademie der Ingenieurswissenschaften) 1944 

eft 6. : 


* BoitzMANN, L.: Wiener S.-B, 73, II, 538 (1876). tf 
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die endliche Einstellzeit der Energie der inneren Freiheitsgrade zu zusiitz- 
licher Dissipation, die sich unter gewissen einschrankenden Bedingungen 
makroskopisch vollstandig durch einen positiven Wert der Volumviskositiit 
im den hydrodynamischen Bewegungsgleichungen beschreiben laBt. Die 
Relation (2) ist nicht mehr giiltig. Besondere Bedeutung besitzt nun der 
einfachste Fall, wo neben der Translationsbewegung nur Rotationsfrei- 
heitsgrade angeregt sind. In diesem Fall besitzt man niimlich ein quan- 
titativ auswertbares Molekiilmodell, das der ideal rauhen und ideal elasti- 
schen Kugel. Fiir dieses Molekiilmodell ist von Prnpuck! die Reibung 
und Warmeleitung nach den Methoden von CuApmMAN-ENskoG berechnet 
worden. Nach denselben Methoden-und in derselben Annaherung wird im 
folgenden die Volumviskositit eines solchen Gases berechnet. Man erhilt 
so einen Koeffizienten der Volumreibung, der immer mindestens von der- 
selben GréSenordnung ist wie der gewohnliche Reibungskoeffizient und 
dieselbe Dichte- und Temperaturabhiangigkeit besitzt wie letzterer, solange 
die Rotationsfreiheitsgrade voll und die Schwingungsfreiheitsgrade noch 
nicht angeregt sind. In mehratomigen Gasen tritt daher die Volumviskositit 
als selbstandige TransportgréBe neben die gewdéhnliche Reibung und 
_Warmeleitung. 

Sind auch Schwingungsfreiheitsgrade angeregt, so werden die Verhilt- 
nisse durch die Uberlagerung verschiedener Effekte uniibersichtlicher. 
Darauf und auf den Fall von Gasmischungen soll in einem spiteren Teil 
der Arbeit eingegangen werden. 

‘Bei gewohnlichen Reibungsversuchen entzieht sich 4 der MeBbarkeit. Die 
Existenz der Volumreibung macht sich aber in der Akustik und der Gas- 
dynamik bemerkbar. Quantitative Werte fiir die Volumreibung kann man 
z. B. aus Schallabsorptionsmessungen an ebenen Wellen in Gasen erhalten. 

Historisch ist noch zu bemerken, daB der EinfluB der endlichen Einstell- 
zeit der Rotationsenergie auf die Schallabsorption zum ersten Male von 
Jeans? an Hand eines speziellen Modells fiir zweiatomige Gase untersucht 
wurde. Als Einflu8 fand er den eines um etwa 15% erhohten Reibungs- 
koeffizienten. Allerdings fehlt bei inm die Deutung des Effektes durch die 
Volumreibung: Der Einflu8 der endlichen Einstellzeit der Schwingungs- 
energie auf die Schallfortpflanzung in Gasen (Absorption, Dispersion) ist 
theoretisch und experimentell Gegenstand einer groBen Anzahl von Unter- 


- suchungen geworden®. In neuerer Zeit hat Merxner* hervorgehoben, dab 


gewisse in Gasmischungen mit anregbaren Komponenten auftretende 
Schallabsorptionsglieder formal einer Volumviskositaét zugeschrieben wer- 
den kénnen. 


1 Pyppuck, F. B.: Proc. Roy. Soc. A 101, 101 (1922). ; 

2 Jeans, J. H.: ,,The Dynamical Theory of Gases‘, S. 302, Cambridge 1904. 
3 Siehe z. B. KneseEr, H. O.: ZS. f. techn. Phys. 16, 213 (1935). 

4 Merxner, J.: Ann. d. Phys. 43, 470 (1943). 
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Se or $ 1. aeeneme Sic os sone 
hae rene Wenn die Zeitdauer aller aR etal 8 nee He ee 


| is ___ kleinen Bruchteil der gesamten Lebenszeit eines Molektls enamad 
2 it ~. ist der Impulstransport pro-cm® und pro sec in einer Molekiilgesa ™ 
ae niherungsweise gegeben durch die gaskinetiac le Formel: ; 
ies 
RARE hie Py, =n-m-Vi-V,=0°Vi-Vp (i,k = 2, y,2). 
Re: ty +  Dabei ist n die Anzahl von Molekiilen pro cm%, m die Molekiilmasse und Y % 
--* sind die Komponenten der sog. thermischen Geschwindigkeit der _ Mol 
Nhe ke kiile (d. h. nach Abzug der makroskopischen Geschwindigkeit des Gas es). 

tails 3 Durch Uberstreichen ist die Mittelbildung iiber samtliche Molekiile in 
ae dem betrachteten raumlichen Volumelement ausgedriickt. Die P;, sine 
et x _ die Komponenten des Spannungstensors im Gase. Diesen Pe 
be - kann man zerlegen in einen Tensor mit verschwindender Spur ung 
AEN Kugeltensor. Es ist: . 
poe r=" 3, aH as - : 
s ee sek (7-7, y—y Vi. Bin) + 42 VE 3g ain 4 te 
fs ae wo: f Ik = < Ve, 
aa Die GréBe 5;, bedeutet das WererstRAss’sche 3- Symbol, das gleich. 1 fa 
ae i = k und sonst immer gleich Null ist. Zwischen der mittleren Translation é 
? Gis te energie E,, und der GréBe II besteht der Zusammenhang: y 
Be. t 1 

Fy = nema 3 
Bia Pk a eee Ba. 
og hesue e Die GréBe II ist der arithmetische Mittelwert von Poo Pig und P,,. In 
22 bess einatomigen Gas ist auch im Nichtgleichgewichtszustand die Ls Ta 
Bae a ein Mab fiir die mittlere Translationsenergie. Es ist: 

rot — : yp? 7" k.T  (k = Boltzmannkonstante). . 


z Nach (6) ist damit IT stets proportional zu 7, und zwar ist: 
re l=an+k-T. 

. Dies ist aber die Zustandsgleichung fiir das ideale Gas und damit Il der : 
ne statische Druck. Im einatomigen Gas ist daher unter der Vorau ssetz é 
One maBiger Verdiinnung der arithmetische Mittelwert der Hauptdrucke s 
it? gleich dem aus der Zustandsgleichung folgenden Druck. Dies entsp 
Reha Y der Giiltigkeit der Maxwellschen Relation. Abweichungen von diesem | : 
a, , halten ergeben sich in dichten Gasen, wo die Gleichungen (4) nicht mt chr 
pea giiltig sind, da neben dem gewohplichen Impulstransport zwisch« 
ZusammenstdBen der Impulstransport beim ZusammenstoB wichiiae 
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wu 


Im Fall der mehratomigen Gase kommt zur Translationsenergie noch 
die Energie der inneren Freiheitsgrade. Ist f die Anzahl der angeregten 
Freiheitsgrade, so tritt an die. Stelle von (7) die Beziehung: 

E, + E,=Ln-e-7. (7a) 
Aus (6) und (7a) folgt nun nicht mehr (8), sondern: 


é » &: 5 
| A a. Erereit ay = 
| H=n.k. 7+ =| (f—3)" |. (9) 
‘Nur wenn das Glied in der eckigen Klammer verschwindet, ist die Volum- 
viskositaét Null. Dies ware der Fall, wenn auch im Nichtgleichgewicht: 
— nkT 
2; =¢—3) 
Energie 1/,k- T entfiele. Diese Annahme ist bei endlicher Einstellzeit der 
‘Energie der inneren Freiheitsgrade im Allgemeinen nicht erfiillt. 

Im folgenden Paragraphen wird der Zusammenhang zwischen der end- 
lichen Einstellzeit der Rotationsenergie und der Volumviskositat an Hand 
‘des rauhen Kugelmolekiilmodells gaskinetisch untersucht. 


- 


d. h. im Mittel auf jeden inneren Freiheitsgrad noch die 


§ 2. Berechnung der Volumviskositat fiir rotierende Kugelmolekiile. 


_ Wenn die Molekiile innere Energie besitzen, so muB man neue Variable 
einfiihren, um die innere Bewegung zu beschreiben. Die  Verhiltnisse 
‘werden dann verwickelt mit Ausnahme der allereinfachsten Falle. Wir 
-betrachten hier nur das Modell der ideal rauhen und ideal elastischen 
‘Kugel. Solch ein Molekiil besitzt Rotationsenergie als innere Energie, 
die mit der Translationsenergie austauschbar ist. Dieses Molekiilmodell ist 
zuerst von Bryan! betrachtet, und von Prnpuck? mit Hilfe der ENsKoc- 
‘CuHapmMaAnschen Methoden behandelt worden. Ausfiihrlich ist die allge- 
‘meine Theorie bei CHapMAN und Cow Line? entwickelt. Dieses Modell 
besitzt den groBen Vorteil, daB man keine Winkelvariablen bendtigt, um 
‘seine Orientierung im Raum festzulegen. Ein anderes Modell ist von 
‘Jeans? betrachtet worden. In diesem Modell ist das Molekiil ebenfalls eine 
Kugel, deren Schwerpunkt aber nicht mit dem Kugelmittelpunkt zusam- 
‘menfallt. Jeans beschrankte sich bei seinen Untersuchungen auf den Fall 
kleiner Exzentrizitaten, wodurch der Austausch zwischen Rotations- und 
Translationsenergie langsam erfolgt. Dadurch verliert dieses Modell an 
praktischem Interesse. AuBerdem gab Jeans keine exakte Theorie der 


-Transporterscheinungen. 


_ 1 Bryan: Brit. Assoc. Reports p. 83 (1894). 
| 2 Prmpuck, F. B.: s. S. 759. 
3 Cuapman, S.u. T. G. CowxiNne: ,, Theory of the Nonuniform Gases‘*, S.199, 
‘Cambridge 4939. 
fe (HANS, J.H.: s..5. 759. 
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tialkrafte auftreten im Beriihrungspunkt der beiden ‘Kugeln 


dem Durchmesser o und dem Tragheitsmoment /. Dann ist die dimen 


Entsprechend nach dem StoB: 


: sb fk oe ne ic | - 
- Die Peaneating ideal Paulie’ ae i deabolaotacter Kugel 
so zu verstehen, daB beim ZusammenstoB zweier Molekiile auch Ta 


die Relativgeschwindigkeit der Beriihrungspunkte der beiden Kugeln bei im 
StoB sich durch den ZusammenstoB genau umkehrt. yea 

Zunachst wird im folgenden die allgemeine Theorie fiir dieses Modell 
gegeben, wie sie yon Pippuck' und CHAPMAN u. Cow? entwick t 
wurde, Erst bei der Berechnung der Volumviskositat treten neue Gesic its S- 
punkte auf, die unsere Ableitungen von denen der obigen Autoren u iter: 
scheiden. io) Mi 


Wir betrachten den ZusammenstoB von zwei Molekiilen der Masse m 


sionslose Zahl durch die Gleichung definiert: 


~ KT : na 
%= mot’ 4 


Diese Zahl kann nur Werte zwischen 0 und 2/, annehmen. Der W Vert 
%=0 entspricht dem Fall vollstandiger Konzentration der Masse a 
Kugelmittelpunkt, und x = 2/, dem Fall vollstindiger Massenkonzentra- 
tion an der Kugeloberflache. S 

Vor dem StoB seien 9,, 93 und 1, Ww, die Linear- bzw. Winkelges 
digkeiten der beiden zum StoB gelangenden Molekiile. Es bezeichne 
Zeitintegral der Kraft, die das 1. Molekiil auf das 2. Molekiil 
Berithrungspunkt ausiibt, und es sei f der Einheitsvektor in der Rich g 
vom ‘Mittelpunkt ee 2. Kugel zu dem Mittelpunkt der 1. Kugel. $ 
0}, 9, bzw. wij, W 5 die entsprechenden Geschwindigkeiten = de n 
StoB, so gelten ee des Impuls- und Drehimpulssatzes die Gleichu igen 


Bezeichnet B,, die Relativgeschwindigkeit der Rersycmieepanits vor lem 
StoB, so ist: 


B= e—Y i—Flem |— [tw]. 
Vi =v —v, —$[em J— [t=]. 


+ Pippuex, FF. B.2.s.-S: 769; 
* CnapmMan, S. u. T. G. Cownrne, Theorie usw. S. 199, : 


as ere =, ee Ww ie 


--2.5+2,.[tresi} es Se 
us folgt | . ay aie 
Bee shins) ay - : 
a a= +7 (xB, +E (ER) | (12b) ie 
= v= %— 4, (xB, + F(EB,)) re (120) co 
Ww; = W, — Seeds (124) 5 - 


nie iten 9} 


mV? + IW? ye Salen 


= (mI) ee ei Te 13a) =Car 
fo=n- QxkT> e ; (13a) eae 


ierin B= »—u, wou die mittlere Geschwindigheit der betrachteten _ Saree . 
ile ist und YW — w — wo, wobei wy die mittlere ek ag Site Basta. 
‘der Molekiile bedeutet. 

ve m 1 Nichtgleichgewichtszustand wird die Werteliumerirnk ior von (13a) eta 
aby weichen . Sie 14Bt sich auch aus einer Boltpneuneleichung bestimmen. rhe 
Di 3 se lautet allgemein: 


Br tO wad + Gere N= (Flame OF AM 


n ist § die auBere Kraft pro Masseneinheit, die auf die Molekiile Ri spasineg 
os und grad, bedeutet Gradientbildung im Geschwindigkeitsraum. Der eee 05 
StoBoperator rechts ist bei kleinen Abweichungen von der Maxwellvertei- eat cag Se 
naherungsweise linear. Bei seiner Berechnung ist zu beachten, daB zu 2 yee 
nem beliebigen StoB, der durch den Einheitsvektor f charakterisiert ist, ert 5: 
allgemeinen kein inverser StoB existiert, der zu —f gehért und die 
richenen Geschwindigkeiten in die ungestrichenen tiberfiihrt, wie dies as. ft 


ichtrotierenden Molekiilen der Fall ist. “ Oe 
ei der Lésung der Boltzmanngleichung (14) geht man so vor, daB man. an ie 
die ungestérte Verteilungsfunktion fy einsetzt. Zu diesem Zweck "a uh Re 
49% "(ie 

f=. Pj 

ee 

bik 3 


« ’ aT es (3 
aus | \ 
P14 ae ae Se: {at oe Vy see) i 


of Oly uy sos ; 
sa ton tl py Cy +Viz; i 
ABE v2 yum 2% a 
Ae (V. eee: Va By hs Ve se, |- 0 f. a (i 


ah: 
POSES Darin ist D/Dt eine Abkiirzung fiir den substantiellen Operator = 3 Fi 


Bre ars eee yg + ey Nun setze man auf der linken Seite ve 
A P, . 
at f=f,. Dann treten dort die substantiellen Ableitungen von me 


und T auf. Diese ersetzt man nun gemaB den Bewegungsgleic 
1. Fs pine d. h. unter Vernachlassigung von Reibung men 


Dy a 
ena ; ai tg 4 grad p ; ; Di = aT av 


Molekiilmodell zwangslaufigen Annahme von 6 Freiheitsgraden, 
Cy/Cy = 4/3. Zu den Gleichungen (16) tritt noch eine weitere Bezie 
fiir die substantielle Ableitung von tv». Diese erhalt man aus einer ¢ 
Integration aus (15) zu gewinnenden Mittelwertsgleichung. Diese li 


: Dy Wy _ 
f Di aid 0. 
on i 5; é Mit (16) und (16a) lautet dann die Boltzmanngleichung naherungs 


ie teal (Vea) tam V, V (e+ a Ee 


+ pp (m V2 —1W2) div ul ~0f. 


Da im folgenden nur Reibungseffekte interessieren, sind in (17) alle G 
der, die proportional zu grad 7 und proportional zu raumlichen Able 
tungen von WW, sind weggelassen. e 
Diese Gleichung steht in derselben Form bei CHAPMAN und Cow 

Fiir die Verteilungsfunktion machen wir nun den Ansatz: 


f=fod+®). 


Damit die Gréfen p, Uo, 1) und T auch im gestérten Zustand noch i} 
Bedeutung der Dichte, der mittleren Linear- bzw. Rotationsgesch 


4 es « 


, Boe" 


ee ae os 
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keit und der Temperatur als MaB fiir die mittlere Gesamtenergie bei- 
behalten, mu8 die Funktion ® folgenden Bedingungen unterworfen werden: 


SJ fo D dB dW = ff fj, O VAB dW = ff f, OW AY aW—0 (19a) 


und 
Jf too (FE v2+ 12) aB aw—=0 (dB =aV,.dV,.dV, usw.) (9b) 


Die Bedingungen (19a) stehen auch bei CHAPMAN und Cow.iNG. Die 
Bedingung (19b) weicht aber von der entsprechenden dieser Autoren ab. 
Wahrend (19b) zum Ausdruck bringt, da8 die in f) stehende Temperatur 7 
ein Ma® fiir die mittlere Gesamtenergie auch im Nichtgleichgewichts- 
zustand sein soll, verlangen jene Autoren, daB 7 ein MaB fiir die mittlere 
Translationsenergie im gestérten Zustand wird. Letztere Forderung ist 
aber weniger naheliegend als (19b), da nur die Gesamtenergie eine In- 
yariante gegeniiber ZusammenstéBen ist. Zum Vergleich betrachten wir 
noch einmal den Fall des einatomigen Gases. Im thermodynamischen 
Gleichgewichtszustand ist die Verteilung der Energie auf alle 3 translato- 
rischen Freiheitsgrade gleichmaBig. Im Nichtgleichgewichtszustand be- 
trachtet man auch die Temperatur 7 als ein Ma8 fir die gesamte Trans- 

tionsenergie, nicht etwa fiir die Translationsenergie einer Bewegungs- 
ec. denn nur die gesamte Translationsenergie ist bei Zusammen- 
stoBen invariant, nicht die Teilenergien. Da der StoBoperator in (47) 
linear ist, machen wir fiir ® den Ansatz: 


(20) 


; ink = <x, Ys z 
Damit wird aus (17): 

iB. —2¢| ml v.V,—1V2-3..)4+20nV2—IW? 8, Hi, k= 24 

0 By =F m ViVp 3 - OiR} ru ) Sin (1, L,Y, 2) ( ) 


a die Spur eines Tensors invariant ist gegen beliebige Drehungen des 
oordinatensystems, laBt sich (21) aufspalten in 2 Gleichungssysteme:  ~ 


1 
OB, = —z7lo (V, V,— a V?- 3] (21 a) 
d 
he 72_ T Wy2 
OC =— Zip mv IW?) (21 b) 
obei 
Bin = Bin + €-8in, UK= 4%, Y, 2). (21 ¢) 


ier bemerkt man schon das natiirliche Auftreten der Volumreibung. 
ahrend die Gleichungen (21 a) die gewohnliche Reibung bestimmen, wie 
man zeigen kann, liefert die Gleichung (21b) die Volumreibung. 


ml 


Als i Poet: im sine. yon Csr 
folgende Ansitze: ; 


und 


‘Diese Ansitze geniigen den Nebenbedingungen (19a), wie man 1 
- nachrechnet. Bei (19b) ist der Nachweis etwas schwieriger. Es ist zu Ze Ze) 
aN 3 daB das Integral: 


fy + Ep a ; 
ff e@—) (,+¢,)e *T dBdB=0. ; 


ey 4 


Dabei ist &, = an VP ant cy = 7° W2. Nun fiihre man im B-Ra m un 
im i Raum je Polarkoordinaten ein und integriere iiber samtliche Winke 

_ Dann ersetzt man die absoluten Betrage der Geschwindigkeiten dure 
- e, bzw. ¢,. Das Integral nimmt dann die Form an: 
he 


T ¢/*.¢.2.de, «de. a 


~ y 
< 


Saco &, +, 


; | f {Gaye 


0 


Vertauschen nun die beiden Variablen ¢, und ¢, ihre Rolle, wodu 
Wert des Integrals nicht geindert wird, so bleibt es von eee 1 
nur mit entgegengesetzten Vorzeichen. Daher muB das Integral den W 
Null haben. CHAPMAN und CowtrinG! machten an Stelle von ae 
Ansatz.C = b, > W? was mit 4 b) nur naherungswei 
einstimmen kann. 
Mit dem Ansatz (22b) geht man nun in die Gleichung (21b) ein, n 
- pliziert mit ¢, und integriert links und rechts iiber alle Geschwindigkeite 
Man erhilt so eine Gleichung zur Bestimmung von c. Das Integral auf d 
ny: rechten Seite laBt sich elementar ausfiihren. Das amie links laut 


. i 


Lie’. 
» 
* 


caer aie 
« 


B= ffl paa =f fff ff CONOR 


pn oe gcosdsin ddd de dB, dB, dW, dW,. > 


he : 
7 ee 
Re: Darin ist {© eine Abkiirzung fiir fy (1 + 0) = f, (1 — 2c (&,—« a v1 
oe his Das Integral liBt sich in bekannter Weise umformen in: 7 re 


* 
*. 
a 


1 Chnarte) S.u. T. G. Cowirne: Theorie usw. S, Dies Gleichung 4 r 


a dB, dB, aw, 


ee ay ? { [ { f (ce 4 <2” — (62) fo) JO G2 g be 


sin $d} do dB, dB, dW, TW. a (23) 


per NER es DPR c og ons sin a9 S de 2, 


In diesem Integral sind die gestrichenen GrdBen wie in den Formeln (11) 
dic GréBen nach dem StoB. 

Bei der Berechnung des Integrals (23) ist nun die Benutzung svigende} 
; es, niitzlich: 


Fae ' ep & 
A(t = (,—e,) iy nae f= n. hae) “CRT, ET, 


(22k T,)'*-(20kT,)" 
in die beiden Hilfsgrafien T, und T,, in folgender Weise definiert dnder 
ae = T (1—2ckT divu); 


mformung (24) ist nur fiir kleine Stérungen der Maxwellverteilung 
piel, eine Voraussetzung, die schon an friiherer Stelle gemacht werden 

. Es besteht die Ungleichung: | 7;, — T,,/T | klein gegen 1. Nach (24) 
eutet also /©) eine Verteilungsfunktion, bei der sowohl die Translations- 
energie als auch die Rotationsenergie nach einem Maxwellgesetz verteilt 


» wobei aber beiden Energiearten verschiedene mittlere Energiewerte. 
< 


Vektor f mit der Richtung der Relativgeschwindigkeit ¢., = ,— 
ar. Es ist | 3 —,!/=g. Nach den Formeln (11a) und (41b) ist: 


el 4 ser: % ei) _ e = 


1s (12a) folgt: 


1 
oe Soil ar (P2— Sn, AWA 


igh) 


8 —o (Goi [Fw ])—5 (Gar lE we) +> Fei my} + T[mi— Coa} 


ji af + & {(mym) —(Fm) (fiv,) 

- id i; ‘ 

“— hun ‘ist die Verteilungsfunktion {© sowohl im Raum der Linearge- 
ind igkeiten als auch im Raum der Winkelgeschwindigkeiten isotrop. 


Bei se grornnen (23) integriere man zunichst tiber die Winkelge- 


peaes 


T= T (A+ 2ckT divu) (24a) | 


ommen. Im Integral (23) sind die Winkel 9 und g Polarkoordinaten ~ 


* Wy re Th caret & ppt | 
=e le (t+ 20088) 5 (axl) — Fan tt wap} 


schwindigkeiten. -Dabei_ faller alle 
ponenten der ‘Winkelgeschwindigkeit & linear sind. Dart 
man tiber 9 und 9. Es folgt so: - Me a ee - . 
is. A(€,)swoe= > ff eo, - gol, -g) 0. im, 
) 4 : 
ah <7 - & f hh . 
a Oo he ee ee “ 
ih 5 i (. UA 2nkT, j en “xt 
- wobei ; : “fe 
rs ; my x. . Chae mp) ites 
| dase § a ede 
_ Die in (23a) restlichen Integrationen werden duteh Einfiih en neu 
Variablen erméglicht. | = a 


Ist G die Schwerpunktsgeschwindigkeit der beiden stoBenden | Molek 
4 und g», wie bisher deren Relativgeschwindigkeit ras vor ¢ a ¢ 
why ch SOUIst J 


a ea ee eee or re SS 


und 


+ 


oe 
ee +e =m [ce 9 +s}. 
Fiir die Funktionaldeterminante gilt: 


ORL : @(G,8n) | 
‘Si ane 6 (BB) — 1° 


Nun fiihrt man sowohl im Raum der Schwerpunktsgeschwindigkeit ; 
auch im Raum der Relativgeschwindigkeit Polarkoordinaten ein. D 
lassen sich die Integrationen iiber die Winkel sofort durchf _ 3 
weiteren Integrationen iiber G und g sind ebenfalls or 
halt auf diese Weise: 


J fe ef €%, a2, 8 = © 


Analog: : . : o_ 


mt , 2 ET 
| fe? *g- dB, dB. = —. —*. 
Y Vx m 
Damit ergibt sich: 
E,— En 2 
r 3(1+x 
A (Ex) stige = in ¢ Oo = ms maa (. 


Aus (21b) folgt damit: 


LP > kT 
By ~ Bem Oe asa 


r 
| 


a a ee eee, ee eee Se See 
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AuBerdem ist 
By + £,=3 nik. (26b) 


Aus diesen beiden Gleichungen lassen sich E, und ie einzeln berechnen. 
Mit Hilfe von (6) findet man so: 


bah 
= 5 Bank. Tt div u. (27) 


Durch Vergleich mit (3) erhalt man fiir die Volumviskositat die Formel: 


nkT 7 (1+)? [mkT\"/: 
rot 7 Fist 7s Me cy ~32 x o ; Tw | ‘ (28) 
Die Auflésung der Gleichung (21a) mit Hilfe des Ansatzes (22a) fiihrt zur 


Bestimmung des gewodhnlichen Reibungskoeffizienten y. Diese ist von 
Pippuck! durchgefiihrt worden, und ergibt: 


, 5 mkT \*t2. (4 +x)? 
ae le) i 
“tag 
Durch Division von (28) und (29) folgt : 
Uo <r 
t. 6 
pi 2%: Te ee 


Da x nur Werte zwischen 0 und ?/,; annehmen kann, so folgt daraus: 


u. 11 
a = 39 > 0.366. (30) 


Die Volumviskositat ist also mindestens von derselben GréBenordnung wie 
die gewohnliche Reibung, und besitzt fiir rotierende Molekiile ohne an- 


_ geregte Schwingungen dieselb2 Druck- und Temperaturabhangigkeit. 


Die Existenz der Volumreibung macht sich bemerkbar in der Akustik 
und Gasdynamik. Quantitative Werte von u,.¢, kann man z. B. aus Schall- 
absorptionsmessungen an ebenen Wellen in Gasen erhalten. Fiir solche 
Wellen ist die Schallabsorption pro cm durch die Kirchhoffsche Formel 
gegeben: 

wo | 4 4 rot. y—1 A A 

Mee eee a eat ap 
Darin ist w die Kreisfrequenz der Schallwelle, a die gew6hnliche Schall- 
geschwindigkeit, ~ = c,/c, und A das Warmeleitvermogen. Dieser Formel 
entnimmt man: Die gesamten sog. klassischen Schallabsorptionsverluste 
setzen sich additiv zusammen aus der gewohnlichen klassischen Schall- 
absorption infolge Reibung und Warmeleitung und der Absorption infolge 
Hinzukommens der Rotation der Molekiile. 


1*Pippuck, F. B.: s. S. 759. 
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~ Der Wert von Alne, schwankt nach (32) zwischen 1,87 und 1,714 fiir ee x<* i 


‘ 20°% der Schallabsorption bei alleiniger Beriicksichtigung von Rei 


~ um 20 bis 50% héhere Absorptionswerte gefunden, als der Kirchhoffsch on 


Diese Ergebnisse sind in Ubereinstimmung mit der Unglei¢hung (33) fi 


me ‘Max Kouer: _ 


eye . oe te 
|Piir Ase rauhe Molekiilmodell ist ‘oak Puig DUCK: a oe es 


A a Ys (37-4 151m + 5022) aR 
Ney. ic 12+ 75% +1012 + 102° 


Setzt man diesen Wert oben ein, und dividiert durch den entsprechet ad a 
fiir Uyo¢, = 0 sich ergebenden Wert, so folgt: er 


_——— > 1.20. 
| My p=0 | 
Der Beitrag der Volumreibung infolge Molekiilrotation zur Schallak 


sorption betragt nach (33) also. beim rauhen Kugelmodell nindeste: ns” 


und Wirmeleitung. . he 


~ 


§ 3. Vergleich mit der Erfahrung. 


An Erfahrungsmaterial, das quantitative Aussagen iiber die 
oder die GréBe der Volumviskositat infolge Molekiilrotation zu machi 
gestattet, liegen m. W. zur Zeit nur Schallabsorptionsmessungen an ebenen 
Wellen unendlich kleiner Amplitude vor. Hier interessieren nur die s E- 
klassischen Schallabsorptionsverluste, die proportional zum Quadrat 4d 
Frequenz sind (nach Formel [31}). Von verschiedenen Experimentatoren is 
gezeigt worden, daB die Kirchhoffsche Formel (81) mit uypoe, = 0 zwar d * 
richtige Frequenz- und Druckabhingigkeit liefert, aber zu kleine Absolut- 


= 
1.8 


_ werte der Schallabsorption. So haben ScuMIDTMULLER', KNupsSEN und 


Oserr’, v. IrrERBEEK und Martens® bei den zweiatomigen O, und | 


Formel (31) mit verschwindender Volumviskositat entspricht. Analog fand 
KELLER‘ bei Ng um 30% und bei Ammoniak um 60% gréBere Absorp pr 


das rauhe Kugelmodell. Bei Ar fand Ketter die Kirchhoffsche For mel. 
mit Urot, = = 0 bestitigt. A 


¥ 
Andererseits sind von ITTERBEEK und Mitarbeitern® bei den Edelgas 
He und Ne stark erhdhte Absorptionswerte gemessen worden, die v ; 
Zimmertemperatur 3 bis 4 mal gréBer waren als der Kirchhoffschen Form lL 
mit Upot, = 0 entspricht. Da die Forderung ujot, = 0 fiir einatomige Case Ase 
eusae richtig sein sollte, besteht hier eine Diskrepanz zwischen Thee 01 ‘ie 


SCHMIDTMULLER, N,: Akust. Z. S. 3, 115 (1938). : 


Knupsen, V.O. u. L. Obert: Journ; Acoust. Soc. Amer. 7, 249 ee 
v. ITTERBEEK, A. u. P. MARIENS: Physica 7, 125 (1940). 
Kevier, H.: Physik. Z. 41, 386 (1940). 


V. IrrernEeK, A. u. P. Martens: Physica 7, 938 (1940); A. y. rrenne 
u. L. Tass: Physica 5, 889 (1938). i 


ot 
2 
; it 

a oe 
5 


a 

i¢: sigkeit der osbra te dad ia A 
mit tener sog. piercer Schallabsorption zu tun hat, — 

H beac Dy, , findet derselbe Autor abnorm hohe Absorptionswerte, die. 


urch: langsame Einstellung der Rotationsenergie erkliren lassen!. In a Rey 
kurzen Notiz hat HALPERN? die Vermutung, ausgesprochen, dak 
gserscheinungen die zusitzliche Absorption i in Edelgasen ver- 

n kénnen, ohne daB aber bisher Rechnungen | dariiber erschienen 


n ungebli bleibt, so ist durch die bisherigen wershche an mehr- $59) 
gen Gasen die Existenz der durch Molekiilrotation verursachten cee ad 
nreibung experimentell sichergestellt. Es zeigt sich, dab das_ rauhe si re: 
In odell eine oft brauchbare Naherung darstellt. ; 


pais qc... J. E.: Phys. Rev. 70. 932 (1946). 
PERN, 0.: Phys. Rev. 55, 881 (1939). 


Behandlung von Nichtgleichgewichtsvorgangen mit 
Hilfe eines Extremalprinzips. 


Von 
Max Koutuer, Horb a. Neckar. 


(Eingegangen am 21. Oktober 1946.) 


Bei kleinen Abweichungen vom thermodynamischen Gleichgewichtszustand ]aBt 
sich der stationare Zustand eines Gases durch das Minimum der bei konstant 
gehaltenem Warmestrom und konstant gehaltener Reibungsspannung zu bilden- 
den Entropieerzeugung durch StéBe pro sec und pro cm® charakterisieren. Dieses 
Variationsprinzip und das Maximumprinzip der Entropieerzeugung durch StéBe 
von Enskog werden verwendet, um mit Hilfe des Ritzschen Verfahrens die Trans- 
portgr6Ben eines Gases zu berechnen. Es zeigt sich, daB die Anwendung des 
Ritzschen Verfahrens zu den Gleichungen von EnskoG-CHAPMAN bzw. BURNETT 
fiihrt. Auch im Falle des Elektronengases kann man die Lésung der statistischen 
Fundamentalgleichung auf die Lésung eines Variationsprinzips zuriickfiihren. 
Uber den Wechselwirkungsmechanismus sind dabei keine speziellen Voraus- 
setzungen notig. Dadurch wird das Problem der Berechnung der Transport- 
gréBen in der Metalltheorie wesentlich vereinfacht. 


I, Teil: Bestimmung der TransportgréBen in einfachen Gasen mit Hilfe 


des Rirzschen Verfahrens der Variationsrechnung. 


Ewnleitung. Bei der Berechnung der TransportgréBen in Gasen (kine- 
tische Gastheorie, Elektronentheorie der Metalle) lést man die statistische 
Fundamentalgleichung im allgemeinen naherungsweise durch einen Po- 
tenzreihenansatz in der Verteilungsfunktion nach einer teilweise der Inte- 
gralgleichungstheorie entlehnten Methode!. ErfahrungsgemaB erhalt man 
auf diese Weise mit wenigen Reihengliedern meist schon recht genaue 
Werte der TransportgréBen (Reibungskoeffizient, Warmeleitfahigkeit, elktr. 
Leitfahigkeit), trotzdem die Konvergenz der so erhaltenen Reihen fiir die 
Verteilungsfunktion dabei entweder unbewiesen ist oder nur sehr langsam 
erfolgt. Dies legt die Vermutung eines Zusammenhanges dieser Lésungs- 
methoden mit dem sog. Rirzschen Verfahren der Variationsrechnung nahe. 
Wenn man sich bei einem Problem der Variationsrechnung Minimalfolgen 
vermittels des Ruirzschen Verfahrens konstruiert, so konvergiert das 
Integral monoton gegen den Extremalwert, ob aber die Minimalfolgen 
gegen die Lésungsfunktion des Variationsproblems konvergieren, bleibt 


* Siehe z, B. Cuapman, S. u. T. G. Cownrne: ,, The Mathematical Theory of 
the Nonuniform Gases‘, Cambridge 1939. 


7. 
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_in jedem Einzelfall Gegenstand besonderer Untersuchungen!. Ein solcher 


_ Zusammenhang der Methoden der klassischen kinetischen Gastheorie zur 
_ Bestimmung der TransportgréSen mit dem Rurzschen Verfahren ist 
_ schon lange von Pippuck® vermutet worden. Im folgenden wird diese 
_ Vermutung bewiesen und damit auch der innere Zusammenhang zwischen 


der ENskoG-Cuapmanschen und der Burnetrschen Lésungsmethode er- 
neut aufgezeigt. 

Den Kernpunkt der folgenden Betrachtungen bildet die Umformung 
der statistischen Fundamentalgleichung in ein Variationsprinzip. Eine 
solche Umformung ist bereits von ENskoG? in seiner Dissertation gegeben 


_ worden. Es handelt sich dabei um ein Maximumsprinzip der Entropie- 


eee ee ee ee ee ee ee 


vermehrung durch St6Be. Die zur Konkurrenz zugelassenen Funktionen 


_ unterliegen dabei gewissen Nebenbedingungen. Neben diesem Maximums- 


prinzip von Ensxoe 146t sich noch ein Minimumsprinzip der Entropie- 
vermehrung durch St6Be formulieren, dessen Nebenbedingungen physi- 
kalisch einfache Bedeutung haben. Die Variation der Entropievermehrung 


ist bei konstant gehaltenem Warmestrom und konstant gehaltener Rei- 
_ bungsspannung durchzufiihren. 


Auf diese beiden Variationsprinzipe kann man nun das RiTzsche Ver- 


_ fahren zur naherungsweisen Loésung anwenden. Der Vorteil des Ritzschen 
| Verfahrens besteht hauptsachlich darin, daB die aufeinanderfolgenden 


Naherungswerte fiir das Integral stets im gleichen Sinne gegen den Extre- 


_ malwert konvergieren. Die Anwendung des Ritzschen Verfahrens auf die 


erwahnten Variationsprobleme fiihrt im folgenden zu den bekannten Glei- 
chungen der Gastheorie. Je nach der Wahl des benutzten vollstandigen 
Funktionensystems erhalt man die ENskoc-CuapmMANschen Gleichungen 
oder die Burnettsche Form der Theorie. Dabei l4Bt sich die Aquivalenz 
der aus dem Maximumsprinzip folgenden Gleichungen mit denen aus 
dem Minimumsprinzip folgenden direkt beweisen. 

Diese Uberlegungen gelten aber nicht nur fiir die Transportprobleme 
der klassischen Statistik, sondern lassen sich auch analog auf das FeRmI- 
oder das Bose-Gas iibertragen. Man kann daher auch in diesen Fallen 
Variationsprinzipe der Entropievermehrung durch Wechselwirkungspro- 
zesse allgemeiner Art formulieren, und auf diese das Rirzsche Losungs- 
verfahren zur praktischen Berechnung der Transportgr6Ben anwenden. 
Das schwierige Problem der Berechnung der Transporterscheinungen in 
der Metalltheorie wird dadurch wesentlich vereinfacht. Die praktische 
Berechnung dieser GroBen im Rahmen der Elektronentheorie der Metalle 
wird im Teil II dieser Arbeit durchgefihrt. 


+ Siehe. z. B. Courant-Hixeert: ,,Methoden der Math. Physik*‘ Bd. 1 (1924), 


sk 57. : 
2 In einem Brief an S. CHAPMAN (1922). Siehe CHAPMAN u. CowLING, S. 386. 


2? Enskoc, D.: Diss. Upsala 1917. 


~—.e 


ae ee 


3 Ree i wet Schon von’ Eanetedert ist die Erase. “aufgeworfen Sais 


Sexi. Paes iona sen Nichtgleichgewichtsvorgaingen eine Funktion gab abe ahn nlich der 
mers - Entropie bei abgeschlossenen Systemen, die im stationaren Tne in en 
a Pebeeceh extremen Wert annimmt. Unter der Annahme, daB die thermodynan isc’ che 
aS arate Wahrscheinlichkeit der Statistik diese gesuchte Funktion ist, hat E. EIN = 
in Kies stern? die Reibungsdrucke héherer Naherung in einem Gas zur Erklé ung 
RS des Radiometereffektes berechnet. Es wird das Maximum der bey rns no- | 
Satis? fh _dynamischen Wahrscheinlichkeit gesucht unter der Nebenbedingung v 

phi revi schwindenden Massenstromes und konstanten Warmestromes. Von. ENs Shy 
sii Sap _ KoG? ist aber gezeigt worden, daB diese Ergebnisse mit den exakten Re ch-’ 
a Pie? nungen allgemein nicht iibereinstimmen. Nur fiir sog. Maxwellmolek sap 
ed a eiegs ies beim ZusammenstoB zweier Molekiile umgekehrt pro- 
a ae 7 portional zur 5. Potenz der Entfernung) liefert diese Berechnungsmetho ‘ te 
ie lant die Verteilungsfunktion 1. Annaherung richtig. Die thermodynamisch 


ai ae a Wabhrscheinlichkeit ist also zur ee von stationaren Ni cht- 


"sea 


gleichgewichtsvorgangen ungeeignet. si ‘ 


Bee Bec Im folgenden wird gezeigt, daB die Entropievermehrung durch Stof 

3 eine Funktion von der Art ist, wie sie EHRENFEST suchte. Sie wird im 

: ms f stationaren Zustand bei konstant gehaltenem Warmestrom und kons a 

pet gehaltener Reibungsspannung ein Minimum. Dies wird bewiesen fiir kleine 

hired _. Abweichungen der Verteilungsfunktion von der Gleichgewichtsverteilun; ng. 

(al Der stationire Nichtgleichgewichtszustand ist also bestimmt durch den 

args extremalen Wert einer Funktion, die als wesentliches Element den Wechsel- 

. oy A wirkungsmechanismus enthilt. Es wird wohl hoffnungslos sein, nach einer 

ee te den stationairen Zustand charakterisierenden Funktion suchen zu wolle: n, 

Reiew, die den Wechselwirkungsmechanismus nicht enthalt. Das unvermeidliche 

BP aie” Eingehen der speziellen Wechselwirkungsgesetze in die Gleichungen fii 

“a ‘ _ die Nichtgleichgewichtszustinde bedingt die Kompliziertheit dieser 

Meow? 7 fe ‘stande gegeniiber den thermodynamischen Gleichgewichten. 

ee 

a Sil, Die Transporterscheinungen in maBig verdiinnten Gasen unter 

“ . i Verwendung klassischer Statistik. an 

Wir betrachten den einfachsten Fall eines einheitlichen Gases mit ki ge 

symmetrischen Molekiilen. Der Fall von Gasmischungen wird in ein 

ces 2 spateren Teil der Arbeit behandelt. 4 

‘ia Die ‘statistische Fundamentalgleichung fiir die Verteitungsfunktion f c 


lautet: 


tk “1 + (w grad f) + (F grad, fp =OF- 


1. Ewnaivpebss P. u. T.; Enz. math. Wiss. IV, 32, 82, Anm. 231% 
* Ernstein, E.: Ann. d. Phys. 69, 241 (1922). 
®* Enskoe, D.: ZS. f. Phys. 54, 498 (1929). 


eae SO aes 
Kraft pro Miia a ee Geutiene: Ret 

ig hwindigkeitsraum, » ist die Molekiilgeschwindigkeit. Dey eee 
sen, oO | eae ae Anderung der Verteilungsfunktion durch StéBe — balan 
ung. Er ist im allgemeinen Fall nichtlinear in f und 1aBt sich i in) “ght 
ao Gasen fiir kugelsymmetrische Molekiile in der Form Bah 
eiben: . 


2) OF=S CK 


cab arin ist g die Relativgeschwindigkeit der beiden stoBenden Malekiie: 
und ¢ sind 2 geometrische Variable, die die relative Lage der stoBenden 
Dd folekiile festlegen, d@, = dv®-dv - dv das Volumelement des Mole- 
kils ti im Geschwindigkeitsraum. oes 
ae a(t) bedeutet » die Geschwindigkeit Lee auf den riences Be ne 
a] Es ist zweckmaBig statt » die thermische Geschwindigkeit 
= yh Vo einzufiihren, WO ¥q (uw, v, w) die mittlere Geschwindigkeit aller 
ekiile des herausgegrifienen raumlichen Volumelementes bedeutet, die. ioe 


th) gbdbde day. 


_allgemeinen Falle eine Funktion von z, y,z und der Zeit t ist. oF pe Bes om 
> eat i 4 


Mit Hilfe der thermischen Geschwindigkeit laBt sich die statistische ae 


amentalgleichung umformen. Sie lautet dann: Ne ¥ 
ATs (@ grad f) + — Pe, grad, ‘| Sex ah 
fi > , ¢ “ ; | . i 
“of cu ov. é, Pye < ‘ 
ae gat Vu aes ou) 5 3 (Va 5e+ Fine Voge tl, 2 Rg Veins $ 


Fleer ev. silo. oe 
mh * 
é a) i), 
De in ist D|Dt eine Abkiirzung fiir den Operator - 4 tus Ua sty re X45 A e 


- Es sei nun 0 @, y, ee hah as » Ve) ecaemae Funkion mt 


ditive Eigenschaft a einzelnen Molekiils sei. Wir silasdevent die =f ewes 
itistische Fundamentalgleichung (1) mit Q-dw@ und integrieren tiber aS 

n ganzen Geschwindigkeitsraum. Ist v die Anzahl der Molekiilen pro - , , ss 
und wird durch Uberstreichung die Mittelwertsbildung iiber alle 4" Re. 
windigkeiten verstanden, so folgt:’ TAS 


: [2 +e etd ]+ Fo. + aw v.80) = f0oide (2) 


art man an Stelle von v die thermische Geschwindigkeit B ein, so wird 
an } , 


776 MAX KOHLER: 


2 0@ +9 Q div ty + div (v BO) —»[ 22+ @& grad Q) + 


+ (ead, ¢ OFS = 2 — (¥ grad u) ay fe _(@ grad v) e —_ 


~@ grado) 72 |= [Q0fde. (2a) 


Von besonderer Bedeutung sind diejenigen Eigenschaften der Molekiile, _ 
deren Anderungen durch StéBe gleich Null sind. Von einander unabhatey 
gige solche Eigenschaften sind: Q =m, m.V,, m+V,, m-V,, m/2 V®. 
Setzt man Q = m, so folgt bekanntlich die Krier dfteactleneaaae (m = 
Molekiilmasse) 


~ 


Di Fe div t= 0. (3a) 


Setzt man Q = m- V,, usw., so folgt: 


Du =< 8PM. OP xz E 
p (5:—3:] see ig pe aa Cite 
mit analogen Gleichungen fiir Q = m-V, und Q = m- 
Mit Q = m/2 V? ergibt sich: (E = ie 
Et bas eu év ou , dv 
Pp; t divgt Pre Gz t+ Py Gy it Pie cov 2) + = 0. (3¢) — 


In den Gleichungen (3a) bis (8c) bedeuten: = v- m die Dichte, P,.,, Pi rs 
usw. die Komponenten des Spannungstensors im Gas und q (qx, Jy Ps den_ 
Wirmestrom. Die Komponenten der Reibungsspannung seien Px, Py USW. — 
Diese GréBen hiingen in folgender Weise mit der Verteilungsfunktion — 
zusammen: 


Pun = Pyx— P=V-m-(Vi— ¥ VF =p (V2—4V%), Pry => V..- Vy usw. 


Die Komponenten des Wiirmestromes: 
m , , 
=ye>- Vt. B= Lf yt. g. 


Im praktisch wichtigsten Fall kleiner Abweichungen vom Gleichgewichts- . 
zustand ist: Ph: 
f= fy 1+ ®). (® <1) ee 

Hierin ist: 3 
mV? 
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die ungestérte Maxwellverteilung mit der mittleren Geschwindigkeit 0» 
und der Temperatur 7 an der betrachteten Stelle. Die GroBe 7 ist dabei 
an jeder Stelle des Raumes definiert durch: (4 = Boltzmannkonstante) 


a mass 3 P 
: — ~2——k.T. (4b) 
Die so definierte Temperatur hat nur noch niherungsweise die thermo- 


-dynamischen Eigenschaften der Temperatur. Mit Hilfe von 7 lit sich 
(3c) umformen in: 


et ys 
hacer | 


Die Funktion ® in (4) ist folgenden Bedingungen zu unterwerfen: 


[ fp Pde = [ fp ®-B-do = | fo - 2 Bda=0. (5) 
Diese Bedingungen sind deshalb zu stellen, damit auch in der gestérten 
'Verteilung die GréBen v, vy und T in (4a) die Bedeutung der Teilchen- 
_dichte, der mittleren Geschwindigkeit und der Temperatur beibehalten. 

Die Gleichungen (3a) bis (3d) sind exakt. 

Zur Bestimmung der Funktion ® setzt man nun in bekannter Weise auf 
der linken Seite von (1b) / =f. Dann treten dort die substantiellen Ab- 
_ leitungen der Komponenten von ¥,, T und ¢ auf. Diese ersetzt man gemaB 
den Bewegungsgleichungen 1. Naherung, d.h. unter Vernachlassigung 
von Reibung und Warmeleitung. Bezeichnen wir diese substantiellen Ab- 
_leitungen 1. Naherung mit D,/Dt, so folgt aus (3a), (3b) und (3d): 


Damit erhalt man fiir die Gleichung (1b): 


fot (Se7— 5 (WB grad log T)+75| \Ve-g "| aut ret VaVy 
(e+ <2) +... fl=or (1¢) 


Der Integraloperator rechts ist im Falle kleiner Abweichungen vom Gleich- 
gewichtszustand naherungsweise linear. Es ist: 


Of=—-29= II [fo @+ ©, —D—,) ghdb dedoy,. (6) 


Zunichst seien noch einige Satze allgemeiner Art fiir den StoBoperator Q 
_angegeben. 


K 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 124. 50. 


Parte amma yt Ratha bose kias racer ine Rea hate 
ee a e fa Ss ey f Na We sa. Sots sb ¥ sm .s K an : RS mt 
ind ¢ etba *unktionen, 
ey “Sind 1 und Po irgendwelche integri re ionen 


a A feaQede— fe2 Rigs “oe oy a 


=) ae feQedo-@e = 0. 
— Setzt man nun in der Mittelwertsgleichung (2) = =k log f, so e gil rt 
sich: ae 
Ssaws— Ff ff fost —loetto ch—tto ab dd tedentont 


Mit: é } Mane, 4 
Fiat [ flog fide, 


~ 


s=—k [ vflogfde. , etal 

_§ ist die Entropiedichte und 3 die Entropiestromdichte. Auf der 
Seite von (8) steht die pro sec und cm® durch StéBe erzeugte E 
menge, die wir mit & bezeichnen wollen. Der zweite Hauptsatz der 
_ lehre verlangt © > 0. Im Falle kleiner Abweichungen vom Gleichgey 
zustand wird: 


PRE “aff { [ree +ei- ® —,)° gb db de dey E 
=k @, ®). Ss 


In der shee ait: Fundamentalgleichung (1c) betrachten wir nur di 
eT a 


~ 
ts 


es baw. —— ~ proportionalen Glieder der linken Seite. Fiir die ande 


2 


Glieder aan die Rechnungen vollkommen analog. Wir machen fii 
den Ansatz: 
2} 1, 
ga (AE ae 5 ee 
m Cx ex 


—. = 
+ Ave Kin 3 
V al pe prs 6 Vria mi ' 
ee : .s wee 
< = ee oe cee - 
4 bd ad * “ . 
; : i's 


Damit laBt sich (Lc) aufspalten in zwei Gleichungen: 


owas S 
> ay 
al 


fo (?— >} = 0.4, 


a 
a 
_—. . 
r 7 
ae 2 
. 
“ 


24 (2—F] =O8. 


a 
“ore 5 
’ 

* 


Darin sind an Stelle von V und V, neue Variable z und & eingefi 


pilicat 


sm FP 2) Spyies 
tir 2 8S Peer 


Pa tre tet 
12x 
me 7 
cal 
| 


4 


ore 


as ~ 
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-Man wei, daB A und B von der Form sein miissen: 


Be MA Sated-&; B=bte» ) (e2 —+}. (9d) 
Jetzt versuchen wir die Gleichungen (9a) und (9b) in Probleme der Varia- 
‘tionsrechnung umzuschreiben. Zu diesem Zweck betrachten wir Vergleichs- 
‘funktionen A, und B, (n= 1, 2,3...) fiir A bzw. B. Diese Vergleichs- 
funktionen sollen wie A und B ie SER unterworfen werden, die den 
a (5) entsprechen: 


[io tos [toAn Vdo=[ fod, V2 .do=0 (10a) 
j (naira 8 cee) 
fipB.do- [fo BAVida= [ioB.-™ Vi.dax0. (10) 


‘Die Funktionen A,, sollen alle gleichem Warmestrom in der z-Richtung 
‘und die Funktionen B,, alle gleicher Reibungsspannung p,., entsprechen. 
x soll also sein: 


Balog T Vs RT [ fo ME AR et oh He) (10¢) 
z ez fal” 5 2 

a n° in (v2— 5 V2) do= Des. (10d) 
: 

Es gibt unendliche viele solcher Funktionen A, und B,. 


_ Folgende Beziehungen ergeben sich aus (a). und (10) bzw. (9b) und 
(104): 3 

(A,, A) = (A, Ap) = (A, A); (By, B) = (B, B,) =B, B), - A1) 
: 

Nun ist nach (7b): 

| (A —A,, A—A,) 20 


asc nach (7a): 
. (A Aye (A, AX) —27(A, A.) 20. 
; Mit Hilfe von (11) wird daraus: 

(A, A,) 2 (A, A). (12a) 
Vollkommen analog findet man: 


Ya (B, B), (12b) 


; 


‘Da (A, A) und (B, B) nach (8c) proportional zur Entropievermehrung 
‘durch StéBe sind, die A bzw. B entspricht, so kann man folgenden Satz 
J Ae 


a 
B 
q 


780 Max Kouter: 


aussprechen: Die richtige Verteilungsfunktion hat die Eigenschaft, dap da 
Entropieerzeugung durch StéBe bei konstant gehaltenem Wadrmestrom und 
konstant gehaltenem Reibungsdruck ein Minimum wird. ~ Be 

Den Ensxocschen Satz der maximalen Entropieerzeugung erhalt man, _ 
wenn man an Stelle der Bedingungen (11) fiir die Funktionen A, und B, 
die Bedingungen: 


(A, A) = (An, Ay); Ca, B) = (B,, B,) : (13) 
setzt. = 
Die Beziehungen (13) lassen sich physikalisch so interpretieren: 
Die Vergleichsfunktionen A, und B,, fiir die Verteilungsfunktion sind 
derart gewahlt, daB die aback? Reibung und Warmeleitung pro sec und ; 
pro cm? entstehende Entropiemenge immer gleich der durch St6éBe pro see 
und cm? erzeugten Entropiemenge ist. 
Bei konstant gehaltenem Warmestrom bzw. Reibungsdruck nimmt also — 
nicht die Entropie einen extremalen Wert an, wie E. E1nstern annahm, ~ 
sondern die Entropievermehrung durch St6Be. Demnach ist also & eine von ~ 
EHnRENFEST gesuchte Funktion, die durch ihren extremalen Wert die Ver- 
teilungsfunktion im stationaren Zustand bestimmt. Die Entropiedichte~ 
wird in unserer Naherung: sl 


S=—k | f-logfdw= Sores [ ® do, 
wo Sg die esate ears im ee eae sein soll. Man kann 


Reibung ae Warmeleitung wicht ya Nisilauntustonts der Entropie : 
und nach der Minimummethode von ¥ zum gleichen Ergebnis fiihrt, 
Sonst sind die beiden Methoden verschieden. wi 

Die Extremalprinzipe von © kann man nun dazu verwenden, um die_ 
Reibungskonstante und die Wirmeleitfiihigkeit eines Gases vermittels des _ 
Ritzschen Verfahrens numerisch zu berechnen. Man geht dabei so vor,” 
da8 man sich Minimalfolgen sucht mit Hilfe von geeignet gewiahlte 
Koordinatenfunktionen. 

In den Formeln (9d) sind die beiden Funktionen a (z*) und 6} (+) zw 
bestimmen. Als Koordinatenfunktionen wihlen wir Polynome in 7%. Die 
zulissigen Vergleichsfunktionen fiir a (+*) und b (<?) in (9d) sollen lauten! 


n 


D> wt) 3 ba) = > dy WO. 


wes Vel 


Ay (F = 


Wo die gy und  Polynome von héchstens dem y. Grade in 72 sind. 
Polynome gy und y sollen nun dadurch naher festgelegt werden, daB sie 


: 7? ese ae 
mit & bzw. (e2 — 5) multipliziert den Nebenbedingungen (10a) und (10b)_ 


ets } 
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inzeln geniigen. Dadurch sind die Polynome noch keineswegs eindeutig 
bestimmt. Folgende Wahl der Funktionen gy und {y entspricht, wie wir 
sehen werden, der Enskogschen Form der Theorie: 


2v43 
ee) rennet o-1,29.-9. ee 


u einer davon abweichenden Form der Funktionen gy und Yy gelangt 
man mit Hilfe der Lacu ERREschen Polynome. 
Wir setzen: 


py) = L959") 5 YP=LLP, (7) (v=1,2,3-.-). (14D) 


Die Li?) (s) sind die verallgemeinerten Lacuerreschen Polynome vom 
Argument s, die in folgender Weise definiert sind!: 


1?) (s) = Bs) a (15) 


Fiir diese LaGurrreschen Polynome gilt die Orthogonalitatsrelation: 


eT ©), Oi ae 0 fe TW+B+4) gn — 
if 35 EY (s) Ly’ (s) ds= 0 fiir p + v und Pot) fiir p=v. (416) 


Die 1. LaGurerreschen Polynome mégen explizite hingeschrieben werden: 


Lori?) — 4, L&ni?) (s) = m2 —s (m=1,2,3 usw.). 


2 
Es ist also: 
5 ; ‘ ee 2 Je 
ee P69 FFP (ts bs. B (e). 


Dabei ist P,, die zonale Kugelfunktion n Grades. An Hand der Ortho- 
_ gonalitatsrelationen fiir die Lacuerreschen Polynome und fiir die zonalen 
Kugelfunktionen iiberzeugt man sich leicht, daB man mit den Ansatzen 
; (14b) die <a oattppatapatal (10a) und (10b) erfiillt. 
Da die @, und Y, dieselben Nebenbedingungen (10a) und (10b) erfillen 
wie die A, und B,, kann man letztere nun darstellen in der Form: 


n 


ni: 3 ae 
Be = oO ODE 5 B= (BF) o> 
v=1 

. i i 2 . a 

= Dap yp ) (a—=}. (i = 4, 2) (17) 
v=1 


1 Siéehe z. B. Macnus, W. u. F. OpernettinceRr: Formeln und Satze fiir die 
spez. Funktionen der Math. Physik, S. 84. Springer 1943. 


ao “tan 
i Saw “i 
Ade 


‘ * pute “ lire aegis 


~~ s¢ 


; : es 
. Die Petit cae 06) be 
eignete Einschrankung der Koeffizienten db 


; 
, 


ne. 
- 


RS die Bedingungen: ete a BS: 
Bi 

iy i 2 2k 
: git aap Ay ee LY ie AV 

Mg bees 
esta bes 
oe | 
ty 5 vf Sri ay - 

ae 

ai-k « 


sk te 


Pex =—kT (B, B)* =—kT (B,,B) = =—kT 


: age te ; a 
wobel: ~ ; ; 


: a= fo ge rea) a Ode: a? =2 fi o(E—3)° edo 


Die Entropievermehrung pro sec und pro cm®* durch StéBe inf alge e d 
Warmeleitungsvorganges ist nach (8c): 


yom _ 2k? i oT ; 
ha! W m TT \ @x “+ (Ay A n) 


und infolge des Reibungsvorganges: 
(n) 
DH R= k (5 ~)* (B n? B n) 


Nun sollen die Extremalprinzipe formuliert werden: 


A. Das Minimumprinzip: Es ist: 


Ny. 3? , : 
la . ; 

Bae ee: (+a ax} =0 

ihe uti] ie — \\" + Gx 


ive bg, Nebenbedingung: qx = const. + the | 
ote ~ Dabei ist 4 ein LanGranGescher Multiplikator. Nun ist die Entropiev 
hv mehrung pro sec und pro cm$ infolge Warmeleitung allgemein: J 
es ar \2_ w tara Oi aed x 
oes ; Bis |r oe -7xy WO as Wiirme eitungsvermégen und w der s spe a 
rhe Widerstand fiir die Warme ist. Der Naherung A,, fiir die Grobe A ents 

i die Entropieerzeugang &”. Diese GroBe wile nun gleich t,/T?~ 
det 7, setzt, wo zw, dann der Mg Naherungswert fiir den Warmewidersta 
‘ rs Geht man mit dem Ansatz (17) fiir A, in die Variationsgleich " 
perhes.4 so kann man schreiben: 


pegs. ; 

} \ 

: . . . 
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M4 . « . . ae 4 es 

f ; > a eu ap $A Pe A) of — Extremum 
4 4, =1 vel 

i n 

e =y 

f ys c\) a) = konstant. 
‘ ot 

_ Hierin ist: 

f Oe \ a od } 

. Gy ag =(€ Pus S of * 


=? 


ae, lle le 


t 


ry ee ee ee tT 
’ 


, 
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(21) 


Nun werden die partiellen Differentialquotienten nach den a gleich Null 
gesetzt. Es mat so das Gleichungssystem: 


7 a 


At) HY” Laas 0" 0) 


ce we 


Gay fy TAR u 


zeae 


Zusammen mit der Nebenbedingung sind dies (n + 


1) Gleichungen fiir 


die (n + 1) Unbekannten c® und 4. Man multipliziere (22) mit oy und 
summiere iiber u. Dann folgt unter Benutzung von (18a): 


Indem man n = 1, 2 


Zahlfolge, die mit zunehmendem n monoton gegen den Grenzwert 


s : oT 
vergiert. Aus (23a) folgt, da fiir n — Unendlich q, = —A=— 


7%) . é ny 


Wa = se 
Ix 


,3 usw. setzt, erhalt man fiir w,, 


An @x 


ha A 


An 
no 


B. Das Maximumprinzip von Exsxoc: Es lautet: 


w 


eel a 


Nebenbedingung: ee 


ym) 1 GA Dues 


n) x 


Vv 


oT 


Ox 


= 0), 


eine abnehmende 


1 
— kon- 


A 


(23) 


Durch eine andere Wahl des LanGranceschen Multiplikators konnen wir 
‘dafiir auch schreiben: 


a (n) 


3 (> Ww 


2 


es 


Ww 


ds 


[2 


oT 


On 


+2’° 0s] = 0, 


0. 


ene | eae eae pee ke BR Ces 208 Bee Beet Se 
: fy = ' . yh. “¥> O eos EAL ¢ ae + 


¢ ae pao . 
‘ f A *) : a < Seta 
. . ‘ a NAS Fee Bm sree 
2 mae By “ 
‘ ae as : 
784 Max Konter: AE a 
Oder: ; “3 
Pies ; 
> tae (i) Ee vo CP oft =* 
‘ E > 46 Cp ep + x 
. P,v=1 v= 
n n 
he i l i (i) (a) 
pa ayy, oF CO > Ce 
U,v=1 ~=—2 


Hier sind an Stelle der kleinen c die groBen CS? geschrieben, um sie yon 
den analogen Gréfen des unter A) behandelten Variationsprinzips zu 
unterscheiden. s 


Die Extremumsbedingungen lauten nun: 

n : 

7 aw, BA af 00) ~ ==) (u oe! {. y ee n). (24a) A 

u,v=1 > 

sichtigung der Nebenbedingung: 
Ne os (24b) 


Dies in (24a) eingesetzt und (24c): 


n a 
Dy ey Ce ae (wu =1,2+-+n). (24e) 
v=1 : 
Damit hat man zur Bestimmung der n Unbekannten C“ genau n Glei- 
chungen. Dies sind genau die ENskoG-CHapmMANschen Gleichungen bzw. 
die Burnettschen Gleichungen, je nachdem man i = | oder i = 2 setzt. 

Den n Niherungswert A,, fiir die Warmeleitfahigkeit erhalt man, wenn 


- ( 5 
man hs gleich ~~" Ge] setzt. Es folgt so: ms 


2h T 2RT Sri) Gi 
dN a aE (455 A,) ee a PR, al). (25) 


vV=1 


Man kann nun beweisen, daB die Werte w,, nach Gleichung (23a) genau 
sean zu den ee sind, so > da also die beiden Merten fiir die 
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_ wo die AD, die algebraischen Komplemente in der Determinante D der 
“aD, sind. 


Setzen wir diesen Wert fiir ¢‘!) in die Nebenbedingung des konstanten 


_ Warmestromes, die zu (22) noch hinzukommt, ein, so ergibt sich fiir .@: 
- Ue : 


‘ep ale 9 ae 
q, =. 247 mae v ae Roki 


m Bio & 
hiya 
Damit nach (23a) und (24c): 
xia ok se @. thie: . ; 
u Rael dy Ay ; 
= Oy Ta os F x CGS 


v=l1 


Dies ist aber der reziproke Wert von (25), womit der Beweis erbracht ist. 
Da die Zahlenfolge w,, (n = 1, 2,3 usw.) eine monoton abnehmende ist, 
so ist A,, (zn = 1, 2,3 usw.) eine monoton zunehmende Zahlfolge. 
Uber die Konvergenz der Minimalfolge A, gegen die Verteilungsfunk- 
tion A sind besondere Untersuchungen notwendig, auf die hier nicht ein- 


_ gegangen werden soll. Diese Frage ist bei ENskoct und BurNETT?® be- 
- handelt. 


Die fiir den Fall der Warmeleitung explizit durchgefiihrten Rechnungen 
lassen sich auf den Fall der Reibung vollkommen analog iibertragen, so 
daB die entsprechende Betrachtung nicht ausfiihrlich wiedergegeben wer- 
den soll. Die ENskoc-Burnetrschen Methoden liefern also fiir verschie- 
dene n als Lésungsfunktionen genau die Minimalfolgen des auf das 
EnskoGsche Maximumsprinzip der Entropievermehrung angewandten 
Ritzschen Verfahrens bei geeignet gewahlten Koordinatenfunktionen, 


nach denen entwickelt wird. Die praktische Bedeutung der Aquivalenz der 


EnskoG-Burnettschen Methode mit dem Rirzschen Lésungsverfahren 
eines Variationsprinzips besteht darin, daB man die monotone Konvergenz 
der Werte fiir die TransportgréBen ohne besonderen Nachweis erkennt. 
Bei vielen Betrachtungen kommt es nur auf die Werte der Transport- 
groBen an, weniger auf genaue Kenntnis der Verteilungsfunktion. Fiir 
solche Probleme ist das Rirzsche Verfahren die adaquate Methode zur 
Lésung der statistischen Fundamentalgleichung. 


§ 2. Die Transporterscheinungen im Elektronengas der Metalle. 


Bei der Behandlung der Transporterscheinungen in Metallen hat man 
es streng genommen mit dem Transportproblem in einer binaéren Gasmi- 


_ 1 Ensxoa, D.: Diss. Upsala 1917. 


2 Burnett, D.: Proc. Lond. Math. Soc. 39, 385 (1935). 


as nate vf - 


: ee. 4s: s 
italy zu tun. toa nat ets Pre ieee NE 6 jes Elel troner 
gases als auch die des Schallquantengases, die miteinander in W 


wirkung stehen, zu bestimmen. Man kann sive Problem aber a 


Stérung des Elektronengases nicht wesentlich geandert wird. Dies pe 
sog. BLocitsche Naherung. Bei den folgenden Betrachtungen wollen: 
uns auf den Standpunkt der BLocuschen Naherung stellen. Eine genau ps 
Behandlung des Problems soll spater erfolgen. Es werde ein Elektroneng: 
in einem Nichtgleichgewichtszustand betrachtet, der wenig von ¢ nell 
thermodynamischen Gleichgewichtszustand abweicht. Im thermody nami- 
schen Gleichgewicht gelte die Fermische Verteilungsfunktion fo: ) 


1 
fp E—thkT, 4 


+ 1 
Die Konstante € bestimmt sich bekanntlich aus der gegebenen Elek ronen- 
dichte. <a 
In der wellenmechanischen Elektronentheorie der Metalle beschreib 
man die Elektronenzustande bekanntlich durch den sog. Wellenvektor &. 
Die Gruppengeschwindigkeit ist gegeben durch: 7 


1 
gradg E 


ie = 


worin & die Energie des Elektrons in Abhangigkeit von den Kompone 
des Wellenvektors % ist und h die Paka te Konstante bedeutet. 


se usw. In Anwexphael 


elektrischen Feldes und von Temperaturinhomogenitaten lautet dic 
tistische Fundamentalgleichung:. 


Operator gradg habe die Komponenten 


* 

AG) grady/) + (v grad f) =Ji (8, HA —A—W RL) FA—P)] dry. 2) 
Hierin-ist dtqy = dM, d dS’, ein Volumelement im s’-Raum, oe Ve 
W (St, &’) die Ubergangswi hee heinlichkeit eines Elektrons vom Zustand § 
nach dem Zustand &’. ate Bedeutung hat W (S’, &). Die GréBe Fj s 
eine Abkiirzung fiir f Ce yr 8 % das elektrische Feld und e die Elen 
tarladung des Elektrons: et verschwindender auBerer Stérung ( - =U 
grad f = 0) liefert die Stationaritatsbedingung: ae 


» WS, &) > fo (L—= fo) = W ®&, &) + 76. A —fo). 7 7 


Diese Gleichung besagt, daB das Produkt W (®, 8’) « fp (L — 6) symmetris 
in bezug auf den gestrichenen und ungestrichenen Zustand ist, Wir cur: ‘ n 
es mit V (8, st’) ab. Es ist also: V (®, ®) = V (W', &). F 


NATGs Ts SS ee eee Tr ee. . 
me a 4 : . ? ,) 
. v mie 
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Nun setzen wir: 
ral 0 1 
$= fo =f, aT fo (1 —fo) + ®. (3) 


Bei Beschrankung auf. lineare Glieder in ® auf der rechten Seite von (2) 
und Beschrankung auf f auf der linken Seite von (2) folgt: 


—|(e3—Terad Si — 4. (v grad) 

. ; . (4) 
ef 1 Pode 5 3 

ae = [} (®, 8’) [© (R) — @ (@)] deg. 


Den Vektor } — “a grad om kiirzen wir mit tab und zerlegen die Lésung 
oe 


' der Gleichung (4) infolge ihres linearen Charakters wie folgt: 


Vv : Lear 
a ei a, Roa ox, -U, ‘ (5) 
e=1 


Die hier zu bestimmenden Funktionen ®, und y, (e = 1, 2,3) sind ab- 
hangig von St,., &,, St., x, y, z- Hiermit laBt sich (4) wie folgt zerlegen: 


—e-z,-~2 =00, (6a) 
—E-2,- 2% 04, (6b) 


Hier ist O eine Abkiirzung fiir den linearen Integraloperator: 


0.® =p | V (S, 8) [@ (@) — (8")] dp. te 


Dieser Operator hat folgende Eigenschaften!: 


1. Fiir 2 beliebige Funktionen ¢, und @, gilt: 
J 919 92 dz = J 92 O 9, dtg = (Po, $1) = (P1 Po), (8a) 


2. [900 dz =(9, 9) 20. (8b) 


- Diese Gleichungen sind vollkommen analog zu den Gleichungen (7a) und 
(7b) des vorigen Paragraphen. In vollkommen analoger Weise zum Fall 


der klassischen Statistik und klassischen Wechselwirkung lassen sich 
2 Variationsprinzipe angeben, und zwar ein Minimumprinzip und ein 


~ Maximumprinzip. Beginnen wir zunichst mit der Umformung der Glei- 


1 Siche Kouzer, M.: Ann. d. Phys. 40, 604 (1941). 


a ons sn k alae 
cite (6a) i in ein ¥ aitaoeepeeAne Zu ad nT 


R | saa ase ah Fm hergestellt, die folgend 


ae 
; an 


2. Die elektrische Stromkomponente J, sei konstant fiir alle 


st) ae J,=—2e shy , PO de, “fi, = const.” 


fo . 
E 


«Dann gilt folgender Satz: 
iy _ Die Funktion ®, ist unter allen zulassigen Vergeichsfankionen 
die derselben Skee Stromkomponente J, entsprechen, diejenige, w 
- Integral (FE (»), F™) den kleinsten Wert verleiht. Dabei ist dieses In eg } 
_ auf einen positiven Faktor identisch mit der Entropicerzengung 
eitent. Wechselwirkungsprozesse der Elektronen mit dem Gitter. Es 
hier ein Satz von der minimalen Entropieerzeugung durch StaBe. 

Der Beweis fiir diesen Satz ist leicht zu fiihren. Multipliziert 
mit F tn} und integriert iiber den &-Raum, so folgt nach (9b): 


(FO, @,) = 22 


Somit also: 

re, ®,) - (®,, ®,). 

Nun ist nach (8b): 

5 5 A M . : - \ . (D, — F®, ©, — F™) > 0, 
be) oder nach (8a): 


‘RA (,, ,) + (FO, F) —2 (FM, ©) > 0, 

2 ‘2 Damit nach (11): 

“ty tay (FO, F™) > (©,, ®,). 2 a 
mag Somit ist der Beweis erbracht. rt . 
a Multipliziert man (4) mit ® und integriert iiber ®, dann folgt: Ww 


RR J, 8) — (4, grad 7) =, ©), 
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_ Das 1. Glied links gibt die Arbeitsleistung des elektrischen Feldes am elektr. 
Strom, das 2. Glied gibt die mit 7 multiplizierte Entropievermehrung 
_ infolge Warmeleitung pro sec und pro cm. Daher steht rechts die mit 7’ 
“multiplizierte Entropieerzeugung = pro sec und pro cm? infolge von 
StéBen. Somit ist also: 

E==-(0, ©), (13b) 


_ Daraus folgt die frither ausgesprochene Behauptung, daB (F™, F) bis auf 
einen positiven Faktor gleich der durch StéBe erzeugten Entropievermeh- 
_ rung pro cm? ist, wenn kein Temperaturgefalle vorhanden. 

Der Fall der Gleichung (6b) wird analog behandelt. 

Neben diesem Minimumsprinzip kann man aber auch ein dem Enskoc- 
- schen Maximumsprinzip entsprechendes Variationsprinzip aufstellen. Wir 
' betrachten wieder nur den Fall der Gleichung (6a). 

An die Vergleichsfunktionen F™ wird jetzt an Stelle der Nebenbedingung 
(11) die Bedingung: 


(Fm: ®,) = (F™, FP) (14) 
. gestellt. Dann folgt aus der Ungleichung: 

(0, —F®, ©, — F™) > 0 

sofort: 

(SPD) > (FP re. (15) 


Unter allen zulassigen Vergleichsfunktionen F’ in) ist also @, diejenige, die 
dem Integral (F®, F) (das ist die Entropievermehrung durch StéBe pro 
sec und cm?*) den gréften Wert verleiht. 

' Die physikalische Bedeutung der Nebenbedingung (14) erkennt man 
- aus (13a), wenn man ® = F™- R, setzt. Es folgt unter Beriicksichtigung 
.. von (10a): 

ticki = Tk: 


_ Diese Gleichung sagt aus, daB die Vergleichsfunktionen ay so gewihlt 
. sind, daB die vom elektrischen Feld am Strom geleistete Arbeit immer 
§ gleich der durch StéBe erzeugten Jouteschen Warme ist. 

_ Auf diese Variationsprinzipe kann man nun das Rirzsche Verfahren 
-anwenden, wie das im vorigen Paragraphen fiir den Fall der klassischen 
_kinetischen Gastheorie durchgefiihrt wurde. 
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